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1．はじめに

　高等学校において，指数関数の定義とその連続性はグラフで理解させ，その連続1生を用

いて指数関数の微分可能性を導いている。指数関数が連続であることの厳密な証明は実数

の連続性から導かれるのであるが，微分積分学の専門書で，丁寧に説明してある本は少な

い。ここではDedekindが導入した有理数の切断によって実数を定義する方法で実数の

連続性を証明し，それを用いて指数関数が連続関数であることを示す。

2．実数の連続性

　有理数全体の集合をQで表す。A，BをQの部分集合とする。（A，B）が有理数の切

断であるとは，次の（1），（2〉，（3）が成立するときをいう。

（1）A≒φ，B≒φ．（φは空集合を表す）

（2）AUB＝Q，A∩B＝φ．

（3〉α∈A，わ∈Bならばα＜わ．

このとき，Aを切断の下組，Bを上組という。

例1．A＝lx∈Ql劣＜ll，B二｛κ∈Qlκ≧ll

とすると，（A，B）は有理数の切断である。

例2．A；1κ∈QIx2＜2，κ＞OlUlκ∈Qlκ≦0｝，

　　　B＝㍑∈Qiκ2＞2，κ＞Ol
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とすると，（A，B）は有理数の切断である。

有理数の切断（A，B）には，次の（イ），（ロ），（ハ）の場合が考えられる。

（イ）Aに最大数があり，Bに最小数がない。

（ロ）Aに最大数がなく，Bに最小数がある。

（ハ）Aに最大数がなく，Bに最小数がない。

　これ以外にもAに最大数αがあり，Bに最小数わがある場合が考えられるが，このとき

はα＜（α＋わ）／2＜わとなり，（α＋わ）／2はAにもBにも属さないから，この場

合は起らない。また（イ）の場合はAの最大数をBに移すと，（ロ）の場合になる。した

がって，今後有理数の切断を考える場合は（ロ）または（ハ）の場合だけとする。

　有理数の切断（A，B）を実数という。実数全体の集合をRで表す。

　rが有理数のとき，

　Aニ㍑∈Qlx＜rl，B＝㍑∈Qlκ≧r｝
とすると，（A，B）は有理数の切断であるから，（A，B）∈R　となる。このときrと

（A，B）を同一視する。したがって，Q⊂Rが成立する。

　次に実数α1，α、に次のように大小関係を定義する。

　α1，α2は有理数の切断だから，α1＝（A1，Bl），α2＝（A2，B2〉と表される。

　　　A1＝A2のとき　α1＝α2，

　　　Al宰A2のとき　α1＜α2

と定義する。切断の定義より，α1；α2，α1＜α2，α2〈α1のいずれか一つだけが成

立する。次の有理数の稠密性が成立する。

定理1．α，β∈R，α＜βならばα＜耽＜βとなる有理数那が存在する。

　証明．α＝（A1，B　l），β＝（A2，B2）とすると，仮定より，A1黒A2であるから，

o∈A2，0資A1をみたす有理数oが存在する。A2に最大数はないから，o＜舵となる

漉∈A2が存在する。E1＝㍑∈Q　Iκ＜耽1，E2＝l　x∈Q　lκ≧m　lとおくと，（E1，

E2）は有理数の切断で肌＝（E　l，E2）である。o∈E1だからA1畢E、となる。した

がって，　α＜肌となる。m∈El，肌∈A2だからE1皐A2となり，肌＜β　となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［証終1

　つぎに有理数の切断と全く同様に実数の切断を定義する。

　Rの部分集合A，Bに対して（A，B）が実数の切断であるとは，

（1）A≒φ，B≒φ（φは空集合を表す）

（2）AUB＝・R，A∩B＝φ

（3）α∈A，わ∈Bならばα＜b

が成立するときをいう。

　実数の切断については次の定理2が成立する。すなわち，有理数の切断の（ハ）は起こ

りえない。これを実数の連続性という。
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　定理2．（A，B）を実数の切断とすると，Aに最大数があるか，Bに最小数があるか，

いずれか一方だけが成立する。

　証明．Aに最大数があり，Bに最小数がある場合は有理数の切断の場合と同様にして，

ありえない。

　いまA1＝A∩Q，B1＝B∩Qとする。ここでQは有理数全体の集合である。

　AlUB1＝（AUB）∩Q＝Q，A1∩Bl＝（A∩B）∩Q＝φ

が成立する。A≒φだから，劣∈Aが存在する。κは有理数の切断だから，κ＝（E，F）

と表される。E≒φだからE∋αとすると，lr∈QIr＜α1皐Eだから，α＜κとな

る。よってα∈A∩Q＝A1となるからA1≒φ　となる。同様にしてB1≒φ　となる。

したがって（A1，B1）は有理数の切断である。（Al，Bl）＝αとすると　α∈R＝A　U

Bであるから　α∈Aまたはα∈Bである。いま　α∈Aとしてみる。α＜ξとする

とα＜m＜ξとなる有理数mがある。E、＝l　r∈Q　I　r＜耽｝，E2＝l　r∈Q　l　r≧m　l

とするとηz＝（E1，E2）である。α＜濡よりA1皐E1だから椛ξAIとなる。した

がってm∈Blとなるから，m∈Bとなり，肌＜ξだから　ξ∈B　となる。したがっ

てαはAの最大数である。α∈Bのときはη＜αとするとη＜s＜αとなる有理数

sがある。s＝（F1，F2）とするとF2＝lr∈Qlr≧slである。s＜αよりBl皐F2

だからs∈Blとなり，したがってs∈Alとなる。よってs∈Aで，η＜sだから
η∈Aとなる。したがってαはBの最小数である。　　　　　　　　　　　　［証終］

　Rの部分集合Sが上に有界である（下に有界である）とは，実数Mが存在して，すべて

のκ∈Sに対してκ≦M（κ≧M）が成立するときをいう。このときMをSの上界（下

界）という。上にも下にも有界な集合を有界集合という。Sの上界の中で最小の数αが

存在するときαをSの上限という。同様にSの下界の中で最大の数βが存在するときβ

をSの下限という。このとき実数の連続性から次の定理が成立する。

定理3．φ≒S，S⊂Rとする。
（1）Sが上に有界ならば，Sの上限が存在する。

（2）Sが下に有界ならば，Sの下限が存在する。

　証明．（1）を示す。Sは上に有界とする。Sの上界全体の集合をBとする。A＝㍑∈

R　lκξB｝とおく。このとき（A，B）は実数の切断である。定理2より，Aに最大数

があるかBに最小数があるか，いずれか一方だけが成立する。いまAに最大数αがあると

仮定する。α∈A，α∈BだからαはSの上限ではない。したがってα＜κとなる劣∈

Sが存在する。定理1よりα＜配＜xとなる有理数肌が存在する。mはSの上界では

ないから肌∈Aとなる。これはαがSの最大数であることに矛盾する。よってAに最大

数は存在しない。したがってBに最小数わが存在する。わはSの上界の中で最小だから，

Sの上限である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［証終1

次に一見自明と思われる次の定理を証明する。
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　定理4．（アルキメデスの原理）α＞0，わ＞0に対して，ηα＞わとなる自然数ηが

存在する。

　証明．すべての自然数ηについてηα≦わが成立したと仮定する。

　　A＝＝1α，2α，3α，・…　ラη，α，・…　1

はわを上界としてもつから，上に有界である。したがって上限αをもつ。

α一αはAの上界ではないから，α一α＜肌αとなる自然数mが存在する。α＜（m＋

1）αとなり，αがAの上限であることに矛盾する。　　　　　　　　　　　　［証終］

　数列1α．｝がαに収束するとは，

　任意の　ε＞0に対して，自然数N（Nはεに関係する）が存在して，

　　　　π≧Nならば1α．一αi＜ε

が成立するときをいう。このときlimα．＝αまたはα、→αと表す。
　　　　　　　　　　　　　　几→OD
、

　アルキメデスの原理から次のことが示される。

　　　　　　1　例題．lim一＝0．
　　　　π→。。　π

　解．ε＞0とする。アルキメデスの原理より，Nε＞1となる自然数Nが存在する。

π≧Nならば
　　　　　l　　l
　　　　一≦一＜ε　　　　　η　　N
　　　　　　　　lとなるから，lim一＝0　となる。
　　　　　π→oσ　π

　　　　　　　　　　　　　　　3．指数関数

　定理5．有界な単調数列は収束する。

　証明．1α．1は単調増加とする。

　　A＝1α1，α2，・…　ヲαπ，・…　1

とすると，集合Aは上に有界だから，上限αをもつ。すなわち

　　　　απ≦α（π＝1，2，…・）

となる。ε＞0に対してα一εはAの上界ではないから，α一ε＜αNをみたすαN

が存在する。π≧Nならば

　　　　　α一ε＜αN≦α．≦α

となるから，1α．一α1＜εとなり，limα．＝αが成立する。　　　　　　　［証終］
　　　　　　　　　　　　　　　　π→OD

　次に収束数列と有界数列との関係について述べる。例えばα．＝（一1）πとすると，1α．1

は有界数列だが，収束しない。しかし逆は成立する。
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補題1．収束数列は有界数列である。

証明．1imα．＝αとする。収束の定義において，ε＝1とすると，自然数Nが存在し
　　　π→OO
て，

　　　　η≧NならはUα．一α！＜1

となる。したがって，η≧Nならば　1α．1＜1α1十1　となる。

　　　　M＝maxUαl　I，1α21，・…，1αN－l　I，1α1十ll

とおくと，1α．［≦M（η＝！，2，…・〉となるから，1α．1は有界数列である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［証終］

有界数列は必ずしも収束しないが，部分列をうまく抜き出せば収束させることができる。

定理6．有界数列から収束する部分列が取り出せる。

　証明。｛α．1は有界数列とする。

（i）A＝1α1，α2，・…　，απ，・…　1

が有限集合のとき。

　このときは1α．1の中に同じものが（それを例えばPとする）くり返し出てくるから，

それを順番に抜き出したものを1伽、臣1とする。すなわち，

　　　　α髭1＝伽2＝伽3＝・…二P

となる。したがって，lim伽．＝Pとなるから，収束する部分列｛伽．1が抜き出せる。
　　　　　　　　　ハ　　
（ii〉A＝1α1，α2，・…，απ，・…1が無限集合のとき。

　1α．1＜M（η＝1，2，…・）となっているから，区－間［一M，M］を2等分すると，

［一M，0］，［0，M］のどちらかにAの元が無限個含まれる。それを1、とする（両方と

も無限個含むときは右側と決めておく）。11を2等分すると，その少なくとも一方はAの

元を無限個含む。それを1，とする。この操作をくり返す。IlにはAの元が無限個含まれ

るから，1つ取り出したものをαた1とする。12にもAの元が無限個含まれるから，ん1＜

h2となるAの元α為，を1つ取り出す。これをくり返す。このとき

　　　　　Il⊃12⊃・…⊃1η⊃1η＋1⊃…・
　　　　　　　　　　　　　　　1となり，1。の長さはL．1の長さの万である。L＝［α。，β。］とすると，

　　　　　一M≦α．＜β．≦M

　　　　　α1≦α2≦…≦M
　　　　　β1≧β2≧…≧一M

となっている。伝．1，1β．1は有界な単調数列だから収束する。

　　　　limα．＝α，limβ．＝β
　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　ル　　

とする。一方β．一α．＝M／2η一1であるから，η→・・とすると，α＝β　となる。伽．

は1．に含まれるから，

　　　　　α．≦αゐ、≦β．

となる。η→・・とすると，

　　　　lim伽．＝α（一β）
　　　　η→QC
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となって1伽、1は収束する。

数列1α．1がコーシー列であるとは

　η，珊→・・のときα．一α肌→0

をみたすときをいう。これを論理記号を使って定義すると，次のようになる。

　　　　1α．1はコーシー列である。

　　⇔
　　　任意のε＞0に対して，自然数Nが存在して

　　　　1γL，乃≧Nならば　 1α．一α那1＜ε

　　　が成立する。

［証終］

収束数列とコーシー列との関係はどうなっているか。実は同値であることがCauchy

によって証明された。

定理7．

る。

1α．｝が収束するための必要十分条件は1α．1がコーシー列になることであ

証明．（必要条件）1α．1は収束すると仮定する。すなわちlimα．＝αと仮定する。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π→DO
　　　　　lα．一α肌1＜1α．一α1＋1αバα1→0

　　　　　　　　　　　　　　　　（π，肌→OOのとき）

となるから　1α．1はコーシー列である。

（十分条件）1α．1はコーシー列とする。

　（1）｛α．1は有界数列であることを示す。

　ε＝1とすると，コーシー列の定義から，自然数Nが存在して，

　　　　ηz，η≧Nならば1α．一α肌i＜1

となる。特に肌＝ノ〉とすると，

　　　　　1α．一αNl≦1（π≧N）

となる。

　　　　M＝max｛1α11，iα21，…G，1αN－l　l，1αNI十ll

とおくと，1α．1≦M（η＝1，2，…・）となるから1α．1は有界数列である。

　（2）1α．｝は収束することを示す。

定理6より1α．1から収束する部分列1伽、1学．1が取り出せる。

　　　　limαゐ．＝α
　　　　π→oo
とする。

　　　　　1α．一α1≦1α．一伽．1＋1αん、一α1

となる。π→・・のときん．→○○となるからα．一伽．→0，伽．→α

となり，したがって，limα．＝αが成立する。　　　　　　　　　　　　　　［証終］
　　　　　　　　　η→QQ

次の定理の証明はRudin［3］による。
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　定理8．実数κ＞0　と自然数πに対してプ＝κとなる実数ッ＞0　がただ一つ存在
　　　　　　　　　　　　　　する。このッを霧またはκ万で表す。

　証明．A二彦∈R拷＞0，が＜κ｝

とする。κ／（1＋π）＝εとおくとsπ≦8＜κよりs∈AとなるからA≒φである。

乙＞1＋κならばが≧む＞劣となり6∈Aとなる。したがって，亡∈Aならばむ≦1

＋κとなるから，Aは上に有界である。したがって，定理3よりAの上限ッが存在する。

ここでッ＞0である。プ＝κとなることを次に示す。そのために次の不等式が成立する

ことを注意しておく。

（＊）
義慧薦傷野α＋・…＋ゲ1

　いまプ＜κが成立したと仮定する。んを

　　　　　　　　　　κ一プ
　0＜h＜1，h＜
　　　　　　　　η（ツ十！）π一1

となるようにとる。（＊）より

　（』y十h）π一‘yπ≦hπ（ツ十h）π一1＜κ一ごyπ

となるから，（ッ＋ん）π＜κとなりッ＋h∈Aとなる。これはッがAの上限であること

に矛盾する。

　次にプ＞xが成立したと仮定する。

　　　　　　プーκ
　　　　んニ
　　　　　　πプー1

とおくと0＜ゐくッとなる。いまむ≧ッーhとすると（＊）より

　プーが≦プー（ツーん）π≦hπ1ゾー1＝プーκ

となり，が≧κとなるから，亡帳Aとなる。したがって，む∈Aならば乙≦』y一んと

なるから，ッーんはAの上界である。これはッがAの上限であることに矛盾する。

　以上のことから，プ＝κとなる。もしッ1』ッ♂＝κとなる正数ッ1，ッ2があったと

すると

　　　　　（ッrッ2）（ッ1η一1＋ッ1η一2ッ2＋…・＋ッ2π一1）一〇

より‘y1＝ッ2となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［言正終］

　α＞0とする。ηが負の数のとき

　　　　♂一借）㍍

　　　　　　　　　　　　　　　Pと定義する。rが有理数のとき，r＝万（p，gは整数でg＞0）

とすると，

　　　　　　　　　ユ　　　　α「＝（αP）で

と定義する。r＝p1／g1（Pl，91は整数で91＞0）とも表されたとする。plg＝pglだ
から，
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　　　　｛（げ1）赤IP91一げP・一1（ぴ〉青｝Pgl

となり，（αP1）1／91＝（αP）1／9が成立する。したがって，α7の定義はrの表し方によら

ない。

　次の補題3，補題4の証明は容易であるが，証明を与えることにする。

　補題3．α＞0とする。r，sが有理数ならば

　　　　　7十S＿　　7　S　　　　α　　一αα

　証明．　　P・　　P2
　　　　r＝一，s＝一　（Pl，p2，g1，α2は整数で，g、＞0，g2＞0）
　　　　　　91　　　　92

とすると，

　　　　　（α「＋s）9192＝αP192＋P291＝（α7αs）9192

となるから，α爾＝α「αsが成立する。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［証終］

　補題4．r，sは有理数でr＜sとする。このとき

　（1）α＞1　ならばα「＜αs

　（2）　0＜α＜1　ならばα「＞αs，

　証明．　　PI　　P2
　　　　r＝＿，s＝　　　（p1，p2，g，1，g2は整数でg1＞0，92＞0）
　　　　　　91　　　92

とする。α＞1とする。仮定よりg2．ρ1＜p291だから

　　　　　（αs）9192一（α7）9192＝αP2α1一αP1σ2＝αP192（αρ29・一plσ2－1）＞0

となるからαs＞α「が成立する。（2）も同様にして成立する。　　　　　　　［証終］

　補題5．α＞1，l　r　I≦1，rは有理数とする。このとき

　　　　1α・一II≦lr［α（α一1）

が成立する。

　証明．0＜r≦1とするとr＝丑（p，gは整数で，1≦p≦g）と表される。
　　　　　　　　　　　　　　9
わ＝α1／9とおくとわ＞1となる。

　　　　α一1＝わ9－1＝（δ一1）（わ9－1＋…・＋わ＋1）≧（わ一1）9

となるから，

　　　　　　　　1　　　　わ一1≦一（α一1）
　　　　　　　　αが成立する。一方

　　　　わP－1＝（わ一1）（わρ一1＋…・＋わ＋1）≦（わ一1）、ρわP一1

が成立するから，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」ρ　　　　α』1一わP－！≦（わ一1）P6P一’≦す一（α一1）わP『’≦r（α一1）α

が成立する。一！≦r＜0のときは一r＝sとおくとs＞0だから
　　　　　　αs－l　sα（α一1）
　1α一II＝　　≦　　　　≦sα（αヨ）＝iパα（α一1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α　　　　　　　　α



となり定理は成立する。

安達1指数関数について 25

［証終］

　補題6．有理数列廿．1が収束するならば，1α同　は収束する。特に伊．1が0に収

束すれば1α碍は1に収束する。

　証明．α＞1とする。翫一r．→0（肌，η→・・）であるから，I　r．一r訓≦1と仮

定してよい。補題5より

　　　　　1α…副一α㌦1μ㌦一｝ll≦副r肌一rπ1α（α一1）

が成立する。一方ひ．1は有界数列だから（補題1），有理数Mが存在して，　l　r．1＜M

となる。したがって

　　　　　iα「肌一α㌦1≦αM擁一r、1α（α一1）→0（m，π→・・）

となるから，1α㌦1はコーシー列になり，定理3より収束する。

　0＜α＜1のときは

　　1砂一副一俵）一、1一（÷1「1≦（÷yl㌦一剤÷俵一1）

となるから1α研は収束する。後半はr．→0だから　巨．1≦1と仮定してよい。

α＞1のとき

　　　　　iα「見一！I≦［rπ1α（α一1）

よりlimα「・＝1となる。0＜α＜1のときも同様にして成立する。　　　　　［証終］
　　π→oo

実数κに対して，κに収束する有理数列｛r．1をとり，

　　　　グニlimα㌦
　　　　　　ル　　
と定義する。l　s．｝も瓦に収束する有理数列とすると，

　　　　limα5π＝limα㌦αs陀一㌦＝limα㌦
　　　　お　ロの　　　　　　　　ル　　　　　　　　　　　　　　　　　　カ　ヴ　

となるから，グの定義はκに収束する有理数列のとり方によらない。

　定理9．α＞0とする。実数κ，ッに対して

　　　　α工＋ン＝αエαン

が成立する。特にゲは0にならない。

　証明4鶏r・＝κ，霧聰s・＝ッとなる有理数列l　r・L　l　s・1をとる。補題3より

　　　　α3‘＋γ＝limα㌦＋Sπ＝limα㌦αSπ＝ακαン
　　　　　　　π一ウoO　　　　　　　　　　　　π→oo

が成立する。

定理10．（1）α＞1のとき∫（κ）＝αエは一・・＜κ＜・・で狭義単調増加関数である。

（2）0＜α＜1のとき∫（κ）＝ゲは一・・＜x＜・・で狭義単調減少関数である。

　証明．（！）を示す。κ＜yとなる実数κ，ッに対して定理1より劣＜α＜β＜ッと

なる有理数α，βがある。伊．1をκに収束する有理数列とすると，自然数Nが存在

して，π≧Nならばr．＜αとなるから補題4よりα㌦≦ααとなる。π→・・とすると
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ακ≦αα　となる。同様にしてαβ≦αンとなる。したがって

　　　　αフσ≦αα　＜α〆≦αン

となるからグ＜αンが成立する。（2）も同様にして成立する。　　　　　　　　［証終］

　∫（κ）はα＜κ＜cで定義された関数とする。任意のε＞0に対してδ＞0（δ＜

o一α）が存在して（δはεに関係する），

　　　　0＜κ一α＜δならば　1∫（x）一Al＜ε

が成立するとき，浜馨。∫（劣）＝A　またはA＝∫（α＋0）と表す。

　∫（x）はc＜κ＜αで定義された関数とする。任意のε＞0に対してδ＞0（δ＜α一

c）が存在して，

　　　　0＜α一κ＜δならば　1∫（劣）一Bl＜ε

となるとき浜聖。∫（κ）＝B　または　B＝∫（α一〇）と表す。

　∫（κ）は　0＜1κ一α1＜cで定義された関数とする。任意の　ε＞0に対してδ

＞0（δ＜c）が存在して，

　　　　0＜1κ一α1＜δ　ならば　1∫（κ）一A　i＜ε

となるとき　聖魏∫（κ）＝A　と表す。定義より

　　　　り期∫（κ）＝A　⇔轟馨。∫（κ）＝浜學。∫（劣）＝A

が成立する。

　αの近傍で定義された関数∫（κ）がαで連続であるとは

　　　　顛∫（κ）一∫（α〉

が成立するときをいう。すなわち

　∫（κ）がαで連続　⇔　聖期∫（，σ）ニ∫（α）　⇔轟聖。∫（κ）＝翼聖。∫（κ）一∫（α）

　⇔∫（α〉＝∫（α＋o）＝∫（α一〇）

　次に単調関数は右極限値と左極限値をもつことを示す。

　定理ll．∫（κ）はα＜κ＜わで単調増加（単調減少）とすると，∫（κ＋0），∫（κ一

〇）が存在して，

　　∫（劣一〇）≦∫（劣）≦∫（κ十〇）（∫（κ一〇）≧∫（κ）≧∫（κ十〇））

が成立する。

　証明．∫（κ）は単調増加関数とする。α＜κ＜わに対して

　　　　A＝｛∫（む）1α＜6＜κ1

とおくと∫（κ〉はAの上界だから，Aの上限αが存在する。ε＞0に対してα一一ε＜

∫（κ。）となるκ。（α＜κ。＜わ）が存在する。κ。＜6＜κならば

　　　　　α一ε＜∫（κ。）＜∫（亡）≦α≦∫（κ）

となるから，x一κo＝δ　とおくと

　　　　　0＜麗一ε＜δ　なら占ま　1∫（6）一α1＜ε

となるから，α＝∫（κ一〇）となる。次に
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　　　　B＝1∫（む〉lx＜乙くわ1

とおくと∫（κ）はBの下界だからBは下限βをもち，βこ∫（x＋0）≧∫（κ）が成立す

る。∫（κ〉が単調減少のときも同様である。　　　　　　　　　　　　　　　［証終］

　以上の準備のもとで，指数関数の連続性を証明する。

　定理12．α＞0とする。指数関数∫（κ）＝グは一・・＜劣＜・・で連続である。

　証明．α＞1とする。蜘∈Rとする。自然数πに対して

　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　P＜κo＜9，α一．ρ＜
　　　　　　　　　　　　　　η

となる整数p，gをとる。∫（κ）は単調増加だから

　　　　αP＜ακo＜α9

となる。一方

　　　　α’≦∫（κrO）≦∫（κ。）≦∫（κ。＋0）≦αq

となるから，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　0一∫（κ・＋0）一∫（κrO）≦α9一αPニαP（ασ一P－1）≦απ・（απ一1）

　　　　　　　　　　　ユが成立する。補題6より　απ→1だから

　　　　∫（κ。＋0）＝∫（κ。一〇）＝∫（κ。）

となり，∫（κ）はκ。で連続である。κ。は任意の実数だから，∫（κ）は（一・・，・・）で連

続である。

　系．α＞0，わ＞0，κ，ツは実数とする。このとき

　　　　　（αわ）x＝α愉，　（α’¢）ツ＝α’‘ン

が成立する。

　　　　　　　　　　　　　　　P　証明．κが正の有理数のとき。κ＝一（p，σは自然数〉とする。
　　　　　　丑　2　　　　ユ　　　丑　α　　　　　　　　丑
　（ακゲ）9一（αgbg）σ一（α9）9（わ9）9＝αPわP＝1（αわ）9｝σ＝｛（αわ）エ｝σ

となるから，グゲ＝（α6）’‘が成立する。xが負の有理数のときは

　　　　ヅゲ＝（α一’5わ『エ）一’＝｛（αわ）門『1＝（αわ）κ

となって成立する。xが無理数のときはκに収束する有理数列㍑、1をとると

　α’‘ゲ＝（limα㌔）（limわκ・）＝limαエめ㌦＝lim（αわ）’‘・＝（αわ）劣
　　　　　び　レ　　　　　　　　　れ　め　　　　　　　　　　　あ　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　

となり，前半の式が成立する。

　　　　　　　　　　　　　　　　p　　　　　s　つぎに鵠ッを有理数とする。茜＝コr，ッ＝了（p，g，s，むは整数で，g＞0，6

＞0）とすると
　　　　　1（αエ）y｝¢一（αり9ε

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pとなるから，（ακ）y；αηが成立する。つぎにκは無理数，ッは有理数とする。ッ＝一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
（p，αは整数でg＞0）とする。∫（κ）＝ガはκ≒0で連続だから，㍑．1をκに収

束する有理数列とすると

　　　　αP’σ＝limαμ・＝lim（α’‘・）P＝（αつP
　　　　　　　η→oo　　　　　　　　　　π→OQ
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が成立する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛（α’‘）ン｝9＝｛（αコ‘）で1σ一（α駕）P＝αμ

　（α紛・一（詳）・一（聰詮）・一！聰（詮）・一！顛㌔一ゲ

となるから（αエア＝αエンが成立する。最後にκ，ッがともに無理数のとき，砂．1をッに

収束する有理数列とすると

　　　　　（απ）ン＝lim（αヱ）ン・＝limακン・＝ακツ
　　　　　　　　な　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　

となり，すべての実数κ，』yについて後半の式が成立する。　　　　　　　　　［証終］

4．おわりに

　実数を有理数の切断によって定義したが，実数の加減乗除，単位元と零元の存在，分配

法則等が成立することは省略した。高木貞治［1］を参照されたい。多くの微分積分の教

科書には，有界集合が上限，下限をもつこと（定理3）は実数の公理のように書かれてい

るが，実は19世紀後半に2人の数学者（Dedekind（1831－1916）とCantor（1845－1918））

が別々の方法で有理数から実数を構成することを試みたのである。切断によって実数を定

義したのがDedeki磁で，これから定理3が成立する。Cantorは有理数のコーシー列に

よって実数を定義した。この定義からただちに定理7が成立するのであるが，ここでは

Cantorの方法は割愛した。高木貞治［2］によると，Dedekindが切断のアイデアを持っ

たのは！858年で、それを完成させて公表したのは1872年であった。
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