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変厚矩形板の座屈の一解析法

松田　浩 ＊・崎山　毅＊

Buckling　Analysis　of　Rectangular　Plates　with　Variable　Thickness

by

Hiroshi　MATSUDA＊and　Takeshi　SAKIYAMA＊

　　　The　basic　differential　equat量ons　of　rectangular　plate　w三th　variable　thickness　are　fQrmed　by　the

．sinlulちaneous　partial　differenti琴l　equat三〇ns　with　variable　coefficients　which　are　composed　of　the　flex・．

ural　rigidity　of　the　plate　D（x，　y）and　the　thickness　of　the　plate　h（x，　y）．・Therefore，　it　is　impossible

to　obtain　the　analytiヒ｝al　solutions　under　these　generalities．

　　　In　this　paper，　we　derived　the　discrete　general　solutions　for　the　basic　differential　equations　of

rectangular　plate　with　variable　thickness　by　applying　the　transformation　of　the　differential　equations

into　the　integral　equations　and　trapezoidal　rule　of　numerical　integration．　Then　we　proposed　the　ap・

proximate　method　to　analyze　the　buckling　problems　of　rectangular　plate　with　arbitrary　boundary　con・

dition，　load　condition　and　distribution　of　the　thickness．

　　　The　results　of　numerical　analysisζre　as　follows．

1＞The　numerical　solutions　which　obtained　using　the　present　method　converge　lnonotonously．

2）Even　the　analysis　by　division　as　c6arse　as　8　provide　good　accurate　solutions．

3）Using　extrapolation，　better　results　can　be　obtained．

1．まえがき

　本論文は，任意の境界条件お・よび荷重条件をもつ変

厚矩形板の座屈の一解析法について述べたものである．

　変厚矩形板の基礎微分方程式は，任意の関数として

与えられる板剛度および板厚を係数とする，いわゆる

変数係数を持つ連立偏微分方程式となるため，その解

析解を一般的に求めることは，ほとんど不可能である

と考えられる．そのため変厚板の解法としていくつか

の近似解法，数値解法が提案されてきている．

　平板の曲げ剛性が〃の二次式で与えられる形に対し

ては，R．　G．　Olsson1）の解がある．倉田2｝は板厚が階段

状に変化する場合の解析法として，まず各板厚につい

ての解を求め，次に接合部で連続するように条件を合

わせる方法を提案し，種々の境界条件を有する階段状

変厚板に一方向の．一様圧縮力が作用する場合について

解析を行なった．

　　またWittrickら3｝は変厚矩形板の固有値問題の近似

解法としてGalerkin法に基づく解析法を提示した．そ

して一方向に断面の厚さが線形および指数形に漸変ず

る変厚矩形板に，一方向の一様圧縮力が作用する場合

．の座屈解析を4辺単純支持および2辺単純支持対2辺

固定なる支持条件の下．で行なっている．さらに，Para・

masiuamら4）は，　Wittrickらが提案した古典的な解法

は，剛性が2方向に，急変するような矩形板に対して不

昭和59年10月1日受理
＊構造工学科（Department　of　Structual　Engineering）



50 変厚矩形板の座屈の一解析法

適確であることを指摘し，descrete　modelを用い有限

差分法を応用して，2方向に一様な圧縮力が作用する

場合について座屈解析を行ない，その解法の収束性お

よび外挿法について検討している．

　Chehillら5）は4辺単純支持という限られた境界条件

をもつ矩形板に対して古典的な摂動法による解析法を

提示し，一方向に線形に変化する変厚板および中央部

で補強された平板に一方向の一様圧縮力が作用する場

合について解析を行なった．水澤ら6｝はB－sprine関数

とRayleigh－Ritz法を応用して剛性が急変する矩形板

の座屈解析法を提示し，その応用として2方向に剛性

が急変する正方形板に2方向から一様な圧縮力が作用

する場合について解析を行なった．

　著者らηは，先に変革矩形板の曲げの一解析法とし

て基礎微分方程式の積分方程式への変換と積分方程式

の近似解法の応用とによって得られる解析的近似解に

もとつく解法を提示し，その実用性を検証するととも

に，任意の境界条件，荷重条件および変断面性をもつ

変厚板に対する解法の汎用性を明らかにした．

　本論文は，変琴平形板の座屈問題を基礎微分方程式

に基づいて直接的に解析できる解法の確立を目的とし，

先に提示した矩形板の曲げ解法の変厚板の座屈解析へ

の応用性について検討したものである．

　本解析法によれば，任意の境界条件および荷重条件

をもつ変厚矩形板の座屈問題を一般的に解析すること

ができる．

2．変厚板の座屈の基礎微分方程式

　　平板のせん断力を砧，Q。，ねじりモーメントを

M鮒，曲げモーメントをルも，Mκ，たわみ角をθシ，θエ，

たわみをωとすれば，変厚板を含む一般的な矩形板の

座屈に関する基礎微分方程式は，Reisnerの平板曲げ

理論に基づいて，次の連立偏微分方程式となる．但し

面内力は一方向（卯方向）に作用するものとする．

諦＋箸織讐一・

∂舞＋」券一丁一・

∂豊＋嘗秘一・

箸＋・箸一誓一・

箸＋・箸一」鴇一・

箸＋讐畷善㌃）一・

（1．a）

（1．b）

（1．c）

（1．d）

（1．e）

（1．f）

豊＋砺＆一・

寄＋傷轟一・

ここに，Nκ＝1V∬惚）：面内圧縮力，

　　　　E：弾性係数：，　G：

　　　　レ：

　　　　板二度，

ここで，断面力Qシ，Qκ，1脇シ，

（1．9）

（1．h）

　　　　　　　　　　　　　　せん断弾性係数，

　　　　　　　ポアソン比，1）＝Eが／12（1一レ2）：

　　　　　　　　　ち＝ん／1．2，ん＝ん（」σ，雪）：板厚

　　　　　　　　　　　　　　　　砥，M∬，　および

変形θシ，θκ，ωに関して，次の無次元量X、～X8

　　　　　　　　　　　　　　　　2｛悉・凡｝｛砧・磁｝跳（｛≒）

凶＆・刈一｛晦・脇・喝恥（1≒）

　　X6＝θ雪，　X7＝＝θπ，　X8＝ω／α

を導入すれば，式（1．a）～（1．　h）は次のように

書き換えられる．

弩＋・普三蹟一・（2・・）

要＋μ誓一μ為一・　（2・b）

・箸＋普一・＆一・　（2・・）

　　讐柳誓一・＆一・　（2・d）

　　・薯＋μ響一・＆一・　　（2・・）

要＋μ普一」＆一・　（2・f）

　　鑑＋X，一。X，一〇　　　（2．9）
　　∂η

普＋μ鵡一μ・X・一・　（2・h）

ここに，　郎＝αη，　忽＝～）ζ

α，わ：矩形板の縦・横の辺長，μ＝わ／乙，

瓦一μz他郷D讐），凡騨面内力

・一μ（1一レ2）（努）3，」一2μ（1＋・）（毎）3

編：基準板厚

・一
囎驕iん。α）穿一ん♂器レ）

跳一
A2譜）・基準板剛度

　式（2．a）～（2．　h）を用いて，一様面内圧縮力

や三角分布力あるいは純曲げなどの任意の面内力を受

ける，任意の境界条件を有する変厚矩形板の座屈解析

が行なわれる．
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Fig．1　Discrete　points　on　rectangular　plate

n

3．基礎微分方程式の近似解

　山高矩形板の基礎微分方程式（2．a）～（2．　h）

は，板六度および板厚を変数係数とする連立偏微分方

程式である．従って，その解析解を一般的に得ること

はほとんど不可能であると考えられるので，ここでは

Fig．1に示すような矩形板の縦横の等分割線の交点を

対象として，これらの離散点における基礎微分方程式

の近似解を求めることとする．

　Fig．1に示すように，矩形板を横，縦方向にそれぞ

れ況，η等分した等分割線の交点の集合体とみなす．

ここで，任意の交点（‘，のに関連する矩形領域に注

目し，これを領域巨，かと表記することとする．ま

た，◎印を付けた交点（‘，のをこの領域巨，刀の主

要点と称し，その他の交点（／；g），／＝0，1，……，ゴ，

g＝0，1，……，ブ，を従属点と称することとする．さ

らに従属点に関しては，ζ＝0およびη＝0の境界辺

上にある●印を付けた交点（！；0）および（0，g）を

境界従属点と称し，その他の○印を付けた交点（／；g）

を内部従属点と称して区別することとする．

　はじめに，基礎微分方程式（2．a）～（2．　h）の

各戸を領域巨，ノ］において面積分し，積分方程式に変

換，する．次に，等間隔の数値積分法の応用により，領

域巨，刀の主要点（‘，のおよび従属点（鴻g）の諸

量を用いて，これらの積分方程式を離散表示すれば，

無次元化された断面力および変形Xp，（p＝1～8）

の主要点（♂，ノ）における値Xρεノに関する連立方程式

が得られる．この連立方程式を解くことにより，領域

巨，刀における主要点（ゴ，ガの諸量X鮒と従属点

げ；g）の諸量との間の関係式が求められ，次式となる．

三下｛急β・・ん・［X診／o－X置ノゴ（1一δ！ε）］

　　　　　　ノ　　∂

　　　　　十Σβ、gBρ置［X置09－Xε‘9（1一δ8ゴ）］

　　　　　　9＝〇

　　　　　＋古謡一献（1一δ！5δ8」）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

ここに，P＝1，2，・…・，8，‘＝1，2，∴…，糀，ブ＝1，2，，・・…，η

　　　　β‘／＝α‘！／7π，β」g重α，9／η

　　　　δ‘」：Kronecker’s　delta

　　　　ん，，B。，，　Cρε／8：Appendix参照

係数β‘ノ，β」9は数値積分法における重み係数である．

本論文においては等分割数値積分法として台形公式を

用いることとする．このとき，

一｛1：臨1：1；陶｛雛；1：1：

なお，（3）式の誘導の詳細については文献（7）を参照され

たい．

　領域［‘，刀を［1，1］，［1，2］，［2，1］，［2，2］……と

順次拡大してゆけば，ある領域の主要点は，次の，よ

り拡大された領域の内部従属点となる．従って，最小

領域［1，1］から始めて，順次，（3）式を用いて領域を拡

大してゆくと，各領域の内部従属点の諸量はすべて消

去され，結局，任意の領域巨，刀の主要点（‘，ブ）にお

ける諸富X鋤は，この領域の境界従属点（／，0），（0，

g）における諸量Xげ。，X80g（γ＝1，3，4，6，ク，8），（8

＝2，3，5，6，7，8）のみによって表わされることになり，

次式のように整理される．

砺一劃煮・一・・愚壌隔・幽・）（4）

ここに，

…一一
|嵩β副…梱…・・一・（1一翻

　げ＋ΣユβゴzBp君［α競。砲d一α勧‘臨d（1一δの）］
　乙＝0

＋舶β細細・・一・（1一δ謝｝

p＝1～8，6＝1～窺，ノ＝1～η，／＝0～δ，

g＝0～．ブ，　d＝1～6，　ん＝＝：1，　2

u＝／（ん＝1とき）org（ん＝2とき）

　α、。‘。‘d＝1．0，α，8。ゴ」d＝1．0

　　　　　κ00一　　　　　　　　κ00　一
　α1・・’・・＝τ偽・α22・…＝τα・

　　　　　＿O」　　　　コ。
　　　　　エ）00＿　　　　　　　DOO＿
α140・03＝ ｢「α・・α25‘003＝！πα・

　　　　　　1　－　　　　　　　1　一
　　　　　　　　　　α2、。ゴZ、＝一β」乙　α12、。κ5＝一β跳，
　　　　　κ‘0　　　　　　　　　　　　　κOj
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砺…櫨一・
驕E・砺一3一・巴瓦・

　　　　　1　－　　　　　　　　1　一
α12伽＝ 轣uγ抗・α21…6＝μ・。、γμ

　　　　　1　－　　　　　　　　1・一
α15‘0κ5 u万γ・κ・α240・‘4＝μ万。、箔‘

を‘＝（一1）‘，β‘κ＝δ抗＋（一1）‘＋1δ。㌃

名・一鐸ま㍑，瓦・一儲

γ＝d十δ2！十δ3！十・2（δ4ノ十δ5ノ十δ6ノ）

8＝（Z十δ1∫十δ2！一｛一2（δ3ノ十δ4！一十一δ5ノ十δ6！）

（4）式は，変厚矩形板の縦横の等分割線の交点におけ

る基礎微分方程式（2．a）～（2．　h）の離散表示さ

れた近似解である．この解式中に含まれる境界従属点

の6個ずつの諸量Xげ。，X。。8はいわゆる積分定数で

あり，対辺の境界条件によって決定されるべきもので

ある．また，任意の領域［z，ノ］の主要点（ゴ，．ブ）にお

ける諸量Xρ、ノを，この領域の境界従属点（／，0），（0，

g）における諸士Xr！0，　X808に関係づける要素αん鋤鰯

は，伝達ストリックス法におけるいわゆる伝達マトリ

ックスに相当するものである．

囮
Qx

Mxy

θX

図y嵩O，θx＝0，　w＝0

圏

Mx＝0

θy＝O

w＝0

囮Qy’（Mly）’θy国

Qx

凹xy

θX

圖

Fig．2

Qy・M・y・θy圃

　　（c）

　　　　　　My富0，θx＝0

　　　　囮…

Qx

Mxy

θX

　　　　　　　Qy＝0・θy＝o

囮…凹・y・・y［画

囮

（b）

Qxo
Mx＝O

MyO
w　O

4．積分定数と境界条件

　基礎微分方程式（2．a）～（2．　h）の近似解式（4）

に含まれる積分定数X。！。およびX。。8は，具体的には，

それぞれ，平板のζ＝0お・よびη＝0なる二上の等分

割逃げ；0）お・よび（0，g）における断面力および変形

を表わす．各分割点において6個ずつの積分定数が存

在するが，平板の境界辺の支持条件に応じて，これら

の中のいずれか3個の積分定数は既知となる．残りの

3個の積分定数の値ば対辺の境界条件によって決定さ

れる．

　Fig．2～Fig．6に5種の異なる境界条件をもつ平板

囮
Qx

Mxy

岡X

θy電0・θx30・w冨0

…　囮q・…y・・y［画
　　　　　　　（b）

圖q，，・、y，・y囮

　　　　（a）

囮

瀞

國

Qy＝0，Mxy扁。，θy30

Fig．3

My＝0・θx＝O

w；0

qx
　　　　　　Qx＝0
岡・y　　M、y・0
θX

　　　　　　θx＝0

　　　　　　圖

囮Qy・M・y・・y

　　（d）

1

1

My＝0，θy＝0

停4X＝O，ex＝O

w＝0

岡x窩0

θy30

w＝0

Qy

Mx　O

θx

W
θy＝0

層目30

w＝0

囮
qx

Mxy

Mx

θy30・θx昌O

w＝0

1

囲

IQx＝O

　Mxy＝0

　θx＝0

Q・・凹・y・My画　 圃・，，・・y，・y囮

　（c）　　　　　　　　　　　　（d）

Integral　constants　and　boundary　conditions

of　plate　with　four　fixed　edges．

囮θジ0・θズ0・w」0

9

1

9

圖Q・紹y匝】

Integral　constants　and　boundary　conditions

of　plate　with　four　simply　supported　edges．

Qx

Mxy

θX

Fixed　E．

●

Fixed　E。

圓圓匙；野

Mx二〇

θy嵩O

w30

囮Q，…y・・y海

蜷

li・

　　　　（a）

曹凵E0，Mxy＝0，θy＝0

Qy＝o

lxy冨O

lx菖O

浴G0

Mx豊0

ﾆy30

浴G0

國q・…y・My回
　　　　（c）

Qy昌。，θy＝o

Qx＝0，ex冨O

Mxy＝O

i躍ii；1

圖Q・…y・・y画
　　　（b）

qX　　　　　　Qx＝O

M・y　　凹、y・・
θx @　　　　　　θジ0

1

囮q・～図1・；岡y画

Fig　4　1ntegral　constants　and　boundary　conditions

　　　　of　plate　with　two　oPPosite　edges　simply　sup・

　　　　ported　and　the　other　two　fixed．
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圖・ジ・岬・・ジ・

Qx

械xy

θX

國
Fig．5

圓・図
w＝O

Mx＝0

θy容O

w＝0

Qx

岡xy

θX

Qy＝0

岡xy＝O

My需0

1

1

1

Qy’M撃剪ｲx國　囮Qy～腫ly；θy

Integral　constants　and　boundary　conditions

of　plate　with　three．edges　simply　supported

and　one　edge　free．

国＿＿．國

Qx

Mxy

θX

Mx＝0

θy＝O

w＝0

國Q，，・、y・・y國

　　　　（a）

劇

lill

画

Qy・・，阿y・G　Qy＝O

　　　　Qx＝O

　　　　Mxゾ
　　　　θx30　トly＝O

　　　lQx＝o

　　　岡xy＝0

　　　　θx＝0

さらに，簡単に表わすと次式のようになる．

　　　　［D］［コσ］＝0

ここに，［姻＝［00。。。，コσ。。。］T＝［」σ、コ0，⑳，……］T

　　　　嚇〔ll：頴：：：瓢〕

（6）式において，

（6）

　　　　　　　IDト0が座屈条件式である．本論文

ではTrial・and・error　methodによって，その座屈固有

値κを求めた．

　また，座屈モードは，次式で表わすことができる．

團姻
，1；

　θX

1

圖…M・y・My画．

　　　（c）

Fig．6　1ntegral　constants　and　boundary　conditions

　　　　of　plate　with　two　oPPosite　edges　simply　sup・

　　　　ported　and　the　other　two　edges　fixed　and

　　　　free．

の積分定数と境界条件を示す．これらの各図において，

（a）図は平板全体を対象とした場合である．（d）図および

（c）図は，それぞれ，左右または上下の1軸対称性をも

つ平板の1／2部分を対象とした場合である．また（b）図

は左右および上下の2軸対称性をもつ平板の1／4部分

を対象とした場合である．さらに，Fig．2の（e）図は，

左右一二三対称性をもつ平板の1／2部分を対象とした

場合である．各図において，隅角部の分割点の積分定

数および境界条件は［＝コで囲まれている．なお，そ

の他のいくつかの境界条件に関しては文献（7）を参照さ

れたい．

㌔璃（カ。、W。X。。。＋泣。、8、、。。X。。g！講0　　　　　　　　　　　　　8＝0）（7）

ここに，X。！。およびX。。8は，（6）式にお・いて，－銑∠c

（任意定数）として求めた．

6．数値計算結果および考察

　本解析法による数値解の収束性および精度を検討す

るために，解析解が知られているいくつかの例につい

て数値計算を行なった．なお，本論文で用いた基礎式

（1．a）～（1．　h）は，せん断変形の影響を考慮し

たReisnerの平板曲げ理論に基づくものである．一方，

解析例としてとりあげたTimoshenkoの解析解は，

Kirchihoffの薄板理論に基づいている．従って，両老

の比較のため，本論文における数値計算では，せん断

変形の影響を十分無視できる薄板を取り扱うこととし，

板厚んと辺長αの比をん／α＝0．01とする．

　（1）等厚板

　Table　1～Table　5に，一方向に一様な圧縮力が作

用する平板の座屈解析結果をTimoshenkoの解析解と

ともに示す．各表において，境界条件は，各々，（1）4辺

単純支持，（2）4辺固定，（3）対辺単純支持他対辺固定，

（4）3辺単純支持他1辺自由，（5）対辺単純支持他2辺自

由・固定である．また，三角分布面内圧縮力および純

曲げを受ける4辺単純支持板についての数値解析結果

5．座屈条件式および座屈モード

　近似解式（4）と対辺の境界条件，すなわちXρ読＝0

およびX。而＝0とから，境界辺（η＝0，ζ＝0）上の未

知量X。ノ。およびX。。8に関する連立方程式が次式のよ

うに得られる．

〔細1：：：譲：：瓢〕1：1〕

　　　　　＝0　　　　　　　　　　　　　　　（5）

Table　l　Values　of　factor　k　for　a　square　plate　with

　　　　four　simply　supported　edges　under　uniform

　　　　compression　in　one　direction．（レ＝0．3）

」

m k Extrapolated　Values T．A。S．

4 4，450 4．6 3，985

6 4，190 4．8 3，990

8 4，105 6．8 3，996 4．00

10 4，067 6．10 3，997

12 4，046 1’0．12 3，999

T．A．S．　：　TimoshenkoIs　Analytical　Solution
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Table　2　Values　of　factor　k　for　a　square　plate　fixed

　　　　　　　at　all　edges　under　uniform　compression　in

　　　　　　　one　direction．（レ＝0．25）

m k Ex蜘po1 ated　Values T．A．S．

4 15．56 4．6 9，206

6 12．03 4．8 9，613

8 11．10 6．8 9，903

10 10．71 6．10 9，967 10．07

12 10．51 8．12 10．03

14 10．39 12．14 10．06

T．A．S．　：　TimoshenkoIs　Analyt竃cal　Solution

Table　3 Values　of　factor　k茸or　a　rectangular　plate

（a／b＝0．6）with　two　opposi．te　edges　simply

supported　and　the　other　two　edges　fixed　un・

der　uniform　compression　in　one　direction．

（μ二二〇．25）

m k Extrapo1 ated　Values T．A．S．

4 8，396 4．6 6，947

6 7，591 4．8 6，993

8 7，344 6．8 7，026 7．05

10 7，235 6．10 7，035

12 7，178 10．12 7，049

T。A。S．　：　Timoshenkols　Analytica1．　Solution

Table　4 Values　of　factor　k　for　a　square　plate　with

three　edges　simply　supported　and　one　edge

free　under　uniform　compression　in　one　di・

rection．（レ＝0．25）

m k Extrapolated　Values T．A．S．

L554
P，485

P，462

4．6

S．8

U，8．

1，430

P，431

P，432

1，440

T．A．S．　：　TimoshenkoIs　Analytical　Solutlon

Table　5 Values　of　factor　k　for　a　square　plate．　with

two　opposite　edges　simply　supported　and

the．other　two　gdges　fixed　and　free　under

uniform　compression　in　one　direction．

（レ＝0．2与）

m
k．

Extrapolated　Values T．A．S．

1，814

P，746

P，724

4．6

S．8・

U．8

1，692

P，694

P，696

1．70

T。A．S．　：　Timoshenkols　Analytical　Solution

をTable　6～Table　8に示す．なお，表中に示す補外

値は，Richardsonの補外公式によって求めた値である．

また，各表におけるんの値は，次式の数値因子である．．・

　　　　　　　　　　π2D
　　　σcγ＝κ
　　　　　　　　　　62ん

Table6　Values　of　factor　k　for　a　simply　supported

　　　　　　　rectangular　plate　（a／b＝0．6）　under　trian・

　　　　　　　gular　loading．（レ＝0．3）

m k Extrapolated　Values T．A．S．

11．11

P0．32

P0．06

4．6

S．8

U．8

9，691

X，714

X，731

9．7

T．A．S．　：　Timoshenkols　Analytical　Solution

Table　7　Values　of　factor　k　for　a　simply　supported

　　　　　　　rectangular　plate　（a／b＝0．6）　under　pure

　　　　　　　bending．（ッ．＝0．3）

m k Extrapolated　Values T．A．S．

36．64

Q8．60

Q6．48

4．6

S．8

U．8

22．17

Q3．09

Q3．75

24．1

T．A．S．　：　Timoshenkoεs　Analytical　Solutlon

Table　8　Values　of　factor　k　for　a　square　plate　with

　　　　　　　four　simply　supported　edges　undeゴpure

　　　　　　　bending．（レ＝0．3）

m k Extrapolated　Values T．A．S．

42．36

Q9．99

Q8．51

4．6

S．8

U．8

20．09

Q3．89

Q6．61

25．6

T」A．S．　：　TimoshenkoIs　Analytical　Solution

ここに，δ：雪方向の平板の幅　　　　　　　　　’

　　いずれの解析においても，本解析法に基づく座屈の

数値解は，分割数糀の増加とともに一様に収束するこ

とが示されている．また，座屈荷重が大きくなると，

Timoshenkoの解析解に対する本法の解析値の比が若

干大きくなる傾向があるが，8～12分割程度の比較的

粗い分割のもとでも，十分実用性のある解が得られて

いることがわかる．さらに，Richardosonの補外公式

による推定値は，Timoshenkgの解析解に極めて近づ’

くことが示されている．

　　（2）変厚板

　　本解析法による変厚板の数値解の精度を明らかにす

るために，’まず，Fig．7に示すような一方向にのみ板

厚が直線的に変化する変厚板に関して，座屈の解析を

行なった．この変厚板に関しては，Chehill・Dua51お

よびWittrick・Ellen3）によって，4辺単純支持の場合

について解が求め．られている．これらの結果をTable

9に示す．面出において，Chehillらの解でη＝3，5

とは，各々，ベキ級数和を3，5項までとった場合で

ある．同表より本解析法による数値解は，8「分割程度
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to

｝

ho

a

tl　to 1．5to

号ヨ＿」

ka
幽2

a

ho

（k・0。5）

Fig．7　Plate　with　linear　variation　　Fig．8　Composite　rectangu韮ar

　　　　in　thickness．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　plate．

Fig．9　Stiffened　plate．

Table　9　Values　of　factor　k　for　a　simply　supported

　　　　square　plate　with　a　linear　variation　in

　　　　thickness．（レ＝1／3）

tl／七〇 1，125 1．5 2．0

Chehi　11（5）

@　　　　　　　（3）

3，966

R，966

3，687

R，604

3，537

Q，900

Wittrick 3，966 3，638 3，100

　　　　　　　田冒4

`uthor　　6

@　　　　　　　　8

4．429（1．12）

S」63（1．05）

S．076（1．03｝

4．216（1．16）

R．884（1．07）

R．774（1．04）

3．863（1．25）

R．442（1・1、0）

R．277（1．06）

Extra一（4，6）

垂盾撃≠狽・пi4，8）

ualues（6，8）

3．951（1．00）

R．958（1．00）

R．963（1．00）

3。618（0．99）

R．627（1．00）

R．634（1。00｝

3．069（0．99）

R．082（0．99）

R．091（1．00）

Chehi11　　（5）　：　N　＝　No　＋　　εNエ　＋ε2N2　＋　ε3N3　＋ε隔N辱

　　　（3）：N・N。＋εN1＋ε2N、

の粗い分割において，ChehillらやWittrickらの数値

解に比較的一致していることがわかる．また，Rich－

ardsonの外挿法を用いた推定収束値は，さらに，良好

に一致することがわかる．なお，表中の（）の中の

数値は，Wittrickらの数値解に対する本解析法による

近似解の比である．

　断面が急変する場合，粗い分割では精度が悪くなる

ことが考えられる．この点を検討するために，一方向

にのみ階段状に板厚が急変する変厚板に関して座屈解

析を行なった．このrkうな変厚板に関しては，倉田2）

によって，Fig．8に示すような変厚板のいくつかの境

界条件について，解が求められている．ここでは，4

辺単純支持板に一方向の一様圧縮力が作用する場合の

本解析法による解析結果を，倉田の解とともに，Table

10（a），（b）に示す．Table　10（a）および10（b）は，各々，

1次および2次の座屈モードの場合である．同表で，

（）内の記入の数値は，倉田の数値解に対する本解

析法による近似解の比である．これらの諸量は，一様

圧縮力が作用する4辺単純支持なる等厚板の場合の，

Timoshenkoの解析解に対する比よりも大きくなって

いる．しかしながら，Richardsonの補外公式を用い

た結果は，倉田の解に十分一致していると考えられる．

　また，Chehillらによって，　Fig．9に示すように，

Table　10　Values　of　factor　k　for　a　simply　supported

　　　　　square　piate　with　a　stepPed　variation　in

　　　　　thickness　under　uniform　compression　in

　　　　　one　direction．（ソ＝0．3）

a）　First　Mode

m Author Extrapolated　Values

4 7．4289
i1．23）

4．6 5．9344
i0．98）

6 6．5986
i1．09＞

4．8 5．9724
i0．99）

8 6．3365
i1．05）

6．8 5．9995
i0．99）

Kurata 6．0456

b＞　Second　Mode

m Author Extrapolated　Values

4 17．84

iL57）
4．6 1L99

i1．06）

6 14．59
i1．28）

4．8 11．88
i1．05）

8 13．37

iL12）
6．8 11．80

i1．04）

Kurata 1L36

〔＝to　　　　　1。5t。

又ノ

　　／＼

Table　l　l　Values　of　factor　k　for　a　s量mply　supported

　　　　　square　plate　with　centrally　stiffened　por・

　　　　　tion．（レ＝1／3）

ε ，0．5 1．0

m＝4
@　　8

9．577（1．16）

W．283（1．00）

17．684（1．29）

P5．568（1．14）

Extrapolation 7．852（0．95） 14．862（1．08）

Chehi11 8，243 13，697

中央部で板厚が厚くなっている変厚板に対して，4辺

単純支持なる境界条件のもとで，数値解が求められて

いる．それらを，本解析法による近似解とともにTable

11に示す．同表で（）内の記入の数値はChehillの

数値解に対する本解析法による近似解の比である．同

　　　　　　　　　　　　　　し表より，εの値が大きくなると，すなわち，変厚板の

急変部が大きくなると，Chehillの数値解に対する比

が大きくなっていることがわかる．

　以上，一方向から一様な圧縮力が作用する場合の，

oσ方向に板厚が変化する種々の変厚板に関して，座屈
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βh

βh

甲

、

　　　　　ロ

ー一一一ｨ
　　　　　巳

y

X

Tab董e　14

a／b＝1。0

α＝0．9

ﾀ＝1．1
α＝0．8
ﾀ＝1．2

α＝1．0

ﾀ＝1．0

m＝4
@　　6

@　　8

43．03

R5．83

R2．80

45．31

S0．．17

R7．43

42．36

Q9．99

Q8．51

Extrapolatlon
@　　　（6，8）

28．90 33．91 26．61

x＝a／2

αh

αh 　　　　　コ囑一．一一u
Fig．10 Rectangular　plate　with　variab監e　thickness

in　y　direction．

Table　12』Values　of　factor　k　for　a　simply　supported

　　　　　square　plate　with　a　linear　variation　in

　　　　　thickness　in　y　direction　under　uniform

　　　　　compression　in　x　direction．（レ＝0．3）

α＝0．9

ﾀ＝1．1
α＝0．8

ﾀ＝1．2
α＝1．0

ﾀ＝1．0

m＝4
@　　6

@　　8

4，434

S，170

S，084

4，386

S，109

S，018

4，450

S，190

S，105

Extrapolat沁n
@　　（6，8）

3，972 3，902 3，996

解析を行ない，既往の数値解と比較した．

　さらに，Fig．10に示すように，板厚力勉方向にの

み直線的に変化する変厚板に対し，一様圧縮力および

純曲げが作用する場合の座屈解析を行なった．それら

の結果を，Table　12～Table　14に示す．　Table　12よ

り，コσ方向に板厚が変化する場合（Fig．7）よりも大

きくないが，変厚性状が大きくなる程，座屈の数値解

はノ」・さくなっていることがわかる．また，Table　13お・

よびTable　14は，各々，純曲げが作用する場合のμ

＝0．6およびμ＝1．0に対する座屈解析結果である．

これらの表より，純曲げが作用する場合は，一様圧縮

力が作用する場合とは逆に，万博性状が大きくなる程，

座屈数値因子κの値は大きくなっていることがわかる．

in　y　direction　under　pure　bending・

（レ＝0．3）

a／＝

06

▽
α＝0．9

ﾀ＝1．1
α＝0．8
ﾀ＝1．2

α．＝1．0

ﾀ＝1．0

m＝4
@　　6

@　　8

41．06

R2．55

R0．27

44．50

R6．79

R4．36

36．64

Q8．60

Q6．48

Extrapolatlon
@　　　（6，8）

27．35 31．23 23．75

7．結　　語

　変三三形板の座屈の一解析法として，基礎微分方程

式の積分方程式への変換と積分方程式の近似解法の応

用とにより，基礎微分方程式の解析的近似解を求め，

これに基づ「ｭ一般的な解法を提示した．数値解析の結

果から，本解析法による数値解は分割数鵬の増大とと

もに一様に収束すること，また，比較的粗い分割によ

る解析においても実用上十分の精度をもつ解が得られ

ること，そして，Richardsonの外挿法を用いることに

より，さらに精度の良い収束値を推定することができ

ることなどが確認された．

　本解析法によれば，任意の境界条件および荷重条件

をもつ変厚矩形板を，容易に，しかも，一般的に解析

する．ことができる．すなわち，矩形板の縦横の等分割

線の交点における荷重の分布状態や板厚，板剛度の値
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が与えられれば，等厚板の場合と．同様に変厚矩形板を

解析することができる．

　最後に本研究を行なうにあたり，本学築地垣夫教授

にいろいろ助言いただいた．記して謝意を表します．

　［Appendi幻

Aρ1＝γρ1

∠4ρ2＝0

ん3＝7ρ2

ん4＝γρ3

ん5＝0

ん6ニヅρ4＋レγρ5

∠4ρ7＝ゲP6

ん8＝rρ7

Bρ1＝O

Bρ2＝μデρ1

Bρ3＝μ7「ρ3

Bρ4＝O

Bρ5＝μ7ρ2

Bρ6＝μ7●ρ6

B。，＝レμγ。、＋μγ。，

　　十Nκ％1

Bρ8＝Tρ8

　Cρ1／8＝；μ（γρ3十κノ8・γρ7）

　Cρ2／8＝μ7ρ2一トκノ8γρ8

　Cρ3／8＝」ノ9γρ6

　Cρ4！8＝1∫9γρ4

［γ・ρ置］＝［γρ置］一1，β師βガ＝β‘ノ

［7ρ孟］＝

Cρ5！9＝1！8γρ5

Cρ6／9＝一μ7ρ7

Cρ7／9＝一γρ8

Cρ8！8＝0

　β‘‘　　鴫」　　　0　　　　0　　　　0　　　0　ハらβゴ」　0

　0　　　一μθむ　　β‘‘　　　0　　　μ＆ノ　　0　　　0　　0

一μβ‘ゴ　　0　　　協，　　β翻　　　0　　　0　　　0　　0

　0　　　　0　　　　0　　－1‘」β‘」　　0　　β‘‘　ンμ¢・ゴ　0

　0　　　　0　　　　0　　　　0　　－1‘∫β‘∫ンβ‘‘　μ畠」　0

　0　　　　0　　－」‘」β‘∫　　0　　　　0　　μβナ」　β‘‘　　0

一μθ彦，κ‘∫　0　　　0　　　0　　　0　　μθ‘」　0　β‘‘

　0　　一κ‘」β‘」　　0　　　　0　　　　0　　　．0　　β‘5　β1ゴ
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