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自由端に集中面内力を受ける片持ち長方形板の振動,

座屈および動的安定性
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Vibration,bucklinganddynamicstabilityofacantileverrectangularplatesubjectedtoconcentrated

loadatfreeedgeisstudied.ThisproblemissolvedbyusingtheRayleigh-RitzmethodandHamiltonprinci-

pletodrivetimevariables.Naturalfrequenciesandbucklingpropertiesareshownatfirst.Theregionsof

instabilityarediscussedforparametersofaspectratioandstaticload.

1.まえがき

はりに面内曲げ荷重が作用すると,横倒れ座屈が生

じることが知られてる1).はりの長さが短い場合や高
さが高い場合には,平板としての取り扱うが必要であ

るが,これまで平板としての取り扱いはないようであ

る｡また,平板に面内力が作用する場合の座屈特性や

振動特性はかなり解析されているが,周期的変動面内

力が作用する場合の動的安定性について,不十分な点

は認められる｡

そこで,著者らは未解明の自由端に面内集中曲げ荷

重が作用する場合の片持ち長方形板の自由振動,座屈

および動的安定をエネ)i,ギー法に基づく Rayleigh-

Ritz法とHamiltonの原理を用いて解析する｡数値解

析において,長方形板の座屈,振動および動的安定性

に及ぼす縦横比,静的荷重および動的荷重の影響を明

らかにする｡

2.片持ち板の自由端に面内集中荷重Pが作用する場

合の面内力

Fig.1に示すような片持ち長方形板の自由端にy

軸方向に面内集中荷重p-Po+PiCOSE2tが作用する場

合の面内力NxおよびNx,2)は次のように与えられる.

Nx-
12(Po+PiCOSE2t)
b3

N xy--

+

6(Po+PiCOSf2t)
b3

3(P o+ PfCOSE2t)

(y-i)(a-x) (1)

P

Fig.1 Geometryofacantileverplate
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ここに,Po:静的集中荷重,PfCOSE2t:周期的変動集

中荷重,E2:励振円振動数,Pi:変動荷重の振幅,t:

時間

3.ポテンシャルエネルギーおよび解法

(1)座屈および固有振動解析

静的集中荷重 Poのみを受ける場合の長方形板の自

由振動を考える｡ひずみエネルギーⅤ,面内力による

仕事Uおよび運動エネルギーTは次のように与えられ

る3).

V(W)-iD/.b/.a((∇2W)2-2(1-レ)

[謡欝-(慧)2])dxdy (3)

U(W)-i/.b/.a[Nx(慧2+2Nxy(盟(慧)]dxdy (4)

･(W)-号h/.b/.a(慧)2dxdy (5)

ここに,D-Eh3/12(1-リ2) :板剛度,E:ヤング

率,t:時間,レ:ポアソン比,p:板の密度,W :

たわみ,h:板厚,a,ち:辺長｡

この場合の全ポテンシャルエネルギーは次式となる｡

W(W)-V(uJ)+U(u))-T(W)

一般解を次のように仮定する3).

W-∑∑Amnhm(E)hn(7)exp(iwi)
m n

(6)

(7)

ここに, hm:片持ちぼりの固有振動形,

hn:両端自由ぼりの固有振動形,

Amn:未定定数,E-Ⅹ/a,り≡y/b,
W:固有円振動数｡

次に,式(6)に式(7)を代入し,Rayleigh-Ritz法4)を適

用すると

& (V･U-T)-0

(r-1,2,--,N,S-1,2,-･-･,N).

式(8)の偏微分を行うと,次式が得られる｡

∑∑(曳 ms- lv4Fms-)bGms)Ann-0
m-1n-1

ここに,

Em -iTIu-打 紳 rI-計 IArL-A )

+Zi,ZA+2(1-レ),Eテ
β2

F---如 rI-iI

(8)

(9)

Gm -(8IBrL-打 IlrLIL-HBrILn8S)(i )I

右 - 4Jphw2b4/D(振動固有値),β-a/b:縦横比
lb-Pob/D(a-0のときの座屈固有値),

Li,I-n2S,-:固有関数の定積分(AppendixA)

(m,n,r,S-1,2,･･･,N).

式(9)は行列表示すると

([E]一石4[F]-lb[G])(X)-(0) (10)

ここに,

lE]-E(S+(rll)N,n+(m-1)N)-Ems

lF]-F(S+(rll)N,n+(m-1)N)-Fm,ns

[G]-G(S+(r-1)N,n+(m-1)N)-Gmms

(刀 -(AllA12A13･･･A INA21-A2N･･･ANN)T

ここで,右-0とすれば,面内力が作用しない場合の

自由振動の固有値 右 が得られる｡また,慣性項を無

視すれば座屈固有値 )bが得られる｡な串,読(10)を書

き換えると,

(lA]-lv4lF])(X)-0 川

ここに,[A]-[E]-p-o右[G],Plo-po/p c, :無次元

静的荷重,Pc,:座屈荷重

上式より無次元静的集中荷重 p-.を作用する場合の

自由振動の固有値 右 が得られる｡数値計算において

は,式(10)と式的を行列の固有値問題に変換し,固有値

と固有ベクトルを求める｡

(2)動的安定解析

静的荷重 Poと動的荷重 PiCOSE2tともに作用する場

合を考える｡

動的安定解析において,たわみを次のように仮定する｡

W-∑∑Tmn(i)Wmn(x,y) (lg)
m-1n-I

ここに,Tmn(i):未知の時間関数,Wmn(x,y):静

的集中荷重が作用しない場合の長方形板の固有振動形

Wmn-∑abmhb(E)∑aqnhq(7) (13)
?-1 q-1

ここに,hP(i):片持ちぼりの固有振動形,hn(7):両

端自由ぼりの固有振動形,apm,a冒:自由振動解析から

得られるモー ド定数｡

一般座標に関する運動方程式を誘導するために,

Hamiltonの原理を適用する｡

∂Lt12Ldt-aLt12(T-(V-tmdt-0 '14

ここに,∂Tmn(tl)-∂Tmn(t2)-0

式(14)の変分を行い,部分積分してまとめると,E次式

が得られる｡
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m;1nPlkF11Fllckdnfmn･(耕 一ii(p-o･p-icoshI)
B轟 mn]-0

ここに,.k141-Phb4(捕/D:片持ち長方形板の1次固有
値,p-i-Pi/Pc,:無次元変動荷重振幅,由-E2/wll:励
振円振動数,T-wilt:無次元時間,A髭n,BEin,Ckfn
(AppendixB)
求(15)を行列表示すると次式が得られるO
[C](チ)+[A](T)十(Plo

十p-iCOSdT)[B]fT)-(0) (16)

ここに,[C]:C(i+(k- 1)L,n+(ml1)L)-Ckdn

lA]:A(l+(A-i)L,n+ (m 1 1)Ll

lB]:B(l+(A-1)L,n+ (m -1)L)

(T)-(TllT12･･･TILT21･･･TLL)T

式(16)K,[C]の逆行列 [C]~1 を左から掛けると次

式になる｡

[I](チ)+[F](T)

+(plo+p-icosdT)[G](T)-(0) (17)

ここに,[F]-[C]~1[A],[G]-[C二｢ 1[B]

式(1がま連立の Mathieuの方程式である｡数値的検

討によれば,[I]は単位行列,[F]は対角線に固有

振動数比の2乗が並んだ対角行列,[G]は零要素を

多く含む係数励振行列である｡

本研究の集中荷重を受ける長方形板の場合,行列

[G]の要素のうち,半分は0である｡時間関数 (T)

の順番を並び換えることにより,行列 [G]要素を零

要素群と非零要素群にまとめられる｡また,並び替え

た後の時間関数fT)と係数励振行列 [G]との要素を

8自由度まで採用した場合には次のように表される｡

(T)-(TllT21T13T23T12T22T14T32) T (18)

[G]-

0 0 0 0 g1211g2211g1411g3211

0 0 0 0 g1221g2221g1421g3221

0 0 0 0 g1213g2213g1413g3213

0 0 0 0 g1223g2223g1423g3223

g1112g2112g1312g2312 0 0 0 0

g1122g2122g1322g2322 0 0 0 0

g1114g2114g1314g2314 0 0 0 0

g1132g2132g1322g2332 0 0 0 0

(i9)
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上式において,時間関数 Tu.のサフィックスiは x

方向の振動形の次数を意味し,片持ちはりの振動次数

に対応するoサフィックス.‖まy方向の振動形の次数

を意味し,j-1は両端自由はりの並進剛体モー ド,

j-2は回転の剛体モー ドに対応し,j≧3･は両端自由

はりの曲げ振動の .仁 2次の振動次数に対応する｡し

たがって,y方向の振動次数が偶数,奇数となるよう

な結合共振が発生する｡なお,係数励振行列 [G]の

主対角要素は単純共振の不安定領域を表し,非対角要

素は結合共振の不安定領域を表す3㌔今,主対角係数
が0になるので,単純共振の不安定領域があまり発生

しないことが予想できる｡

また,並び替えた式(lカの一般解を,次のようにフ-

リエ級数を便って仮定する5).

(T)-e}T〈Ibo･kPl(akSinkdT･bkCOSkdT))eo)
ここに,):未定定数,bo,ak,bh:未知のベクトル｡

式eo)を式(17)に代入し,調和バランス法を適用して,

2倍サイズの固有値問題に変換し,系の安定の判別を

行う｡

[M2]-[10[去｡]_lM2T l[Ml]](XY)-i(XY) el,

ここに,(Yl-lfX),(X)-(boblb2･･･ala2-)T

[〟 o],[〟 ▲1],[〃 2]:係数行列

式eo)は,非対称行列の固有値問題の基礎式である｡

すなわち,与えられた加振振動数 由 と変動面内力の

振幅p-tの組み合わせに対して得られた固有値 )の値
がすべて負ならば,一般解の exp(lT)が時間ととも

に収束するため安定,逆に一つでも正ならば発散して

しまうため不安定であるという条件から安定性が評価

される5).

4.座屈特性

(1)座屈固有値の収束性

片持ち板の座屈固有値の収束状況を縦横比 β-1,

すなわち正方形の場合について調べるとFig.2の結果

となる｡Fig.2で,縦軸には座屈固有値 右 を取り,

横軸には試行関数の項数Nを取っている｡項数の増加

に伴って固有値は収束し,固有値はN-10項で収束し

たと見なせる｡これより,数値解析では10項近似を採

用する｡

(2)座屈固有値の精度

解析の精度を直接比較する資料がないので,文献1)

のはりの横倒れ座屈の解析結果と比較すると Fig.3

に示す結果となる｡このとき,はりの厚さhと幅bと
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Fig.3 Bucklingeigen-valueofplateandbeam

Fig.4 Bucklingmodeofcantileverplate(β-1.0)

の比が1/10にする｡縦軸には対数表示で座屈固有値

右 を取り,横軸には縦横比βを取っている｡縦横比

が5を越えると板とはりとの結果がはば一致する｡つ

まり,βは5より大きい場合には板ははりとして取り

扱える｡

(3)座屈モード

Fig.4には正方形板の座屈モー ドを示す｡たわみと

ねじれを伴った波形で座屈していることがわかる｡は

りの横倒れ座屈モードと異なって,平板では断面の曲

げ変形が含まれている｡

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

β

Fig.5 Bucklingelgen-Value

(4) 面内せん断力の固有値への影響

Fig.5は面内せん断力を無視する場合と無視しない

場合の座屈固有値の比較曲線である｡ここで,縦軸に

は対数表示で座屈固有値Ibを取り,横軸には縦横比β
を取っている｡縦横比βは小さいとき,両曲線には差

がある｡つまり,面内せん断力の固有値への影響は縦

横比βが小さい場合に無視できない｡

5.振動特性

Table1 Naturalfrequenciesofcantilever

plate(β-1)

ModeNo. Presentshdy Reference6)

1st 3.484 ~3.494

2nd 8.521 8.547

4th 27.28 27.46

5th 31.07 31.17

(1) 固有振動数の精度

同じような正方形板に集中荷重が作用しない場合の

固有振動数の精度について調べると本研究で得られた

無次元固有振動数 Iv2と文献6)の固有振動数 IV2との

比較を行った結果がTablelである｡なお,文献6)の

数値結果は Rayleigh-Ritz法で計算された近似固有振

動数であり,本法で比較に用いる値は固有振動数が収

束したと見なされる項数 Ⅳ-10との結果である｡両

者はほぼ一致していることがわかる｡

(2) 固有振動数に及ぼす静的荷重の影響

Fig.6は静的面内集中荷重が作用する場合の1次か

ら5次までの振動固有値曲線である｡縦軸には無次元
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Fig.6 Naturalfrequencyvsstaticforce

固有振動数 lv2を取り,横軸には無次元された静的面

内集中荷重 Ploを取っている｡5次固有振動数は静的

荷重の増加によって大きくなるが,1次から4次の固

有振動数が小さくなる｡次数が低いほど,静的荷重が

大きくなるにつれて,固有振動数は著しく減少する｡

なお,静的荷重が座屈荷重 (p-0-1)の大きさのとき

に1次固有振動数が0となる｡

6.動的不安定領域

Fig.7,8,9および10は各種の長方形板の縦横比βお

よび無次元静的集中荷重Ploの組み合わせのもとに得

られた動的不安定領域を示す図である｡これらの図の

縦軸は無次元動的集中荷重の振幅p-tを示し,横軸は

1次の固有振動数で無次元化した励振振動数由を示

す｡左下がり斜線が単純共振の不安定領域を表し,右

下がり斜線が結合共振の不安定額域を表すものであ

る.さらに,w l)･はx方向に片持ちぼりの i次の振動

形,y方向に両端自由ぼりのj次の振動形に対応した

モードをもつ振動の単純共振の副不安定領域を示す｡

叫,.+wmnは2つのモー ドをもつ振動が発生する結合
共振の主不安定領域を示す｡本研究では1次振動の20

倍までの励振振動数の範囲の不安定領域を議論の対象

とし,不安定領域の励振振動数幅が p-i-0.5において

0.1以下の不安定振動は省略する｡

(1) 単純共振と結合共振との不安定領域の考察

Fig･7には単純共振の副不安定領域 wl)･と結合共振

の主不安定領域aJl)A+a･mnが得られている.不安定領

域の幅は結合共振が単純共振よりも広い｡これは面内

集中荷重を受ける場合正方形板の座屈モードが自由端

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 _ 20
(a

Fig.7 Unstableregions:p-1andp-0-0.0

初 句+喝 喝一喝

0.5

月

0.4
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3ah2喝/3.ah+喝喝1喝 喝+a･物事itq喝神 職 Tiq可元祖3-T

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 2)
由

Fig.8 Unstableregions:P-1andPl0-0.50.5

17
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0.2

0.1

0

(針 庵/2痔 .ah ah.ah ah
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由

Fig.9 Unstableregions:P-3andp-0-0.0
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方向に振動の対称モードと逆対称モードの合成されて

表されるためである｡係数励振行列 [G]より明らか

なように,集中荷重を受ける場合は達成項を通じて直

接項が励振されるため,単純共振の幅は狭い｡したが

づて,集中荷重を受ける場合の平板の動的不安定額域

は結合共振が支配的である｡

(2) パラメータの影響

Fig.8には,静的荷重 p-0-0.5を作用させた場合

の不安定領域を示す｡静的荷重は一般に正方形板の剛

性を小さくするので,固有振動数が減少し,不安定境

域の幅を広くする効果を持つ｡また,不安定領域の種

類も多くなるo

次に,不安定領域に及ぼす縦横比βの影響を調べ

る｡Fig.7,8および10において,縦横比が大きくなる

につれて,不安定領域の種類が少なくなる｡これは1

次振動数に比較して,他の固有振動数が高くなるので,

表れる振動数が少なくなるためである｡β-10のはり

に近い場合には,先端に周期的変動荷重を受けるはり

の動的不安定領域に対応し,曲げとねじりのモy-ドを

もつ α11+α12が広い不安定領域となっている｡

7.ま と め

本研究では片持ち長方形板の自由端に沿って集中荷

重が作用する場合を対象に,座屈,振動および動的安

定性の解析を行い,それらの特性を明らかにしたもの

である｡

本解析によって明らかになったことを要約すると

(1) 自由辺に平行に集中荷重が作用する場合の座屈

固有値は縦横比の増加とともに単調に減少する｡縦横

比が大きくなると,はりの横倒れ座屈固有値に一致す

る｡

(2) 長方形板はたわみとねじれを伴った座屈波形で

座屈する｡この結果ははりの横倒れ座屈モードと異な

って,平板では断面の曲げ変形が含まれている｡

(3) 自由端に集中荷重が作用すると長方形板には面

内垂直荷重と面内せん断力が作用する｡せん断力の影

響は縦横比が小さい場合には無視できない｡したがっ

て,平板を取り扱う場合,せん断力は無視することが

できない｡

(4) 静的集中荷重が作用しない場合の,自由振動の

固有振動数とこれまでの研究成果とは,ほぼ一致する｡

(5)静的集中荷重は長方形板の固有振動数に影響を

及ぼす｡1次固有振動数は座屈荷重の大きさの時に0

となる｡

(6)動的不安定領域の種類は単純共振と結合共振が

あるが,単純共振の動的不安定領域の幅は結合共振の

a ,21 元 ＼ o ll.a,.2

0 5 10 15 23

d

Fig.10 Unstableregions:p-10andPlo-0.0

暗によりも狭い｡

(7)動的集中荷重の増大に伴って動的不安定領域の

幅は広くなる｡また,静的集中荷重が存在すれば,動

的不安定領域の幅を広くなり,その種類も多くなる｡

(8)縦横比が大きくなると,動的不安定領域の種類

は減少し,その幅も変化する｡縦横比が大きい場合の

動的不安定領域は,はりの動的不安定領域を示す｡

以上の結果より,自由端に平行に集中荷重が作用し

た場合の座屈,振動および動的安定特性を明らかにす

ることができた｡

なお,本研究を行うにあたり,本学大学院生の大田

晶-君に多大な援助を得た｡ここに,感謝の意を表す｡

そして,数値計算には本学の総合情報処理センターの

FACOM VP-1200モデル10を使用したことを付記す

る｡
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AppendixA はりの固有関数の定積分

Iir-/.1h-hPE, IInls-/olhnksdT,

IBr-/.1h2mh2戒, I-A-/01克2nhsdT ,

Iay-/.lh-h2rdE, IJn3S-/olhnh2sdヮ,

LAr-I.lh2mhPE, ILL-/.lhlnhlsd7,

･By-/o'hl-hlPE, I-n5S-/.1 h 2nh2sd7,

IBr-/.1(I-E)hlmhlPE,
I-拒I.I(り-i)hnhd7,
･lr-/.1hm h lrd t I-n7S-/.1(4(7-i)2-1lhlnhsdT,
･By-/olhlmhPE,I雛 J.1(4(り-i)2- )knhlsdかo
hlm-jmat-SinlmaE-sinh)mag

+αm(cos}maE-cosh}maE)),

h2m-(lma)2(-cosスmaE-coshlmae

+αm(-sinlmaE-sinhlmaE)),

sinlma-sinhlma
coslma+cosh}ma'

c oshpnb-cosFLnb
sinhFLnb-sinFLnb

n-1の場合

h2n-0,

n-2の場合

hln--2√訂,
h2n-0,

n≧3の場合

h1n-FEnb(sinhFLnbヮーSinFLnbヮ

ーβn(coshFLnbヮ+cosfLnbヮ)),

A2n-(pnb)2tcoshFLnbで-COSFLnbで

-βn(sinhFL刀砺 -Sinpnb7)‡O

AppendixB 定積分A髭n,BBin,C%ln

Akin-/.1/01位取 n,∈ewhl･EE･W-A,mWhl･m･苗
(Wmn,EEWkl,m+Wmn,mWkl,EE)

2(1-リ),73
Wmn,EでWkl.Eqβ2

B髭n- ･T-刀′
/ーLOO
[1

.

⊥
/
I
-
仰

3
一2

dEdT,

( 1 - E )W mn,EWke,E

251

I (4 (r i)2-1)

(w m形,EW kl,り+Wmn,?Wkl,I)]d拘,

chln-/01/.1wmnwkldEdT,
Wuv-∑aumhm∑a%hn,
m=1 n-1

Wuv,EV- ∑a‰hlm∑avnhln,
m-I n--I

Wuv,EE- ∑a‰h2m∑a完hn,
m-1 n-I /

Wwv,m-∑a%hm∑a芸h2n,
桝-1 n-1

Wuv,E-∑a‰hlm∑avnhn,m-1 n-1

Wuv,ワニ∑嶋hm∑α完hln〝‡-1 I‡-1

ここに,α荒,α完:モード定数,

hm,him,h2m,hn,hln,h2n

(m,n,k,1,u,Ⅴ-1,2,-,N).

(AppendixA を参照)


