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常時微動によるARモデルを用いた

高精度振動特性推定法
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withARModelfわrAmbientⅥbration

by
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andYbshitakaNAKAMIYA**

TorecognlZethelevelofstructuraldeterioration,highaccuratestructuralidentiflCationisindispensable.Itisconsid-

eredthatfrequencyofvibrationwouldbedecreasedwhenstructuredeterioratedwithrustorclack.Thispapersub-

scribeshighaccuratestructuralidentificationalgorithm,whichcancomputethevibrationcharacteristicbyambientvi-

brationsofthestructure.ThismethodisbasedonARmodel.

1.はじめに

高度経済成長期に建設された多 くの構造物は,設計

耐用年数の末期に近づき,劣化診断や補修といった維

持管理体制の強化が図られている.また近年のコン

ピュータや通信技術の急速な進歩により,構造物ヘル

スモニタリングの遠隔化 ･自動化が可能となりつつあ

る.

一般に構造物が老朽化あるいは損傷すると,部材の

欠落,亀裂の発生,錆による部材欠損当により構造物

の剛性は低下 し,それに伴い振動数の低下につながる.

中村ら1)は,実際に被災した構造物を,常時微動観測

した結果,実際に剛性が低下することを確認している.

地震や経年変化に伴う構造物の劣化 ･損傷評価に関

する研究,特に損傷同定アルゴリズムに関する研究は

多 くなされている.Masriら2)はニューラルネットワー

クによる損傷評価を提案 してお り,その他,XUら3)

による研究が行われている.吉田ら4)はモンテカルロ

フィルタを用いた損傷同定手法について,星谷ら5)は

カルマンフィルタを用いた損傷同定方法について研究

を行ってきた.ARMAモデルを用いた構造物特性の

同定手法については,丸山ら6)の研究があるが,高次

の固有振動数を推定することは難 しいとされている.

極めて微細な振動特性を検出することは,振動特性

の変化による構造物の老朽化あるいは損傷評価の実現

を可能にするものである.本研究では,常時微動から

構造物の微細な振動特性を高精度に推定する,高精度

構造同定アルゴリズムを開発することを目的とし,AR

モデルに基づ く振動特性推定法を提案するものである.

2.運動方程式のARMAモデルへの変換

(1) 運動方程式の離散系表示

m 自由度系の運動方程式は,

My(i)+Cy(t)+Ky(i)-f(i) (1)

で与えられる.ここに,y(i),f(i)はm 次元の変位

ベクトルと外力ベクトルである.また,M,Kおよび

Cは,それぞれ(mxm)の質量行列,剛性行列および

減衰行列である.減衰を比例減衰系

C-αM+βK (2)

と仮定する.非減衰系の振動モー ド行列◎(∽×∽)に

より,M,K,Cは次のように対角化できる.
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ここに,W/I,h/Cは,それぞれk次の固有円振動数

および減衰定数である.

振動モー ド行列◎と基準座標行列q(i)により運動方

程式は次のように表される.

ti+Hq+Oq-0'/f(t),y(i)-Oq(i) 刷

ここにq(t=まm次元ベクトルである.

状態変数を

･ 二二

で完義すると,基準座標で表された運動方程式は状態

方程式

史(i)-Ax(i)+Bf(i)

y(i)-Cx(t)

で表される.ここに,

A-[竺nlH],B C-[0 0] (7)

である.なお,以後,式の簡略化のために変数の次数

を2m-nと表す.x(t‖まn次元のベクトル,A,B,C

はそれぞれ,(nxn日子列,(nxm)行列および(mx71)

行列である.

連続系の運動方程式をhで離散化すると,離散化

された運動方程式は,

xk.i-Axk+Bfk (8-D

yh-Cx/Z (8-2)

となる.ここにxk,fkお よびはyk,それぞれt-tkの

ときのx(t),f(i),y(i)の値を表 している.ここで,

A,BおよびCは,

Å-eAjt,良-A-1(eAh-i)B,t -C (9)

である.

(21 状態方程式のARMAモデル-の変換5'7)

ここで,(8)式の状態方程式において,1入力 1出力

の系を考える.すなわち,外力ベク トルfIeの代わりに

I;L･を考え,出力ベク トルykの代わりにykを考えるもの

とする.

町観測行列は次式で構成される.

Q-
C

eA

tA7卜.

ran,k[Q]-nのとき,(S式の系は可観測となる.

(10)

-AQ

0 1

0 0 1

a;1 -ail-1

･1ト

となり,このQによりxkを変換する.

xk-Qxk (12)

ここでQを(8-1)式の左辺より乗 じると,次式を得る.

要k･1-A衰h+Bfk (13-1)

y(i)-百恵k(i) (13-2)

ここに,

瓦-QAQ-1,面-QB,C-CQ-I (14)

である.さらに,

A -

0 1 0
1

- aJZ -al1-1 1 al

C-[1 0 0] (15)

である.

(13)式 よりARMAモデルを誘導する.(13-1)式 を
要素毎に書 くと次式となる.

x-i(k+1)-x-2(k)+6+lf(k)

xT〃(k+1)ニーa"xll(k)-a"-】xLL,(kト ーa.xT〃(k)+百イ(k)

(16)

それぞれをxTl(A)で表すと,次のようになる.

xT2(k-1)-x-.(k)-611f(k-1)

xT:i(kll)-x-2(A)-6才(k-1)

-君1(k+l)一首lf(k)一首j(k-1)

xT4(k-1)-xT‥う(k)-訂,,(k-1)

- x-1(k+2上古Lf(k+1ト612f(kト百･f(k-1)

･.･--I

S-I
･(17)

さらに, xTl(k)～ il(k)をy(k)で表す.

x-1(k)-y(k)

xT2(k)-y(k+1上古1f(k)

xT,(k)-y(k+2ト611f(A+1上古2f(k) (18)

帆-‖
君"(A)-y(k+a+1ト E訂lf(k+(n-1-S))s-1
(lt;)式をベクトルで表示する.
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(19)式を個式の最後の式に代入 して整理すると,

ARMAモデルが得られる.

n-1 n-1
y(k)--E a sy(k-S)+E bsf(k-S) C20)S-1 S-1

3.ARモデルのパラメータ推定と振動特性の決定

(1)ARモデルによる振動特性推定8)9)

ARMAモデルは次数-のARモデルと等価である

と考えることができる.そこで,比較的次数の大きな

ARモデルでARMAモデルを近似する.

y(k)+Aasy(k-S)-e(k) (21)s-1

時系列y(k)(k-0-N)より,パラメータal～a♪を,

y(k)より過去のデータy(kl1)～y(k-p)より推定する.

ŷ(k)--Adsy(k-S) を2)∫-1
y(k)との推定誤差を

e(k)-y(kトŷ(k) Q3)

として,推定誤差の二乗平均値を最小にするようにパ

ラメータal～a少を決める.

f Ele(t2)]-0
ここに,E[e(t2)]は数学的平均を表している.

Ra-r

のYule-Walker方程式が得られる.

a-[alH･aP]T

R-

Ro .･･Rpll

RI Ro RP-2

r--[三巨 匂

ここに,Rs-Ely(k)y(k+S)],Rs-R-S
また,最適な誤差の2乗平均値は

♪
de2-Ro+∑asRsJ-1
となる.

628)

時間遅れ演算子をZ~1とすると,(21)式の伝達関数は

y(k)- e(k)
E.〈～_了 ､一一′ cz9)1+EaszLS YJLy
s-1

で表すことができる10)ll).ARモデルの特性方程式は

Z♪-a129-1-a2ZP~1--a9-0 (30)

となる.この特性方程式の根が,構造系の固有値に対

応する.(30)式は,

♪/2
Il()-Al)()-);)- 0
∫-1

(31)

となる.ここに,)声まAlの複素共役である.固有値を
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Al-Aie-iAIlm (32)
とすると､固有値とモーダルパラメータとの関係は,

hla'L-(I1/n)InJAR2e+).2m,

wlJi二軒 -(1/n)tan-1(AIM/ARe) (33)

となり,固有円振動数と減衰定数を推定することがで

きる.

4.構造同定モデルの基本概念

(1) FPEによるモデル次数の決定12)13)14)

時間的に相関のある,すなわち周波数特性を有する

不規則外力を入力とする構造系の応答では,Cz6)式のパ

ラメータfal･.･ap)の中に,構造系を記述するものと,

外力系を記述するものが含まれている.この際,AR

モデルを観測データにbt)最も良く適合させるために

必要なモデル次数〃を決定する必要がある.

従来の同定理論では,最適モデル次数を最終誤差規

戟 (FPE)により決定していた.最終誤差規範は,吹

のような考え方に基づいている.ARモデルをベクト

ル表示すると,

yl(k)-aTyL+El (34)

yl-[yL(k-1)-･yl(k-P)]T (35)

①得られた特定のデータに対して,最適なモデルを

構成する.観測データtyl(k))が与えられた場合,最
適なモデルパラメータaを推定する.

②モデル化されたデータと異なるデータに対しても,

モデルの適合性を高める.異なる観測データIy2(k))

に対しても,モデルパラメータaが最適であるように

する.

(王)②を満足する指標として提案されたものが,

FPE(症(ト告)(1十%)Oe2 (36,
である.

すなわち,特定の観測データfyl(k))に対 して,高

いモデル次数pのモデルを適合させると,標本デー

タについては高い適合度のモデルが得られる.しかし,

異なるデータ(y2(k))が与えられた場合,逆に適合度

は悪くなる.どのようなデータ (見本過程)について

ち,適合したパラメトリックモデルを構成することが,

従来の同定理論の目的であるので,特定のデータ (見

本過程)に対応するモデルは好ましくない.FPEは,

この2点の指標のバランスを考えた規範である.

(2)構造系と外乱系の分離モデル

本論文では,次の規範を提案する.モデル次数p

を大きくとった場合,モデルパラメータは構造系を表

現するパラメータのみならず,外力系を表現するパラ

メータも含むことになる.与えられた標本過程に対し



132 岡林 隆敏 ･奥松 俊博 ･中宮 義貴

て,推定された構造系のパラメータは確定値であるの

で変動はない.しかし,外力系を表現するパラメータ

は標本過程に依存しているので,標本過程に変動する.

従って,推定パラメータの中で,変動するパラメータ

を排除した残りのパラメータが,構造系のパラメータ

であると考えられる.

常時微動が与えられた場合,この標本過程yl(k)

(k-0-N-1)をARモデルでモデル化すれば,AR

モデルのパラメータの中には,構造系のパラメータと

外力系のパラメータが含まれている,構造系のパラ

メータは,構造物固有のパラメータ (振動数,減衰定

数)であるので変動がない,しかし,外力系のパラメー

タは,標本過程毎に適合されるために,標本関数ごと

に異なる.このことをまとめると,図-1のように図

示することができる.

このことを概念的に表現すると,図-2のようになる.

5.数億シミュレーションによる検証

(1) 1自由度系

1)1自由度系の方程式

運動方程式は次式で表せる.

q+2hla)14+a712q-n(i)

ここに,aJlとhlLま固有振動数と減衰定数である.

状態変数を

x(雄 三]

(3?

(38)

とすると,運動方程式は状態空間表示されて,(6)式に

なる.

外力モデル02-
外カモデJLA2S

標本ごとに変動 変動が少ない
0,-lolJ02,]T

図-1 構造系と外乱系の分離モデルの考え方

常 時 微 動 (yl(k))I-･(ys(k))

構造･外力系のモデ ル 化

模本iyJk)に対して
変動が少ない標本〈yβ に対して変動がする
図-2 構造系と外乱系の分離モデルの概念図

この式にお いて,A,B,Cは ,それぞれ 次式 となる .

A-LOw8 -2hl.wo],B- [冒],C-[1 0, (39,

2)外乱としての白色雑音

本論文で取り扱う白色雑音は,平均値0,分散♂2の

正規確率過程である.パワースペクトル密度関数

S(a))が,S(a,)-S｡と簡単に表現できることから,物

理現象を白色雑音過程に近似して解析することが多い.

1自由度系の諸元を表-1,モデルを図-3に,白色

雑音波形を図-4に,変位応答波形を図-5に示す.

また,変位応答の自己相関を図-6に示す.

表-1 1自由度系諸元
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図-3 1自由度系モデル
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図-4 白色雑音波形

.0201 ,i垂LiilZ I .I .j ll

0 5 10 T記 号sec) a) 25 33
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図-6 自己相関関数
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(2) 5自由度系

図-7a)の5層ラーメン構造について考える.こ

れを図-7b)のような5自由度系にモデル化する.

構造物模形諸元を表-2に示した.秦-3に固有振動

数を示した.この値については,実験からも検証した.

減衰定数は,全ての次数について0.02である.運動方

程式は(4)式より構成することができる.互いに独立な

白色雑音外力を各節点に作用させる場合の,最下層の

変位応答に着目する.図-8はr-30sec加振 した後

の定常状態に達した変位応答である.図-9は,この

自己相関関数である.
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p

,5
,CTdsq
G

?

a)構造物模型 b)モデル化

図-7 5自由度系
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図-8 変位応答波形 (最下層)
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図-9 自己相関関数

秦-2 模型の諸元

材 質 アルミニウム

単位体積重量(N/md) 2.8×10ー6
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表-3 固有振動数

6.ARモデル固有値の変動

(1) 1自由度系に対するARモデルの固有値の変動

ARモデルの次数はあらかじめ決定することができ

る.そこで,ARモデルのモデル次数によって,固有

値がどのように変動するかを調べる.そこで,まず,

応答のパワースペクトル密度を調べた.図-10は,FFT

法とMEM (n-2)について表示したものである.
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図-10FFrとMEMパワースペクトル密度

両者は,図で見る限りでは良い一致を示している.

1自由度系の場合では,a-2程度でもスペクトルの

形状は妥当な形をしていることが分かる.次にモデル

次数を,n-2,n-8およびn-24に変化させた場合

の,固有値の分布を図-11に示した.固有値は,標本

関数 (〟-10)について計算し,それを複素平面上に
プロットしたものである.
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図-11 固有値の分布
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n-2の場合,固有値は2個であ り,変動は してい

ない.n-8およびn-24の場合では,構造系のパ ラ

メ-夕すなわち図-lla)の配置以外の固有値が変動

していることがわかる.この変動の原因は,標本関数

の中に含まれる微細な雑音にARモデルが曲線適合 し

た結果,標本関数毎に推定結果が変動 しているものと

考えられる.

この構造系の固有値のみを推定するために,図-12

に示 した範囲を設定する.構造系が安定であるために,

複素平面の半径は1以内である.上限の振動数と上限

の減衰定数を設定することにより,

r,- e-h,aJr/1,Oc-膏二蔽 a'ch

半径の下限と偏角の上限が決められる.

(40)

図-12 特性根の範囲制限

1自由度系について,a,C-5.0,hc-0.1とした場合,

ARモデル次数n-24に対 して,回数(N-50)について,

固有値を抽出して,振動数を求めたものが,図-13で

ある.良好な推定値が求められていることがわかる.
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Time

図-13 1自由度推定振動数軌跡

(2) 5自由度系に対する固有値の変動

ARモデル次数〃-50と〃-80について,MEM法 と

FFT法による変位応答のパワースペクトル密度を示 し

たものが図-14である.モデル次数を大 きくすると,

高次の振動すなわち,4次振動 と5次振動において,

MEM法のピークが鋭 くなっていることがわかる.AR

モデルで高次振動のスペクトルを表現するためには,

高いモデル次数を用いる必要がある.

モデル次数の変化による固有値の変動を図-15に示

した.いずれの図においても,構造系の固有値 と外乱

の固有値が明確に分離されていることがわかる.さら

に,モデル次数〝-50と〃-80の場合を比較すると,

モデル次数を大 きくすると,変動が少なくなっている

ことがわかる.図の中の円と直線は,〟-50の とき,

a)C-10.0,hc-0.1,n-80の と きa,C-9.0,hc-0.05

の場合である.

このように抽出した固有値が求めた振動数を図-16

に示 した.〟-50回について示 したものである. 1次

から5次振動まで全て求められていることがわかる.

各振動数についてみると,低次振動より高次振動がば

らつきが大 きくなっていることがわかる.また,モデ

ル次数を〃-50から〝-80-増加 させると,推定の変

動が少なくなっていることがわかる.特に,5次振動

のような高次振動において顕著に表れている.
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図-16 5自由度推定振動数軌跡
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7.推定振動数の精度の検証

(1) 1自由度系の場合

推定した振動数の検証について検討した.1自由度

系の推定振動数のばらつきを正規分布にして示したも

のが図-17である.データ数は〃-50である.モデ

ル次数をn-2,8,24と増加させると,変動は余り

大きく変化していないが,平均値が移動している.秦

-4は,推定値の精度を示したものである.モデル次

数を大きくすると精度が良くなっていることがわかる.
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図-17 推定値Gauss分布

秦-4 推定振動数の精度

1自由度 理論値 推定値 推定値誤差 標準偏差 変動係数
(Hz) (Hz) (%) (Hz) (%)

次数n-2 3.00 3.014 0.47 0.026 0.86

次数n-8 3.00 3.004 0.13 0.020 0.67

(2) 5自由度系の場合

5次振動までの推定精度を正規分布で示した.図-

18は,モデル次数〝-50の場合と〝-80の場合につい

て,1次～5次までの推定値の平均値と変動について

示したものである.また,秦-5は,それらを表に表

したものである.モデル次数n-50からn-80まで増

加させると,推定精度は高くなっていることがわかる.

I.1 1.2 1.3 1.4
Frequency(Hz)

b)〟-80
図-18 推定値Gauss分布
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衣-5 推定値の精度

岡林 隆敏 ･奥松 俊博 ･中宮 義貴

次数 理論値(Hz) 推定値 標準偏差 変動係数
(Hz) (Hz) (%)

n-50∩-80n-50n-80n-50n-80

1次 1.22 1.2161.2180.0160.016 1.27 1.29

2次 3.56 3.5463.5610.0210,029 0.59 0.81

3次 5.62 5.5845.6260.0310.035 0.55 0.62

4次 7.217.2917.2010.0620.038 0.86 0.54

5次 8.23 8.5498.2980.1220.064 1.43 0.77

これらの結果,本論文で提案した手法は,多自由度

系の振動数を高い精度で推定することが可能であるこ

とが確認できた.また,本手法の重要な点は,自動的

に振動数を計測することが可能である点である.この

手法は,振動計測の様々な分野で応用が可能である.

8.まとめ

構造物の損傷を振動数の変化から検出するためには,

超高精度な構造物の振動を検出し,その変化を調べる

必要がある.また,検査の経費を考えると,個別に振

動試験をすることなく,構造物の特性の変化を検出す

る必要がある.道路橋を考えた場合,通行する車両,

橋梁に作用する風の変動,また周辺地盤の振動の伝播

により常時微小な振動をしている.この常時微動によ

り振動特性を検出することが必要になる.

本研究では,推持管理に必要な手法を実現 した.第

1は,多自由度系構造物の振動数を高精度に検出する

方法である.本論文では,数値シミュレーションによ

り,本手法の有効性を確認した.第2は,振動数の自

動検出法である.従来の振動計測では,振動数を検出

するために,測定者の操作が必要であった.本論文で

は,本手法により,自動的に振動数を検出できること

を確認 した.

このような手法の開発により,構造物の振動数を高

精度に自動計測可能なシステムの構成が可能になった.

構造物の振動数の自動計測により,橋梁振動の長期的

計測,斜張橋の張力管理など,様々な分野への応用が

可能である.

本研究は,｢平成13年度 ･平成14年度科学研究費補

助金 【基盤研究 (B)】｣を受けて行ったものである.
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