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Nash〔3〕は，二人のPlayerが交渉を行うことによってお互いに達成で

きる効用の集合の中から，どの点を交渉解として選ぶべきかを検討した。彼

はこの解を決定するための条件として，6つの仮定を設け，これらの仮定の

もとで両者の効用の積を最大にするような解が一意に存在することを示し

た。

しかし，これらの仮定の中で，特に，aSSumPtion ofirrelevant alterna－

tives（関係ない結果からの独立性の仮定）によって，二つの集合における

それぞれの解を比較した場合，2人のPlayerのうち少なくとも1人が同意

し難い結果が生じることが，KalaiandSmorodinsky〔1〕によって示さ

れた。そこで彼らは，この仮定に替えてassumptionof monotonicity（単

調性の仮定）を導入し，この仮定のもとで，Nashの解と異なる一意的な解

が存在することを示したのである。

ところが，KalaiandSmorodinskyは，解決定にあたって最も大きな要

因となる威嚇点（threat point）について不自然な仮定をおいている。とい

うのは，彼らは，威嚇点は効用の集合が異なっても同じ点としているが，威

嚇点は，一般に，集合が同じでないかぎり異なっていると考えられるからで

ある。

われわれは，本稿で，集合と威嚇点の関係を公理のかたちで導入し，この

公理のもとにで一意的な解が存在することを示すとともに，この交渉解の決

定が，接占へ応用されうる例を考えてみたい。

I Nash解とKalaiand Smorodinsky解

われわれは，2人のplayerの交渉問題を次のように定式化しよう。ま



50 経営と経済

ず， SIを2人の player到達可能な集合とし， R2の部分集合で，compact， 

convexとする。この SIのある点を交渉によって選択するj乙は， まず交渉

にあたる 2人の playerの立場を表わす点を指定しなければならないが，乙

の点を SIの内点 a1で表わし，討を威嚇点 (threatpoint)と呼ぶ乙とに

しよう。威嚇点は，一般に， player 1および2が互いに威嚇することによ

って，威嚇される人に比べて，威嚇する人の立場が改善される点ということ

ができる o このように，集合 SIと威嚇点a1E SIが与えられたとき，組

(a1， SI)を bargainingpairと呼ぶ。 Bargainingpairの集合を Uで表

わし， Uから R2への写像を fで表わす。

Nashは， f (a1， SI) = (u， v)ES1が次の5つの仮定 Nl"" N5をみた

すとき，この写像を bargainingsolution (交渉解)と呼んだ。

N1. (u， v)ミ (a¥，a12) (personal rationality) 

N2. (u， v)ミ (a¥，a12) となる (u，v) E SIが少なくとも一つ

存在する O

N3. すべての (u，v) E SIに対して y二三 f(a1， SI)となる y

E SIは存在しない。 (Paretooptimality) 

N4. TがSIからの一次変換

u'=αlU+β1 
(α1>0，α2> 0) 

v'=α2V+βz 

によって得られたものとする o 乙のとき f(a 1， S 1) = (u， v)ならば，

f(αla¥十β1，α2a¥+β2，T) = (αlU 十βl'α2V +β2) 

(invariance with respect to uti1ity transformation) 

N5. すべての (u，v) E SIについて，

(u， v) E SI ←ーー→ (v， u) E SI 

であり，しかも a¥=aI2，f(a1， SI)=(百， v)ならば

u = v (symmetry) 

Nashは上の 5つの仮定に加えて，次の仮定を追加した。

N6. (a1， SI) と (a1，T)が SIcT， f(a1， T) ES1となるよう

な bargainingpairならば， f (a 1， T) f (a 1， SI) (independence of 
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irrelevant a1terratives) 

そして， Nashは，これらの仮定をみたし，しかも，すべてのは¥， X12) 

E 51に対して， (x¥-a¥)・(X12- a12) を最大にする一意的な解 η(al，

51)が存在することを示した。

しかし， Kalai and 5morodinsky によっ，上の N6のもとでは，図 1. 1 

のような不合理な解が存在しうる可能性があることが明らかにされたり。つ

まり，図 1. 1でみるように，威嚇点が同じである 2つの集合 51，52 (51

c52)の交渉解(ま， -!)， (1，0.7)を比較すると， player 2の効用水準は，

Player 1 のすべての効用水準に対して増加しているにもかかわらず，集合

52における交渉解の

値は，集合 51におけ

るそれよりも小さくな

っている o このような

結果に player2はとう

てい同意できないであ

ろう D

そこで， Kalai and 

5morodinsky はこの

ような不合理な解決定

をさけるために， N6 

に替えて次の仮定を導

入した。

Player 2の効用

(1， 1) 

(1， 0.7) 

図I、1 Player 1の効用

1) N6は Luceand Raiffa C 2 )からも批判を受けた。彼らは， 81 C 82 となる集
合 81> 82 の解を7]1，ηzとするとき，必ずしも hζhとならない場合を図示する

ことによって， N6とParetooptimalityの仮定が矛盾することを示した。しか

し， NashのParetooptimality条件は，ある 1つの集合における解がみたさなけ

ればならない条件であって，他の集合における解との比較の条件ではない。一般に，

集合が異なれば， Player問の立場および、関係も変わるので，ある集合の Nash解

とそれを合む集合の Nashji坪との聞に， Pareto optimalityの仮定をおくことは必

ずしも適当とはいえない。
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Assumption of monotonicity (a 1， 81)， (a 1， S2)が bargainingpair 

であり，しかも bl(SI) =bl (S2)， gSI孟 gS2ならば， f2(al，SI)三三f2

(a¥S2) (f(al， SI)= (fl (a¥SI)， f2 (a¥SI )))。

ととで

bl (SI) = sup {x E R : for some y E R (x， y) E Sd 

b2 (SI) = sup {y E R : for some x E R (x， y) E Sd 

x孟bl(SI)に対して

(y if (x， y) is the Pareto of (a 1 ， SI) 
gSI (x) = ~ 

l b2 (SI) if there is no such y 

である D

乙の assumptionof monotonictyは， player 1 のすべての効用水準に

対して， player 2 の効用水準が増加すれば， player 2 の交渉解として受け

とる効用水準は増加しなければならないことを意味している。

以上の Nl，........N5および assumptionof monotonicityのもとで， Kalai 

Player 2の効用

図I、2

/ 

and Smorodinsky は

このゲームには一意的

b(S2 ) な交渉解が存在するこ

/' I とを示した。彼らの解

かが(S1) は幾何学的に次の図
/' 1 .2のように示す乙と

Player 1の効用

ができる。すなわち，

威嚇点がと b(SI)を

結んだ直線が集合 SI

の境界と交わる点的

がそれである。ただ，彼

らの解が， Nash解で

起りうる不合理性を排

除することができるの

は，集合が同じでなく
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ても威嚇点は同じである乙とを仮定しているからにほかならない。

しかしながら，集合が異なれば， player聞の関係，とくに相対的な力関

係は異なると考える方が一般的であろう o 当然それによって威嚇点も異なる

であろう D そこで，われわれは，威嚇点は集合に依存すると考え，威嚇点と

集合との関係を次の 2つの公理によって規定しよう。

A1. (a1， SI)をUの任意の bargainingpairとするD そのとき，

b1 (SI) = b2 (SI)一一争 a¥ a¥ 

A2. (a1，SI)' (a2，S2)をbargainingpairとする。

もし， SlCS2， b1 (SI) = b1 (S2)およびgSl(x)孟gS2(X)， a
1da11三三 b2

(SI )/b 1 (SI)ならば，

aI2/a¥三三a
2
2/a
2
1

Alは次のことを意味する D もし， player 1と player2 の最大効用水準が

等しいならば，威嚇値は等しい。また， A2は， SIにおける威嚇値の比が

最大利潤の比以下であり，また， player 1 のすべての効用水準に対して，

player 2 の効用水準が増加するならば，威嚇値の比は大きくなることを志

味するo 乙のことは， player聞の力関係が実際の効用水準において有利に

なる以上に相対的により有利になる乙とを意味するといってもよい。

E 定理とその証明

定理威嚇点が一意ならば，公理Al，A2のもとで，仮定Nl，.......N5および

assumption of monotonicityをみたす一意的な解が存在する O 乙のj拝μは

次のように示される o ある bargainingpair (a， S)に対して aとb(S) 

を結ぶ直線を L(a， b (S))とすれば，この直線と Sの境界点との交点μが

それであるD

(証明)μ はよく定義されたものである。 Nl， N2は自明。 N3は，直線

L(a， b (S))上の点は全順序であり， μはSの境界点であることからいえ

る。 N4は，アフィン変換は直線に変換し，順序を保つことからいえる。 N5

をみたす乙とは次のように示される o Sは対称であるから， b1(S)=b2(S)。

よって Alより a1=a2。したがって，L(a，b (S))上の点である μ=(JL1'μ2) 
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Player 2の効用

μ(a2，52) 

μ(a1， 51) 

図II、1
Player2の効用

はよLt=んとなっている o assumption of monotonicityは次のようにして

示すことができるo 図n.1より b2(SI)孟b2(S2)であるから， A2よりど
は， a1 と原点を結ぶ直線よりも上方にある。そこで，集合SIと点 (c1(St).

b2 (S2)) (c1 (SI) = inf{x ER: for some Y E R (x， y) E SI}， c2 (S，) 

= inf{YE R: for some x E R (x， y) ES1})を含む凸集合を考える。こ

の凸集合が最小になるのは (C1(SI)， b2 (S2))と μ(a
1，SI)を結ぶ直線

が， SIのμ(a，SI)における接線となる場合である o (図n.1は C(SI)= 

(C1 (SI)， C2 (S.)) = (0，0)が描かれている)よって，乙の場合だけを考え

れば十分である。幾何学的に明らかに， μ(a1，SI)と(c1(SI)， b2(S2))を

結ぶ直線と直線 L(a2， b2 (S2))の交点は μ(a1，SI)の上方にある O

最後に一志性の証明は， Kalai and Smorodinskyのそれと全く同様にし

て導くことができる o 証終)
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m Nash解の複占への応用

価格が同定されているとき，同種の財を生産するこつの企業が協力して，

産出量(=販売量)を調整し，ノマレート最適な利潤分配点を見い出す問題を

考える口

( i )いま，企業 lおよび2の産出量を X1，X2とし，価格を p，需要量を

kとし， p =k (kは定数)とする o また，企業 1，2の利潤 π1，引は収入

一費用として

77:1 PX1一C1(x1) 

π2 = PX2一C2(X2) 

と定義する D ここで， C1 (x1)， C2 (X2)はそれぞれ，企業 1，2の賀用関

数である O この利潤関数πl'引に対して次の条件を付ける O

d77:， d 77:~ 
-ー土=ーーと =0となる X1，むに対してdX1 dX2 

77:1 (x1ームXt)三三π1(x1十ムX1)

π2 (X2ームX2)三三円 (X2十ムX2)

(ムX1>0) 
(ムX2>0) 

(1) 

(2) 

また，費用関数については次の 3つの条件を付ける。 (1)両企業とも限界貿

用は逓増する o (2)企業2の限界費用は，同じ産出量に対して，企業 1のそれ

よりも小さい。 (3)産出量がゼロのとき，両企業の賀用はゼロである。これら

の条件を式であらわせば次のようになる D

A2  A2  

孟てCt(XI)注 0，孟ξC2(X2)三三O (3) 

31-C1(X1)注ゴ空-C2(X2) > 0 (X1=X2) (4) 
¥.J.AI  '-'A2 

C1 ( 0) = C2 ( 0) = 0 (5) 

以上の定義と条件より，利潤関数77:1> 77: 2は凹関数になるから7r1 (77: 

E三百1""三0)とす2(77: 2;三n2~三 0) の組(百1 ，n2)の集合は凸である 2)。また，
compactであることも容易に導かれる o したがって，この集合は前立の集合

の条件をみたしていることに注窓しよう o そ乙でわれわれは，乙のように定

2) 二階堂 C5) p. 200参照。
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義された集合の中から， Nash解を見い出す問題を考えていくことにするo

まず，両企業の利潤最大化条件を求めてみよう o それは，

生~=p ーコ与一 C 1 (X 1 )= 0 
Ûl Û1 

(6) 

ハUX
 

ハU
d
一九

ny 

Z

一X

唱

G
τ
G

(7) 

と書きあらわすことができるo この(6)，(7)をみたす産出量を玄1，X 2と書

くo ただし，乙の玄zと玄zの和が需要量k以下であるときにのみ，両企業と

も利潤最大化を達成することに注意しなければならない。そ乙で，いま，

玄1とX2の和がちょうどk!乙等しくなっているとしよう。すなわち

k=Xl+X2 

としよう o 乙のときは，お互いに最大利潤を獲得できるから，交渉あるいは

協力する必要はない。

( ii )ところが，いま，企業2の賀用および限界賀用がすべてのおに対し

て低下したとしよう O つまり，企業2の費用関数が右方にシフトしたとしよ

うO そして，このときの賀用関数を C'(X2)とあらわせば，利潤は

7l'2 =X2P-C2 '(X2) 

d r' r.. ¥-.. d r' ，r.. ¥-.." d2 C2 (X2)ミC/(x2) 一一C2(X2)二三一一C/(X2)二三 O ←ーC/(X2)>0 (8) ， dX2 "-'2 ¥.̂2 J~ dX2 "-'2 ¥.̂2一， dX2 

となり，利潤最大化の条件は

と!...=Pーコ与一C2'(X2)=O
U，.d.2 ¥...I.A2 

(9) 

となる。この(9)をみたすむの値を玄2'(豆k)とすれば， (7)， (8)， (9)より，

3EJ三三，X2となる O したがって，

k三三Xl+玄2F

となるから，少なくとも一方の企業は最大利潤を得る乙とはできない。乙の

場合は，利潤は相手企業の産出量に依存することになる o これを図で示せ

ば，図 ill.lのようになる o そこでは， π1= kp -C 1 (k) < 0，π2=kp-
C2' (k) > 0の場合が描かれている o 企業lは，企業2の産出量が kー玄1
以下であれば，利潤を最大にすることができるo 企業2は， (i)において
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図皿、 1

x z 
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は企業 lの産出量が kー玄2以下であったため，利潤最大化を実現するこ

とができたが，賀用関数がシフトしたことにより，手Ij潤を最大にする産出量

が上昇したので，企業2の利潤は，企業lのすべての産出量に対して上昇す

るが，利潤を最大にする産出量の範囲は kー玄2から kー玄z'へと狭くな

っている。図ill.lでは，企業2の利潤線は，費用が低下する以前の場合が

①，低下した場合が②で示されている。

次に威嚇点はどのようになるであろうか。威嚇点は， X1+x2=kの条件の

もとで企業 lにとっては町-zzrを最大にし，企業2にとっては町一円 f

を最小にする点として求められる O すなわち，

d d d d 
言;(π1一π2') =瓦(X1-X2〉p-E;C1(X1〉+言;C2f(X2〉

=ま(2X1-k) p-去C1ω+長;CJ(k-X1)
=0 

d / d 
..1'":_ (7t 1一π山=一一(Xl-X2)P一一一一C1(X1) +一一一C2'(x ) x
2 
¥'Tl-'<2 J'--dX2 ¥Al- A2J P - dX2 

'-'1 ¥Al J -. dX
2 

。。
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= 長;( k -2X2) p 一一土ιC1(k 一角X九刈2ρ)+土 C2町引2Jパf叱(収xdX2 

=0 ~ 

をみたす3ZJ，3E2rにおける利潤値として求められる o (10)， (11)は次のよう

に書き改ためられる O

d 
2p一万一C1(X1)+一一一C2'(k-x1)=0 '"'1 '"""1，/ I dX1 

(12) 

-2p-走ω (13) 

( i ) の場合の威嚇値は，

d d 
一一仇-7t2)=2p一一一C1(X1)+一一C2(k-x1)一o (14) 

dX1 '"'1 '""'"1./ 
I 

dX1 
~2 

''''" 
""'"1 一

d d 
司王-(7t1ー π2)=

ー2p一万五;C1(k-X2)+万五
C2(X2)=0 (1日

をみたす玄1，玄2における利潤値となる O そこで(i )と(ii)の場合の威嚇値

を比較すると，企業 1のそれは減少していることがわかる。なぜなら，企業

lの場合は， (12)と(14)を比べれば， (3)， (4)， (8)から，

2P-tω1)+長;Czf(k-X1)

2pー長;ω1)+走C2(k -Xl) 

(12) ， 

，，
 
)
 

an吐
4
1
A
 
(
 

はいずれもむ に関して減少関数であり，しかも(12)，は (14)，よりもつねに大

きいから， (14)'， (12)'をゼロにする値をそれぞれ玄1，X l'とすれば，玄1三玉

玄1Fとなるからである o

ところで， (i)の場合は k=x，+玄2であり，両企業とも利潤最大化

を達成しているので，協力して生産調整を行い利潤を分配する必要はない口

したがって，企業1および2の威嚇値は，計算からわかるように，利潤最大

値と一致している o それゆえ，

XI=XI， X2=X2 日6l

したがって，玄E三三玉IFということは，企業 lについては， (i)と(ii )の

場合の威嚇値をそれぞれEI，Erとすれば，

TC 1 =豆lP-C1(玄1)三三子JIF==3E1FpーC1(X1 ') m
μ
H
 

4
E
E
A
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が成り立つ乙とをも意味する O

次に，両企業の威嚇値の比をみよう。(i )の場合は

π2  

πE 

3C 2P-C2 (X2) 

x，pーC，(Xt) 
3C2P-C2 C~-2) 

X1P-C1 (X1) 
(18) 

であり， (ii)の場合は，

子F2F 玄2'P-C2'(玄2')

干玄1'p-C1 (玄1') 

である。そこで，玄2ー玄2F=玄l'-X 1， C2 (X2)三三C/(X2) > 0 
(X2EC玄2F，玄2))および(1)，(2)， (3)， (6)， (1引を考慮すると，

X2PーC2(玄2) ___ X2'pーC2(X2')___ X/p-C2'(X/) 一一ー一一一一ζ - 2 ¥ A2  ζJ  Y ー

X1PーC (玄，)一玄/p-C1(玄/)- X，'pーC1(玄/)
(19) 

となる。つまり，

ζ

一

町一

=
h

が導かれる口また， (3)， (4)， (6)， (7)から， C1(X1)=C2(X2) (X1=X2)なら

ば，利潤最大値は等しくなり，その結果(18)より両企業の威嚇値は等しくなる

ことがわかる。このことと， (3)， (4)， (5)， (6)， (8)， (18)， (1引を考え合わせるこ

とによって，以上考察してきた利潤分配問題が公理Al，A2をみたすこと

が示されるo よって，この問題は，公理Al，A2のもとで，パレート最適

な利潤分配点を見い出し得る可能性が与えられた。

( iii) 次に，企業2の費用がさらに減少した場合を考えよう。すなわち，そ

のときの費用関数をC/'(X2)として，

d r" C/ (X2)三三C/'(X2)， 一一C2'(X2)二三一一C/'(X2)>0 dX2 '-'2 ¥"""2/ s= dX2 

が成り立つ場合を考えよう o 乙のときも，威嚇値の両企業の比は大きくな

り，そのときの最大利潤の比よりも大きいか等しいことが示される。

以上，(i)，(ii)， (iii)の場合の企業 1，2の到達可能利潤範囲と威嚇

点，および，それぞれの交渉解は図ill.2のように示される o
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