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The fluid deformation due to changes in relative configuration of the particles of the fluid 

is very complicated. 

Asphere of unit radius in the unformed state is transformed into the strain ellipsoid by the 

deformation. 

1t is found that in general there is only set of three mutually perpendicular directions in the 

unstrained state (the principal axes of strain) which remeain mutually perpendicular atter stra-

mmg. 

If the initial and final positions of this set are the same， the fluid is irrotational ; if not， they 

can be made to coincide by a finite rotation about some axes. 

The fluid deformation can be expressed as combinations of a pure strain (which is specified 

by the shape of the strain ellipsoid) and the rotation which brings the principal axes of strain 

from their initial to their final positions. 

In this paper we will throw light on these physical meanings about free and forced vortex in 

the combined vortex flow. 

And then we will consider the contrast between Airy and irocoidal waves from the viewpo・

int of the rotation. 

(1)まえがき 的にみると、その内部の微粒子間に相対的速度差があ

流体の運動は回転する運動と回転しない運動の二つ るためにその素片は全体的な移動と同時に変形と回転

に分類することができる。そしてそれに基づいてそれ をともなっていると説明されている。しかもこの変形

ぞれの理論が展開されている。しかしながら従来流体 と回転をひずみテンソルと回転ベクトルで表示し，

の運動については運動している流体の微小素片を微視 各々の成分を別個に取り出してそれぞれについての幾
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何学的な意義を説明している．回転についてはひずみ

成分をすべて零として，微小素手が剛体のように回転

して回転の際には微小素片に変形は少しもおこらない

と述べている．しかし実際の流体は運動にともない

時々刻々変形しているため，流体の回転といっても流

体のどの部分が剛体のような回転をしていると定義で

きるのか曖昧である．従って流体の回転は固体の回転

のように判り易いものでない．そこで筆者らはこの問

題をより判り易くするために流体力学的によく知られ

た複合渦を例に取り上げ，回転に対してひずみ楕円に

よる微小部分の一次変状の立場からの議論を進めた．

これを複合渦における強制渦と自由渦運動に適用し，

その物理的内容を明らかにすることを試みた．さらに

進んで無渦深海波と渦度が存在するトロコイド波にこ

の理論を適用し，具体的な数値を与え回転，非回転の

区別を明らかにした．
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〔2〕　流体の変形

　二次元流について考察を進める．流体内の一点P

＠．y）における微小実質部分の速度成分を（μ，η）とする．

つまり単位時間の変位量でここでは単位時間を乗じて

おり変位の次元をもつ．点Pに極めて近い他の任意の

点Ω（κ＋砒，ッ＋の）における微小実質部分の速度を（π＋

4π，η＋4η）とする．ぬ，のを一次の微小量として二次の

微小量を捨てた無限小変状を考えると，次式が得られ

ると一般の教科書でば記載されている．

瀦＝瓢鋼灘｝一一・a）

ここに ﾅ納一∵一②
　　　　ω一瓢（∂η　　∂％∂κ　　∂〃）・・………………………（3）

とおいている．そして（1）の各項の意味を説明するに当

り，（2）においてεは伸縮の変形，γはせん断変形とし

て物体の変形に関与し，（3）は剛体として全体が反時計

方向に回転したものであると結んでいる．これでは（1）

が全体としてどのような変形を示しているかは明確に

なる筈もない．それはさておきここで問題にしている

流体微小部分の回転速度ωが（3＞で表現され（1）の中で変

形に陽に関係している．そこで（3）の意味を考えてみる．

Fig1に示すようにΩ点のP点に対する相対的な単位

時間における変形を考える時，P点のまわりのΩ点の

回転速度は相対的変位量4π，ぬをPΩに垂直な方向に

投影した量をPΩ＝rで割った値として定義される．

．　げ

Fig．I　A　circle　of　neighboring　particles．

すなわち反時計回りを正として極座標をとると，砒

＝rcosθ，み＝7sinθとおけるのでP点のまわりのΩ

点の回転速度ωは次式となる．

ω＿．⊥（一d。，i。θ＋d。C。、θ）

　　　7
一（迦∂寛）・…θ一㈲・i・・θ

＋（∂η∂π∂忽∂寛）・i・θ…θ……・・…………・……（4）

このωの値は角度θに従属しているのでθによる平均

を考える・そし磯絵謡・の個々の値1まP点

に対して評価される値ゆえ積分においては一定として

取り扱うことが出来る．ゆえにP点のまわりのすべて

のPΩの回転速度の平均葱は

嚇〔瓢2㌔…θdθ一㈲蕗2πsi・・θdθ

　　＋（畠一瓢2πsi・θ…θdθ〕

　　一壱（霊一審）……・……・・…・……………・・（5）

で示される．（4）でθとθ＋号（一般の教科書ではθ＝

0とθ＝号）の値を入れて平均値をとると，とりも直

さず（5）の値が得られる．つまり二次元の場合直交する

2軸の回転の値の平均値は不変量の如き観を呈してい

る．そこで見方を変えてこの直交する2軸に注目して

議論を展開してみる．いま前述の（1）の表示を形を変え

て次のように表現する．

ここに新たに
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とおくと（6）は次式となる

；：＝翻；｝……・一・…・…・…………・…・…個

（8）はP（κッ）点を原点P（o，o）と考えてこの点に対して

ごく近傍の点Ω（κツ）が単位時間に原点に相対的な変位

をうけ点Ω’（’ノκ，ツ）に移ることを示している．この変形

は原点を通る互に直角に交わる特殊な二直線に特徴づ

けられる．この直交する二直線は変形をうけた後にお

いても互に直角に交っているという特性をもち主軸と

呼ばれる．そして変形は第一段階として座標原点を中

心とする単純な回転により上述の直交二直線を新方向

に持ち来らし，第二段階として回転した直交二直線の

方向を変えない一種の一次変状であると考えられる．

この第二段階の変状を互に直角な二方向への伸脹と名

付ける．

，　B

臥
＼＼

　　、＼　、

　　　獣

　　　　　＼
、

／

／バ

　　　　ノ
　　／　／
　ノ　　　　　ノ

／／　　　A
　　／！
∠／／！ ｿα’α。

一b）《

Fig．2　Directions　of　the　initial　and　final

　　　principal　axes　of　strain．

いまFig。2に示すように初めの主軸と変形をうけて回

転した主軸，つまり後の主軸の方向のx軸となす角を

それぞれα，α’とすると

　tan（αダ十α）＝（P十アτ）／（物一9）・・・・…　一・σ・・・・・・・…　（9）

　tan（ゴーα）＝（卜π）／（鵠＋q）…・・…・………（1の

で与えられる．そこで流体の回転とは変形前の主軸の

方向αが変形後の主軸の方向α’に向きをかえる時

（10）で与えられる角（α’一α）の値に与えられた名称で

あると定義できる．以上述べた変形の際，原点を中心

とする単位円は長軸A，短軸Bの長さのひずみ楕円に

変形する．一次変状をうけて単位円になるものは相反

ひずみ楕円とよばれ，その長軸は1／B，短軸は1／Aの

長さである．このA，Bは次式より求められる．

ll瑠：：1雛；：：宰1㍊：｝…・・…………仙

（9），（10）より求められたα’，αがひずみ楕円，相反

ひずみ楕円の長軸に対するものか短軸に対するものか

は次式で決定される．

　　，　勢L
tanαこ箞鼈黶u一＝
　　　　　ん4　　一回

解一一毒

tanα＝＿一三＿＿＿
　　　　　・2＋・2一ナ

（12）

勉2＋・2u弄
鵬π十pq

（13）

ここにh4ご糀g一ηpである．（12）でR＝Aとおくと

変形後の主軸の長軸，R＝Bとおくと短軸の回れそれ

の方向α’が算出される．変形前の主軸の長軸の方向

を求めたいときは（13）でRノ＝1／A，短軸に対しては

R’＝1／Aとおくとそれぞれの軸の方向αが求められ

る．勿論以上のような主軸の概念を用いると（1）におい

て（3）の如く表現されるωは，（1）を（6）のように変形を一

次変状の形でみると主軸の回転として（10）より得られ

るものに一致している．

〔3〕応用例に対する計算

　ここでは回転と非回転が同時に見られる台風の風速

分布を最も単純化した場合の複合渦と，非回転性の深

海波および回転性のトロコイド波の場合を取り上げ

る．先ず複合渦の場合，台風内野に相当する半径Rな

る部分は到る処同一回転速度ωを有する二本の渦管よ

り成り，渦管の外部は無渦空間である．この場合その

速度分布はそれぞれの領域において次式で与えられ

る．

％＝一ω写　　ηニωκ　　o＜γ≦R　……　…………（14）

・一一ωR2〃／招　FωR2κ／ダ　R≦・……（1ゆ

従って渦の内外のこ領域に前節の一次変状の理論を適

用することから始める．

3－1）渦領域内（強制渦）

　この場合は（14）を（7）に適用することにより次の値を

得る．すなわち解＝1，％＝一ω，カ＝ω，α＝1従って

（9），（10）より

・an（α十α）一％……・…・・……………・…・…・（16）

tan（α｝α）一ω…………………………・・…・…（17）

（11）より

　G4十B）2＝4（1十ω2）　　（沼一B）2こ0

従って

ハーB＝戸………………………………（18）

回転角は（17）より与えられひずみ楕円の長軸と短軸は

（18＞より同長になっている。すなわちひずみ前の単位
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円はひずみ後には半径がv庸の円に変形している．

またこれと（16）を勘案すると何れの方向も主軸になっ

ている．そしてωが無限小であると考えると

　ダ　α一α＝ω……………・・…・……・…・………・…（17）’

　、4ニ・B＝1　・・………………・…・・…・……………（18），

となり回転角はωで単位円はそのまま変形していない

ことを示している．

3－2）無渦領域（自由渦）　（15）を用いて（3－1．）の場

合と同様にして

　ηL＝：1　二←　2　ζκ写／（κ2＋忽2）2

　η・＝＝ζ（〃2一κ2）／（κ2一←〃2）2

　　　　　　　　　　　　　　　…………………（1㊥
　P＝＝ζ（Ψ2一κ2）／（κ2＋92）2

　q＝1－2ζκ〃／（κ2十〃2）2

ここにζ＝ωR2である．いまζ＞0の場合を考える．

（10）より

　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　tan（α一α）二〇これより．α＝α　……………（20）

が得られる．すなわち回転はない．（11）よりA，Bの

値は次のようになる．

A－1＋ζ／（・2＋雪2）B－1一ζ／（ノ＋の⑳

このA，Bの値を（12）に代入すると次式が得られる，

R＝Aに対して

㎞d一 p÷1器1＋㎞（θ一三）

　従って

4一θチ……………・……・…………・・………・（22）

R＝Bに対して

㎞ゴ
??黶{1器1一㎞（牙＋θ）

従って

　　ノ　　　　α＝一τ’→一・θ”●’●●’．”．’．．．●’●●●．●”●●．●’．’●‘●’．●’●”．’。・。（23）

ここに（21）で与えられるA，Bはζ＞0のときはひずみ

楕円の長軸，短軸を示し，ζ〈0のときはA，Bは逆

に短軸，長軸を示すことになる．

3－3）トロコイド波

　今波の進行方向にx軸，鉛直上向きにy軸をとり任

意時刻tにおける水分子の座標をP（」¢，ッ）とし，この水

分子の軌道の中心をO（ご～一C，）とする．このトロコイ

ド波において々を波数，σを角周波数，tを時間とする

と次式が得られる．

；：∵ぴ輪中｝…・…・・…………・・…個

ここにθ1＝々α一σtである．そしてZoはx軸を水面

の波形を形成する水粒子の円軌道の半径と．して定義さ

れている．（24）より（7）を算出すると次式を得る．

m一
ｬん・％・ゼ・忙・＋・κ％・一枇・1・疏｝

・一
ﾔ・ん・％・σ・勧一軸一勧…の

・一
ﾝ一・ん・球・一…一・ん％・一勧・i・仇｝

・一
ﾔん・ぜ・一・枇一1一・軌・一直・i・訪｝

。・・…
@　（25）

ここに　D＝解mo2　e－2々一1である．さらに（25）を用い

て（9），（10），（11）を算出すると次式が得られる．

　tan（α十α）＝一。・tθ1………………・……・・…（26）

　tan（α一α）＝一σ7b2ん2θ　2触／1）・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（27）

　（／1十B）2＝4｛1「2ん2ク「’e－2ゐ。一トん4クr15

　　　　　　　　　　・（1＋♂）θ一4ん・｝／D2……⑫8）

　（、4－B）2＝4σ27「。2ん2ε一2ん。／1）2・・…　一・…　。・・・・・・…（29）

3－4）深海波

　x軸を静水面上で波の伝播方向にy軸を鉛直上方に

とる，時刻tにおける波形が余弦進行波として次式で

与えられるとする．

　η＝αcos（んユコーσのニ＝αcosθ2　・・・・・・・・…　。…　。・・。・。（30）

ここに仇＝肋一σ孟…・………・………・…・……・・（31）

とすると微小振幅の深海波の速度ポテンシャルφおよ

び速度U，Vは次式で与えられる．

　φ一一等一・ん・si・命…一・……一…・…・・（32）

9は重力加速度である．

1蓋：：：：諺｝一一一一個

　　　　σ
そして同様にして（7）を算出すると次式を得る．

1：賦1勢∵臨誹
さらに（34）を用いて（10）より

tan（ゴーのニ0，従って　α＝ゴ　……………（3醸

すなわち流体は非回転運動である．そして（11）よりA，

Bが算出される．

胴＋撃1…B一・一詐・・・………（3励

（12）よりひずみ楕円の長軸Aの方向αX、短軸Bの方

向α6は（35）を用いて次式で与えられる．

・a囑一1讐li器これより

　　　ゴ。努号一山（勧一σ孟）＋チ…・………㈲

・anゴ。書轟これより

4。薯一牙一吉（肋一σ孟）一号・…………（37）
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〔4〕　計算結果への考案

4－1）渦領域内（強制渦）

　前節の計算順に従って考察を進める．先づ複合渦の

場合，流体は渦管の内部，外部に原点を中心とした円

周上を絶えず循環している．そして回転速度は四域の

渦管内では（17）で与えられる値をもつけれども，渦

管外では到る処で（20）に示すように零である．そこで

渦管内域より考察を始める．この場合は（3－1）で述べ

ているように循環のいずれの位置でも流体の微小部此

内の直角な二方向はいつれも主伸脹軸になっている．

そして普通回転速度ωは無限小であると考えるけれ

ど，事態を明確にするために有限であると考えると，

流体微小部分が回転を伴なって循環している場合，

Fig．3に示すように循環の各位置において主軸（この

場合は微小部分の中心を通るいずれの軸も主軸）のま

わりに単位時間にα’一α＝taガ1ωだけまわり，単位

円は半径～癒の円に変形する．

　，ｯ　妖

1

Fig．3　Deformation　of　particle　in　the　foced

　　　vortex．

普通のように回転速度ωを無限小量と考えると単位時

間に流体微小部分の回転速度ωは（14）により循環の角

速度に等しく，　伸脹を無視すると微粒子の変形はな

く，しかも微小部分の中心を通るいつれの直線も主軸

であることを考え合わせると，渦領域内は原点を中心

とするFig．4の（a），（a）’のような剛体の回転運動と見

なすことが出来る．

4－2）無渦領域（自由渦）

　ここでは流体は前述のように到る処で回転速度は常

に零である．しかし流体は絶えず輪状帯内を循環して

る．この内容は見掛上迷理の様に考えられるが流体は

固体の如く回転するのではなく，運動の聞に（19）に示

（「

（a）鼠戸運動

（「

　　1

（b）渦運動

中心のまわりを回る木片の運動による回転流と非回転
流の説明

室田　明；応用流体力学　19頁

ノ

　，’
I／
／

＼

／ ＼

噛＼
ノ

＼、

（a）’ω＝0　　　　　（b）’ω≒0
　本間　仁，安芸二一　　物部水理学　433頁

　　　　　　　　　Fig．4

すような係数をもつ（8）の一次変形を受けていると考

えれば氷解するであろう，すなわち循環の速度が（15）

に爪されているように回転軸（原点）からの距離の一

乗に逆比例しているからである．循環の角速度と回転

の角速度とは判然と区別すべきである．前者は流体微

小部分の軌道の曲率半径で定められ，後者はこれとは

全然無関係に流体粒子微小部分の回転で定められるか

らである．尚回転速度が零であるからと言ってFig．4

の（a），（a）！のように流体微小部分が常に平行に動い

ている様に思ってはならない．或る微小部分の回転速

度の成分とはその微小部分の向きを定める角度の時間

に関する微分係数と言ったようなものではないのであ

る．もしこのようなものであるとしたならば，回転速

度の零なときはこのような角が一定であるとFig．4の

（a），（a）’のように結論しなければならなくなる．

しかし実際において回転速度の無いときに少しも方向

の変化を伴わない直線はただその微小部分の伸脹主軸

のみであって，微小部分内の他のすべての直線は明ら

かに転向している．そして主伸三軸は（22），（23）から

Fig．5示すように循環につれて各位置で方向が変化

し回転しているように見える．

しかし循環の各位置で主軸を構成している物質線はそ

れぞれの位置で異っているので流体粒子微小部分が回

転しているとは言い難い．回転とはあくまで循環の各

位置での微小部分の変形前後のひずみの主軸に回転が
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Fig．5　Variations　of　direction　of　the　principal

　　　axes　of　strain　by　positions　of　a

　　　CirCUIatiOn．

わち円軌道を循環しながら循環によって位置した点で

ひずみの主軸が（40）の値だけ回転するのである．（38）

と（39）よりαとα’の平均値をα。とすると

　　　　　ド随一α＋｢今牙一去争………・一………（41）

（28），（29）よりひずみ楕円の長軸A，短軸Bはそれぞ

れ次の値をとる．

　／1＝1．14　　　Bニ0．86　　・・・・・・・・・・・…　。・。。・・・・…　。・…　（42）

そこで6＝0，α＝0の粒子のt．＝0のときの長軸Aの

値を（12）に代入するとこの値は（39）でt＝0とおいた

値に一致する．従って（39）のαノはひずみ楕円の長軸

の方向を示すことが判る．Fig．7にt＝T／6における

あるかどうかで決められる．この場合はこの回転速度

が零なのである．なおFig．5において循環による任意

の回転角θの処における主伸脹軸の長軸，短軸の方向

の詳細をFig．6に示す．
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Fig．6　Relatioship　between　the　principal　axes

　　　of　strain　and　any　circulating　angle　θ．

以上述べた内容をより具体的に知り得るために回転性

の波トロイド波の場合に適用して，実際の数値例を用

いて考察を進める．

4－3）トロコイド波

　いま6＝oの表面の波でα＝oの原点での水粒子の

回転を考える．周期2π／σ＝9．8sec，波長λ＝150m

ro＝5即．とする．そして循環円運動の周期をTで示す

と（26），（27）より

・一
蛻齔勛黷T1’一覧一浄一5幽1’（38）

ゴー牙考＋51’r牙一壱争＋51・・（39）

　　　　　ノ律って　α一α＝1。42’　………・…・……・………（40）

つまり変形前後の主軸の方向が1b42’回転する．すな

Fig．7　Directioαoof　the　principal　axes　of

　　　strain　at　t＝T　l20f　Airy　and　trocoidal

　　　waves．

主軸の平均値α。の方向に長軸をもつようにひずみ楕

円を画いてある．この位置における変形前の主軸の方

向は（38）からα。より51ノ小さい方向にあり，変形後は

（39）から51’大きい方向にある．すなわちこの位置で

α。を中心にして（40）の値だけ主軸が回転するのであ

る．さらに循環に判なう水粒子の時間とともに占める

位置での主軸の方向をα。でもって示したものがFig．8

である．

これによると循環について各位置でのα。の方向は異

なり一見これを回転と考えがちであるが，これは複合

渦の考察で述べたと同様，循環の各位置での主軸の物

質線はそれぞれの位置で異る物質粒子よりできている

ためこれは回転と異るものである．相反ひずみ楕円の

短軸1／Aの方向αは（13）にR’＝1／Aを代入して求め

た値が，（38）でt＝0とおいた値に一致することも考
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Fig．8　Varitions　of　directions　of　the　principal

　　　axes　of　strain　in　positions　at　an　interval

　　　t＝T120f　Airy　and　trocoidal　waves．

え合せると，初めの短主軸から変形後の長主軸への回

転は1。42’でα。は両軸の二等分線になっている．この

角は大きいので有限回転をしていると言える．しかし

ながら無限小変形の時にはFig．2に示すように初めの

主軸と変形後の主軸の二等分線；α。をもって主軸の位

置を示し，回転角は小さくとも省略しない．トロコイ

ド波の場合は以上のように一次変状として近似的に取

り扱っている．

4－4）深海波

　この場合もツ＝0の表面の波でκヒ0の点での水粒子の

循環上の各位置における主軸の方向は，（36）でん＝0

とおいて得られる・凶でありこれは（41）のα。に等し

くなっている．長短主軸の長さは勿論トロコイド波の

場合と異なるけれど，主軸の方向についてはFig．7の

αoに一致しており，循環するにつれ主軸の方向が変

化する様子もFig．8に示すとうりである．すなわち主

軸の方向が循環するにつれて外見上回転しているよう

に思われるが，前述のように恥くまでも回転とは循環

によって位置した各点で変形前後の主軸に回転がある

か否かで決まるもので，この場合は（35）により流体微

小部分の回転はない．

〔5〕結び

　流体内部の任意の二点間の速度差により流体は変形

する．この変形は一次変状に属し，互に直角に交わる

特殊な二直線に特徴づけられる．この直交する二直線

は変形後も直角に交わるという特性を持ち主軸と呼ば

れる．変形前後でこの主軸め回転の有無が流体の渦運

動（回転），無渦運動（非回転）を区別し剛体の回転
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とはいささか趣を異にしている．ここでは複合渦を例

にとり，渦運動と無渦運動の物理的内容を明らかにし

た．さらにこの理論を回転性のトロコイド波と非回転

性の深海波に適用して数値計算を行なった．複合渦の

場合，渦管内域では流体微小部分は原点を中心とする

円軌道を循環しているが，微小部分の単位円は一次変

状では二次の量を省略すると寒心はなく単位円にとど

まる．円の中心を通るいずれの軸も，変形前後の主軸

になり得るが，渦の回転速度ωと同じだけ変形の前後

に回転する．したがって流体は回転運動をしているこ

とになる．この際は単位円の中心を通るどの軸も長さ

に変化はなく，単位時間にωだけ回転し，この値は循

環の角速度ωと等しく渦管内は全く剛体として回転し

ていることになる．渦管外域でも原点を中心とする円

軌道を流体粒子は循環しているが，速度の分布が渦管

内と異なるために循環の各位置で変形前後のひずみの

主軸に回転がなく，流体の運動は非回転である．循環

の各位置での主軸の方向をおってゆくと循環につれて

回転しているように見える（Fig．5参照）が，循環の

各位置で主軸を構成している物質粒子は異なってい

る．従って回転しているとは言えない．しかも微小

部分内の一定の方向の物質線は循環の各点でも同じ方

向を保持している（Fig．4（a）（a）’参照）ように考え

がちであるがこのようなことはない．同様なことがト

ロコイド波と深海波についても得られた．すなわち深

海波においては変形前後の主軸には回転はなく，トロ

コイド波では変形前後に主軸の回転が見られることを

示した．しかも深海波の主軸の方向はトロコイド波の

変形前後の主軸を二等分している．そして複合渦の渦

管外域と同様に深海波にぢいても循環につれて主軸の

方向が外見上回転しているが流体は非回転である．ト

ロコイド波においては循環の各位置で主軸が回転し流

体は回転している．さらに循環につれて主軸の方向も

回転している．（Fig．8参照）いずれの場合も再三述べ

ているように循環の各位置で主軸の物質線が異なって

いることに注意すると，循環につれて微小部分が回転

しているとは言えないのである．終りに本研究に対し

本間仁氏より御教示いただいたことに深く感謝いたし

ます．
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