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相異なる三主応力下における砂の

ダイレイタンシー補正式

落合　英俊＊・棚橋　由彦＊＊

　　　Dilatancy　Correction　for　Sand

under　Different　Three　Principal　Stresses

by

Hidetoshi　OCHIAI＊and　Yoshihiko　TANABASHI＊＊

　　Dilatancy　correction　for　sand　under　different　three　principal　stresses　based　on　energy　balance　was

proposed．　In　order　to　examine　the　effect　of　initial　anisotropic　fabric　on　the　three　dimensional　strength

of　sand，　this　proposed　correction　was　applied　to　the　drained　triaxial　compression，　plane　strain，　and

cubical　triaxial　test　results　on　anisotropic　sand．　It　might　for　practical　purposes　be　considered　that　the

corrected　strength　of　sand　was　not　influenced　very　mach　by　the　initial　fabric　anisotropy．

1．まえがき

　土に応力変化を与えたときの変形は体積の変化に関

係する変形と形状の変化に関係する変形とから成り，

体積変化に関係する変形は等方応力成分と偏差応力

（せん断応力）成分によるものとから成っている．せ

ん断応力の変化による体積変化はダイレイタンシーと

呼ばれており，飽和土の非排水せん断のように一定体

積に保たれる場合を除いて必ず生じるものであり，砂

のような粒状土のせん断強さに大きく寄与するもので

ある．すなわち，土供試体に加えられたせん断応力の

一部分は拘束圧力に抗して供試体の体積を変化させる

ために消費されており，したがって，土のせん断抵抗

を考える際には，この体積変化を生じさせるための仕

事量に相当する部分を補正しなければならず，一般に

ダイレイタンシー補正あるいはエネルギー補正と呼ば

れている．砂の強度成分のうちからダイレイタンシー

成分を定量的に取り出す方法については，Taylor’）の

記述以来，BishOP2）を始めとしていくつかの式が提案

されているが，それらはいずれも軸対称の三軸圧縮試

験あるいは直接せん断試験に対してのものであり，一

般的な相異なる三主応力下における試験に対しては適

用できない．

　本文では，まず，ダイレイタンシー補正に関する既

往の式を概説し，ついで，エネルギー的考察に基づき，

相異なる三主応力下における試験に適用できる一般的

なダイレイタンシー補正式を求めた．さらに，提案式

を構造異方性を有する砂の試験結果に適用し，砂の三

次元強度特性に及ぼす初期構造異方性の影響について

検討した．

　なお，本文で用いる応力およびひずみはすべて圧縮

を正とし，応力は有効応力を意味している．

2．既往のダイレイタンシー補正式

最大・中間・最小主応力をσ1，σ，，σ3とし，平均有
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効主応力砺，および軸差応力σを次式で表わす．

；萄∵＋碗）／3　　｝（1）

また最大・中間・最小主ひずみ増分を4ε1，4ε2，4ε、と

すると，体積ひずみ増分6ε．は次式で与えられる．

　　4ε。＝ゴε1＋4ε、＋4ε、　　　　　　　（2）

　供試体に三主応力σ1，σ、，σ、が作用し，主ひずみ増

分4ε1，4ε2，4ε3が生じるとき，供試体がうけるエネ

ルギー増分だは次式で表わされる．

　　距＝σ14ε1十σ24ε2十σ34ε3　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　ここでは，三軸圧縮試験（σ1＞σ2＝σ3）に対する既往

のダイレイタンシー補正式について概説する．それら

は土を連続体とみなした研究と個々の土粒子の集合体

とみなした研究に大別され，以下（1）～（5）は前者に，⑥，

（7）は改正に属する．

1）BishOP2｝の式

　Bishopは破壊時（σ1が最大で4σ1／4ε1＝o）におい

て，供試体がうけるエネルギー増分4Eノ＝（σ1

一σ，）ノ4ε1＋σ34ε。と供試体の内部摩擦と粘着力に打

ち勝つのに必要な仕事増分4防＝（σ1一σ3），・4ε1と

は等しいとして次式を与えた．

　　（σ1一σ3）r＝（σ1一σ3）／十σ3（4ε〃／4ε1）　　　　　　　　（4）

2）赤井3）の式

　赤井は破壊時の軸差応力のなす仕事増分（σ1一σ3）／

・4ε1は，供試体の粘着力と内部摩擦に打ち勝つに要す

る目差応力のなす仕事増分（σ1一σ3）。・4ε1と4ε1な

るひずみ増分中になされる外的仕事増分訳一ε。σ3）と

の和で表わせるとして次式を与えている．

　　（σ1一σ、），＝（σ一σ，）／＋ε。（4σ、／4ε1）

　　　　　　　十σ3（4εo／4ε1）　　　　　　　　　　　　　　　（5）

なおσ，一定の試験では4σ3／4ε、＝0より，上式は

BishOPの式（4）と一致する．

3）Ladanyi4｝の式

　せん断面の仕事の式は一般に次式で与えられる．

　　σ14ε1十σ24ε2十σ34ε3＝4砺2十ゴ陽　　　　　　　　　　（6）

　ここに4購は内部摩擦に打ち勝つための仕事増分，

4肌は平均主応力砺によって生じる弾性的等方圧縮

による仕事増分である．Ladanyiは破壊時附近の応力

状態が碗一定の条件を満たせば，σηの変化による体積

ひずみ増分と4砿、はゼロになると仮定し次式を導い’

た．

　　　　　　　　　　　　　　　4εび　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）　　（σ1一σ，）．＝（σ一σ、）∫＋σ。∫

　　　　　　　　　　　　　き詑1一幽）

4＞Poorooshasb＆Roscoe5）の式

　PoorooshasbとRoscoeは供試体に加えられるエ

ネルギー増分狙はせん断変形のため消費されるエネ

ルギー増分4確と圧縮によって吸収されるエネルギ

ー増分4σの和式（8）で表わせるとし，応力と同じ次元

のパラメータ7＝4σ／4ε1を用いて三軸圧縮試験に

おけるエネルギー収支の考察からダイレイタンシー補

正式（9）を導いた．

　　狙＝4フ7十4σ　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　4ε。／4ε1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）　　（σ1一σ3）r＝（σ1一σ3）ノ十（σ7π一γ）

　　　　　　　　　　　　　　　1一参耐雄1）

なお上式においてせん馬下に体積が減少する場合には

7＝伽，せん断中に体積が増加する場合や砂の場合に

は7＝0としている．

5）Roscoe，　Schofield＆Thuraijah6）の式

　彼等は式（8）のゴσを供試体に貯えられる回復性の

弾性エネルギー増分であるとし，4σは作用応力の等

方成分の変化にのみ依存すると仮定して次式を与えた．

　　　　　κ・4σ。　　　　　　　（1①　　ゴσ＝
　　　　　1十ε

ここに2は間隙比，κは圧密試験における2－1ηρ膨潤

線の勾配である．またせん断変形のために消費される

エネルギー増分4Wは限界状態（critical　state）にお

ける応力比M＝（σ1一σ，）／砺を用い次式で表わされ

るとした．

　　4πz＝ルZσ加（4ε1－4εび／3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

（8），（10），（1D式と（σ一σ3）。＝4伊／（4ε一4ε．／3）で与え

られるとして，ダイレイタンシ一半正式として次式を

導いた．

　　　　　　　　　　　　　　　4εび　’（σ1一σ，）。＝（σ1一σ、）ノ＋σ濯

　　　　　　　　　　　　　　4ε1一÷4・・

　　　　　　　一1白縮1樂，／3　（12）

なおゴσ＝0とみなすと，式（12）はPoorooshasb＆

Roscoeの式（9）と一致する．

6）Newland＆AIIely7）の式

　せん断面の個々の土粒子の移動方向はせん断方向と

異なるとし，この違いを体積変化と関係づけて砂のせ

ん断強さに及ぼす体積変化の影響を論じた．破壊時に

おける個々の土粒子の平均的な移動方向とせん断方向

とのなす角をθ，砂の内部摩擦角をφ∫としたとき，σ2

＝σ3の三軸圧縮試験における主応力比を次式で表わ

した．

　　σ解団・・㎡（45・＋窒＋書）　．（13＞

また三軸圧縮試験における円柱供試体の変形性状を模
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式化し，

えた．

　　tanθ＝

その幾何学的考察よりtanθとして次式を与

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）
　　　　　1＋（4ε。／4ε1）＋（σlm、x／σ、）

φ／＝φ，のとき（13）式はダイレイタンシー補正式となる．

7）Rowe8）の式

　Roweは砂のせん断は粒子接触点に加えられた仕事

増分と外力に対してなされる仕事増分との比で定義さ

れるエネルギー増分比が最小となる条件のもとで起こ

ると仮定して，次式で表わされる最小エネルギー増分

比Emi。を求めた．

（4ε，／4ε1）σlmaxσ，

三一・・㎡（45．＋亀・）＝邸

ここにφ。は粒子間摩擦角である．

（15）

三軸圧縮試験に対する最小エネルギー増分比は次式

で与えられる．

　　酷一孟鴇ぬ一飾

（2）式を用いて（1⑤式を変形し次式を得た．

　　　　　　　　　　　σ1

（1⑤

　　σ，［1一（4ε。／4ε1）一（4ε，／4ε1）｛（σ、／σ、）一1｝］

　　一円一・・㎡（45．＋亀μ）　　　（17）

φμ＝φ。のとき上式はダイレイタンシー補正式となる．

3．相異なる三主応力下におけるダイレイタンシー補

　正式

　供試体に外力砺が作用し，ひずみ増分4εfゴを生じ

るとき，供試体が受けるエネルギー増分距は次式で

与えられる．

　　4E＝σび・4εガゴ＝∫ガゴ・4θガ十σ窺・4εo　　　　　　　　　　　（18）

ここに，砺，4ε。は平均有効主応力および体積ひずみ増

分，また，∫び，48ガゴは偏差応力テンソルおよび偏差ひ

ずみ増分テンソルであり，それぞれ次式で表わされる．

ここに，δfゴはクロネッカーのデルタで，次の関係が成

立する．

翻一
（2①

ひずみ増分は回復性の弾性成分と非回復な塑性成分と

に分けられるとすれば，

麟漁｝　　（2D

と表わせ，式（18）は次のように表わすことができる．

　　oE＝（σ寵・4ε三十s，ゴ・46乞）

　　　　十（σ鎚・4ε9十sび・4玉名）

　　　＝4E。＋4Eρ　　　　　　　　　　　　　（22）

式（22）において，慮，は構造骨格の弾性的圧縮によるエ

ネルギー増分，4Eρは粒子間のすべりに基づく非回復

なエネルギー増分とみなすことがでぎよう．式（19）と式

（22）より，4Epは次のように表わされる．

　　4Eρ＝Sfゴ・4θどプ十σ観・4εび一門召　　　　　　　　　　（23）

ここで，粒子間のすべりを引き起こす応力は偏差応力

であり，この応力s、ゴ，，は次式で表わされると仮定す

る．

　　Sfゴ，。＝4Eρ／4砺　　　　　　　　　　　　　（2の

それゆえ，式（23），（24＞より次式が得られる．

　　Sf∴　　r　　。　o西2fゴニSfゴ　　●　4∈≡～ごゴ十σ加　　●　4εひ一景θ　　　　　　　　　　　　　　（乞5）

砂の場合，破壊時においては弾性的変形は無視できる

ので，4Eθ＝0とみなすことができ，式％は次のように

表わされる．

　　εfゴ，r　・　4εfゴ＝sごゴ，∫・4efゴ→一σ加・4εo　　　　　　　　　　　（26）

中間主応力の相対的な大きさを表わす∂＝（σ2一σ，）／

（σ1一σ3）を用い，主応力軸と主ひずみ増分軸が一致す

るとし，それらの軸に関して∫ゴズ4砺の項を書き改

めると，

　　Sfゴ・4θf戸SIIぬ1＋S224召22＋S334θ33

　　　　　　＝｛（σ一σ、）＋S，3｝・ぬ1＋｛（σ，一σ，）＋S33｝

　　　　　　　・4622＋533・4θ33

　　　　　　＝（σ1一σ3）・4a1十（σ2一σ3）・4ρ22

　　　　　　＝（σ1一σ3）（4a1十∂　・4θ22）　　　　（27・　a）　．

　　　　　　一（σ2一σ3）（鰍÷・4・II）．（27・b）

式（27・a）を用いると，式（26）は次のように表わせる．

　　　　　　　　　　　　　　4εり　　（σ1一σ3）r＝（σ1一σ3）ノ十σ説　・

　　　　　　　　　　　　4ε11十δ・4ε22

　　　　　　＝（σ1一σ3）∫十

　　　　　　　　　（4ε，／4ε五）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2⑳　　σガ　　　　17き麟）＋6｛（4ε2／6ε1）一参麟）｝

　　　（4ε，／4ε1）一ぷ麟）＋制1一参麟）｝

式（28＞と式（29）より，σ3＝一定，∂＝（σ2一σ3）／（σ一σ3）＝一

定の三主応力制御試験におけるダイレイタンシー補正

式（27・b）を用いると

　　　　　　　　　　　　　　　4εか　　（σ2一σ3），＝（σ，一σ3レ＋σガ

　　　　　　　　　　　　伽＋÷・髭11

　　　　　　＝（σ2一σ3）∫十

　　　　　　　　　（轟／4ε1）
　σ加●

（29）
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Fig．1　0rientation　of　cross－anisotropic　specimen　relative　to（a）Cartesian　coordinate　system，

　　　　（b）Principal　stress　space，　and（c）Octahedral　plane
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した軸差応力（σ1一σ3）．，（σ2一σ3），の値を算定するこ

とができる．また，σ2＝σ3の通常の三軸圧縮試験（∂＝

0）の場合には，式㈱はFO（砂の場合）としたPoor－

ooshasb＆Roscoeの式（g）と一致する．

4．試験結果への適用と異方性砂の強度特性

　試験に用いた試料は粒径0．84～2．00mmの水洗い

した川砂である．粒子はやや長めで偏平な形状を有し

ており，その平均細長比は0．61である．供試体は7．6×

7．6×7。6cmの立方体で，純一1（a）に示すような堆積

面内で等方な二軸直交異方性をもつように作製された

密な供試体である（相対密度90～93％）．

　三主応力下における中間主応力σ，の相対的な大き

さを表わすために次の2つのパラメーターを用いる

（図一1’（b），（c）参照）．

　　δ＝（σ、一σ，）／（σ一σ，）　　　　　　　（3①

　　・・n・θ一語・（　　　　　σ〃一σzσエーσ〃）十（σエーσ竃）　（3D

θは応力径路を正八面体面に投影したとき，X軸から

反時計回りに測った角度である．δは正八面体面上の

θの各60度の放射状部分で定義されており，軸対称三

軸圧縮（σ，＝σ、）のとき0，軸対称三軸伸張（σ2＝σ1）の

とき1．0となる．なお，図一1を参照して，θに関して

次の3つの領域を定義しておく．

　領域1　：θ＝0。～60。（στ＝σ1，σy＝σ2，σ乙＝σ3）

　領域II：θ＝60．～120．（の＝σ1，①＝σ2，σz＝σ3）

　領域HI：θ＝120。～180。（の＝σ1，σz＝σ2，σエ＝σ3）

試験はσ3＝一定の三軸圧縮，平面ひずみ，およびδ＝

（σ2一σ、）／（σ一σ3）＝一定の三主応力制御試験であり，

いずれもひずみ制御方式の排水試験である．

　図一2は，∂＝0．00の三軸圧縮試験における応力・ひ

12

ρ

E

ミ8
堂

ざ

54

0

TRIAXIAL　COMPRESSION　TEST　〔b＝0．00）

4 」

σ5＝4．O　kg｛／cm2

FAlLURE
ぜ

2．0

」

4

4
1．0

1

1
0．5

ε1（％）

二

ω

一4

0

4

o　e＝0。

△　e＝120。

8 　　12
　　　　　の　

ε1（％⊃

4 8 12

Fig．2　Stress－strain　and　volume　change　char－

　　　　acteristics　obtained　in　triaxial　com

　　　　pression　tests　on　sand　with　cross－

　　　　anisotropic　fabric．

ずみ・体積変化曲線を示している．初期構造異方性の

影響を受けてθ＝0．（σエ〉碗＝σ、）とθ＝120．（の〉σ。＝

σエ）の試験ではすべての拘束圧力σ3においてその挙

動は異なり，ある軸差応力（σ一σ3）に対して，最大主

ひずみε1は粒子長軸に垂直な方向（θ＝0．）の場合が
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平行な場合（θ＝120）に比べてはるかに小さい．しか

し，ひずみが大きくなり破壊状態（ピーク応力状態）

に近づくにつれて，応力・ひずみ曲線はたがいに接近

する傾向にある．初期構造異方性の影響は体積変化特

性に対しても顕著に現われ，しかも応力の場合とは異

なり，ひずみが大きくなってもその影響はなくならな

い．月一3は，正八面体面上におけるθの各60Dの3つの

領域1，II，　IIIにおける破壊時の体積膨張の割合

一（4ε。／4ε1）／と6値との関係である．一（4ε．／4ε1）∫

の値はθの各領域において，中間主応力の大きさとと

もに単調に増加し，また，θの各領域問では一貫して領

域1，II，　IIIの順に大きい．このような破壊時におけ

る体積膨張率一（4ε。／4ε1）∫の値は，前述のダイレイ

タンシー補正式からも知られるように砂のせん断強さ

に関係す’るものである．

　二一4は，∂＝0．00の三回圧縮試験において，θ＝0．

とθ＝1200の試験における破壊時の主応力差（σ1

一σ3）ノの比で定義された強度比と拘束圧力σ3の関係

である．実線が実測値による強度比，破線が提案式（28）

を用いてダイレイタンシー補正された強度比を示して

おり，参考のために小田ら9｝による豊浦砂（細長比

0．605）の結果も示されている．体積変化に対して強度

の補正を行なえば，拘束圧力が小さい場合でも強度比

は1．0に近い値となり，初期構造異方性の影響はほぼ無

視しえると考えてよいであろう．なお，本実験と小田

1。6

　　　　e
　　　　　　　　　　　　　Cトー0　　　0　－60

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　む　　　　　　　む△p一△　　60　－120　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／

　　　　　　　　　　　　　　　　　／〈〉●・一く＞　1200－1800　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／

　　　　　　　　　　　　　　　　／
　　　　　　　　　　　　　　　〆／　　／≦〉

　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　ノコ
　　　　　　　　　　／／．〆／
　　　　　　　　　！ムノ　　　／！
　　　　　　／／／　　　　／・／’

　　　　　　／　　　　カ／
　　　　　ノ　　　　　　ノサ
　　　　ノ　　　　コノロ
＿、手1二／／

1．0

㌃

？

よ’
O．9

巨

＼
箪α8
φ

士

δ

し

b　　O．7

♂

／

ノジ1
　1○一・一一一一一一1

TOYOURA　SAND
lODA，1977｝

b＝o．00

トーOMEASURED
Cトー一QCORRECTED　FOR　VOLUME
　　　　　　　　　　　CHANGE

　　0　　　　　　1．0　　　　　2．0　　　　　3．0　　　　　4．0

　　　　　　　　α　｛kgf／cm2｝

Fig．4　Strength　ratio　for　triaxial　compression

　　　　tests　on　sand　with　cross－anisotropic

　　　　fabric．

1．2

磐

＞
　0．8署

丁

0．4

0

σ…＝1．O　kgf／Cm2

0 　0．2　　　　　0．4　　　　　0．6　　　　　0．8　　　　　1．O

　　　　　b＝｛σ皇一σ3｝／｛σトσ…｝

Rate　of　volume　change　at　failure

obtained　in　triaxial　compression　and

cubical　triaxial　tests　on　sand　with

cross－anisotropic　fabric．

　　50

9
三

　　45
も

当

窪40
く

z
g
l－　35
9
臣』

30

一MεASURED
一一一 bORRECTED　FOR　VOLUME
　　　　　　　　　　　CHANGE

　　　　　　　　　　PS
　　　　　　　　　lσ6二2．o
　　　　　　　　　　　　　kgf／cm2｝

ノ
　　　o　 e＝　　oo－600

　　　△　 e＝　　60％1200

　　　ロ　e＝120。＿180。

　　　σう＝1．O　kgf／cm2

Fig．3

　　　0　　　　　　　　　0．5　　　 ’　　　　1．O

　　　　　　b＝｛σ至一σ5｝／｛σ㌔一σも｝

Fig．5　　φ一b　diagram　for　cubical　triaxial　and

　　　　plane　strain　tests　on　sand　with　cross－

　　　　anisotropic　fabric．



240 相異なる三主応力下における砂のダイレイタンシー補正式

らの実験結果との相違は粒子の細長比の求め方にもよ

るが，破壊に至るまでのひずみが異なり，本実験によ

るそれが小田らの結果に比べてかなり大きいためと考

えられる．

　図一5は砂の強度を摩擦角φ＝sin｝1｛（σ一σ、）／（σ1

＋σ3）｝で表わし，θの各60．の3つの領域1，II，　IIIに対

してδ値との関係を示したものであり，実線が実測値，

破線が式㈱を用いてダイレイタンシー補正した値によ

るものである．なお，式（28）の適用に際して，一（4ε，／

4ε1）∫の値は図一3の結果を用い，4ε2／漉1の値は一

一6にその一例を示したε1～ε2関係図の破壊時のこ

う配を求めて用いた．θの3つの領域におけるφ～∂関

係の様子はダイレイタンシー補正に関係なくほぼ同じ

であるとみなせるが，あるδ値に対するφの値は，実測

値では初期構造異方性の影響を受けて，一貫して領域

1，II，　IIIの順に大きいが，ダイレイタンシー補正を

行なうとその差は小さくなり，大小関係が逆転する場

合もみられる．したがって，わ＝0．00の三軸圧縮試験の

場合と同様，相異なる三主応力下における試験におい

てもダイレイタンシー補正した強度は，実用上，初期

構造異方性の影響を受けないとみなしてもよいであろ

う．

5．ま　とめ

　せん断応力の作用によって生じるダイレイタンシー

は砂のせん断面さに大きく寄与し，その一回分をなし

ている．砂の強度成分のうちからダイレイタンシー成

分を取りだす，いわゆるダイレイタンシー補正式はこ

れまで軸対称（σ，＝σ3）の三軸圧縮試験あるいは直接

せん断試験に対してのみ提案され，中間主応力の影響

を取り入れた相異なる三主応力下の試験に対しては適

用できなかった．

　本文では，まず，既往の提案式を参考にし，エネル

ギー的考察に基づき，テンソル表示のダイレイタンシ

ー補正式を求めた．この式は相異なる三主応力下の試

験：に適用できる一般式であり，σ2＝σ3の軸対称三軸圧

縮試験の場合にはPoorooshasb＆Roscoeの式と一

致するものである．さらに，この式を構造異方性を有

する砂の三軸圧縮，平面ひずみ，および三主応力制御

試験結果に適用し，ダイレイタンシー補正された砂の

三次元強度は，実用上，初期構造異方性の影響を受け

ないとみなしてもよいことを明らかにした．
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