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矩形板の幾何学的非線形解析

崎山　毅＊・松田　浩＊
森田　千尋＊＊

Nonlinear　Geometric　Analysis　of　Rectangular　Plate

　　　　　　　　　　　　　by

Takeshi　SAKIYAMA＊，　Hiroshi　MATSUDA＊

　　　　　　and　Chihiro　MORITA＊＊

　　In　this　paper，　a　discrete　method　for　analyzing　the　problem　of　nonlinear　geometric　of　rectangu夏ar

plate　is　proposed．　The　solutions　for　partial　differential　equation　of　rectangular　plate　are　obtained　in

discrete　forms　by　applying　numerical　integration．

　　As　the　application　of　the　proposed　method，　nonlinear　geometric　of　rectangular　plate　with　four

types　of　boundary　conditions　are　c孕lculated・

1．序　言

　平板が横荷重を受けて大きくたわむ，いわゆる干た

わみ問題に対しては，有限変形理論によらなければな

らない．Th．　von　Karmanが，圧縮荷重を受ける矩形

板の座屈後の挙動について有名な論文を発表して以来，

平板の大たわみ問題については，数多くの優れた論文

が発表され，平板の幾何学的非線形問題に関する研究

が著しく進展を遂げた．

　しかしながら，これまでの研究では解析しやすい荷

重条件と境界条件を持つ等厚板が取り扱われており，

任意の荷重条件および境界条件を持つ変厚板に関する

研究は，ほとんど見受けられないようである．

　本文は，先に筆者らが提示した変厚矩形板の曲げ問

題に対する離散化手法を，任意の境界条件および荷重

条件を持つ変厚矩形板の幾何学的非線形問題の解析へ

拡張したものである．また，数値解析例として四辺固

定板，対辺単純支持他対辺固定板，および四辺単純支

持板の解析結果を示す．なお，微小たわみ問題の場合

は面外曲げのみの境界条件を考慮すればよかったが，

大たわみ問題を解析する場合は，面外曲げ変形と面内

変形に対する条件が必要となるため，面内変形の拘束

条件を区別した解析結果も併せて示す．

2．基礎微分方程式と離散的近似解

　矩形板のせん断力を（2。，Qκ，ねじりモーメントを

ルfxy，曲げモーメントをル1ン，ルτκ，たわみ角をθy，θκ，

たわみをωとすれば，板の横荷重のほかに板の中央面

に作用する面内力1脇。，瓦，蕊を受けた場合の，せん

断変形の影響を考慮した矩形板の曲げに関する基礎微

分方程式は式（1．a）～（1．h）のようになる．
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　また，板の中央面上のκ，y方向の面内変位成分を

π，θとすれば，面内力！㌦，1馬，鍛との間には次の

ような関係がある．

　　　讐＋∂画一・　　（2・a）

誓＋∂診一・

讐＋・蕃＋吉｛（讐ア
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（2．b）

（2．c）

（2．d）
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ここに，σ＝σ（κ，y）：横荷重強度，　E：』 e性係数，

　　　　G＝E／2（1＋の：せん断弾性係数，

　　　　レ：ポアソン比，海＝雇κ，y）：板厚，

　　　　κ竃5／6：せん断修正係数，

　　　　D＝D（κ，y）＝翫3／【12（1一レ2）］：板の曲げ

　　　　剛度，

　　　　F＝F（κ，y）＝E〃（1一レ2）：板の伸び剛度，

次の無次元量，

　　　　X1＝α2Q。／［0。（1一レ2）］，

　　　　X2＝α2Q．／［D。（1一レ2）］，

　　　　λ急窩α払。／［0。（1一レ2）］，

　　　　X≧＝α〃．／［D。（1一レ2）］，

　　　　♪（』＝　α1匠x／［Do（1一レ2）］，　X』＝・θy，

　　　　渇＝　θκ，　＆＝　ω／α，

　　　　η篇郵α，ζ＝錫α，α，δ：矩形板の縦横の辺

　　　　長，

　　　　μ＝扉α，伽：基準板厚，σ。：基準荷重強度，

　　　　1）。＝Eぬ。3／［12（1一レ2）］：基準板曲げ丁度

を用いて式（1．a）～（1．h）を無次元化後，微分方程

式の積分方程式への変換と積分方程式の近似解法の応

用とにより，任意と）離散点砿ノ）における離散解

X鼠ρ＝1～8）は次のように整理される．

　　　　　　　　　ゴ　　　X防＝Σ｛Σβf盈、4ρご［X¢々。一一X爾（1一δぬピ）】

　　　　　　亡＝1々盆0

　　　　　　　ゴ　　　　　　＋Σβゴβρ亡［Xま。rX‘“（1一δの）］

　　　　　　　4＝0

　　　　　　　ガ　ゴ　　　　　　＋ΣΣβ液β52C働2X齪（1一δ々ゴδの）｝

　　　　　　　々＝02＝O

　　　　　　　f　ゴ　　　　　　一ΣΣβ繭β，4ん、ずた2
　　　　　　　々＝04＝0

同様にして次の無次元量，

　　　x6識”／α，　xlo＝㍑／α，

　　　x11＝α2、Mゆ／［D。（1一レ2）］，

　　　X12＝α2ムら／［D。（1一レ2）］，

　　　X13＝α2ハ研Z）。（1一レ2）】，

（3．a）

を式（2．a）～（2．e）に導入すると，任意の離散点（ゴ，

ノ）における離散解X》が（ρ＝9～13）は次のように整理

される．

　　　　　　ユ　　　ご
　　　X沁＝Σ｛Σβfたんご［X直々。一X尉（1一δ々ゴ）】

　　　　　　f＝9　た謹0

　　　　　　　ゴ　　　　　　＋Σβノβρ‘［X‘。，一X鼠1一δ〃）］

　　　　　　　‘＝0

　　　　　　　ご　ゴ　　　　　　＋ΣΣβゴ々β，4Cρ配X齪（1一δ々fδの）｝

　　　　　　　た＝02＝O

　　　　　　　f　’　　　　　＿
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．b）

　　　　　　　　　　　　σ鯉，ノ〉岬：Appendix　I

　≧ころで，領域D，ノ］を最小領域［1，1】から始めて，

順次領域を拡大しつつ，各領域の主要点の諸量X沁を

式（3．a），（3．　b）より求め，これを次の領域の内部

従属点の諸量Xρ々4として式（3．a），（3．b）の右辺に

逐次代入していけば，各領域の内部従属点の諸量はす

べて消去され，結局，1任意の領域［ゴ，刀の主要点（z，ノ）

における野曝X莇はらこの領域の境界従属点（々，0），

（0，のにおける年譜Xr々。（γ＝1，3，4，6，7，8），　Xso4（s＝

2，3，5，6，7，8），およびXl々。（’＝9，10，11，12），　X。08（π

＝9，10，11，13）のみによって表わされることになり，

　　　　　　一ΣΣβf々β541＞岬
　　　　　　　盈＝02置0

ここ｝こ，　ゴ＝1，2，。・・，〃z，　ノ＝＝1，2，・・。，η

　　　β曲＝＝αf々／〃z，　β，4＝偽2／％

　　　一｛1511；1：1

　　　一躍：1：1；

　　　δが：Kronecker’s　delta

　　　／qψご，　Bρε，　　Cρ鋭4，



次式のように整理される．

　　　　　　　ゴ
X島＝Σ（Σα1ρ融dX。ぬ。
　　　d＝1　々＝0

　　　　ゴ　　　＋Σ∂1ρガ4dX』。8）＋σ、ρむ

　　　　4冨0

　　　る　　　ご
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（4．a）

（4．b）

　　　　α2ρ轍d，δ2ρが4d，σ2ρが：ApPendix　II

　この式（4．a），（4．b）中に含まれる境界従属点の

6個ずつの諸量X。々。，X。。，，および4個ずつの諸量

X薩。，X躍は，いわゆる積分定数であり，境界条件に

よって決定されるべきものである．また，任意の領域

レ，刀の主要点における諸量X画を，この領域の境界

従属点における諸書X：伽，X』。バご関係づける係数

α1鰍4，∂1雌d，4、燭，およびX‘々。，X、。4に関係づける

係数伽融d，δ2ρ鰯，σ2燭は，伝達マトリックス法にお

ける格問伝達マトリックスに相当するものである．

3．積分定数と境界条件

基礎微分方程式（1．a）～（1．h）および（2．　a）
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～（2．e）の近似解（4．a），（4．b）に含まれる積分定

数X。々・，X。04，およびX柵，　X“。‘は，具体的には，そ

れぞれ平板のy・＝0，κ＝0なる辺上における断面力

および変形を表わす．各等分触点において合計10個ず

つの積分定数が存在するが，平板の境界辺の支持条件

に応じて，これらの中のいずれか5個の積分定数は，

はじめから既知である．残りの5個の未知なる積分定

数は，κ＝α，y＝∂の各辺の境界条件によって決定さ

れる．

　Fig．1（1）～（4）に，各々，四辺固定板，対辺単純支持

他対辺固定板（ピン支持），四辺単純支持板（ピン支持

およびローラー支持）の左右および上下の2軸対称性

を持つ平板の1／4部分を対象とした積分定数ど境界条

件を示している．上図において，隅角点における積分

定数および境界条件は，〔＝コで囲まれている．な

郭，隅角点における積分定数および境界条件は，その

隅角点において2境界辺上での諸量間の関係を考慮し

て定められる．

4．数値計算法

　平板のたわみ量が板厚に近い大きさになると面内力

がたわみの影響を受けて変化し，またそれらの面内力

はたわみに影響を与えるため，たわみと面内力とは連

立させて求めなければならない．従って，これらのこ
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とを考慮して，次の計算手順により矩形板の幾何学的

非線形解析を行った．

　（a）まず，面内力1㌦，！協，2職を零として式（1．

　　a）～（1．h）を解く．

　（b）（a）で解かれた断面力により∂ω／∂κ，∂酬∂yの値

　　を式（1．g），（1．h）より求め，式（2．　a）

　　～（2．e）を解く．

　（c）（b）で解かれた面内力を用いて，式（1．a）

　　～（1．h）を解く．

以上の繰り返し計算を，たわみωが収束するまで行

う．なお収束条件はS－1回目の中央点のたわみを

ωc，ε一1とすると，

ω…一1一躍…i〈10一・

としている．

ZθC，3

5．解析結果

　数値解析は，1辺α＝100cm，板厚乃＝0．2cm，弾性

係数E＝2×106㎏／c㎡，ポアソン比レ＝0．3の正方形

板に，等分布荷重が満載される場合の幾何学的非線形

解析を行った．

　（1）四辺固定（CCCC）正：方形板

　Fig．2に分割数を増加させた場合の中央点のたわみ

に関する荷重～変位曲線を示す．▲印は分割数〃z＝4

の場合，●印は分割数目＝6の場合の解析結果であ

る．また，破線は川井ら2）により有限要素法を用いて得

られた結果，一点鎖線はWay3）によりエネルギー法を

用いて得られた結果，および，二点鎖線は大賀ら4）によ

りFinite　Element－Transfer　Matrix　methodを用い

て得られた結果を示しており，分割数を増加するとと

もにこれらの解析結果に近づくのがわかる．

　Fig．3に分割数吻＝6の場合の中央点の圧縮応力，

引張応力および膜応力に関する荷重～応力曲線を示す．

破線は川井ら2）により有限要素法を用いて得られた結

果であり，ほぼ一致した曲線が得られている．

　（2）対辺単純支持他対辺固定（SCSC）正方形板

　Fig．4に分割数〃z＝6の場合の中央点のたわみに

関する荷重～変位曲線を示す．図中の破線はBerger5）

により得られた結果であり，四辺固定板の場合と同程
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　　Fig．5　Load－Deflection　Curves　for　Simply　Supported　Square　Plate．

度のずれの解析結果が得られている．

　（3）四辺単純支持（SSSS）正方形板

　Fig。5に分割数勉＝6の場合の中央点のたわみに

関する荷重～変位曲線を示す．四辺単純支持の場合は，

面内変形に対する境界条件がピン支持とローラー支持

の2種類あり，それぞれの場合についての解析結果を

示してある．図中の破線はBerger5）によりピセ支持の

場合について得られた結果であり，ほぼ一致した解析

結果が得られている．

6．結語
　本論文は，先に提示した変厚矩形板の曲げ解法の，

大たわみ問題への応用性を検証し，種々の境界条件を

有する矩形板の幾何学的非線形解析を行い，その挙動

特性を明らかにしたものである．数値解析の結果から，

本解析法による数値解は，他解法による数値解にほぼ

一致し，また，比較的粗い分割数による解析において

も実用上十分な精度を持つ解が得られることなどが確

認され，本解析法の妥当性が検証された．今後，材料

非線形性も含めた複合非線形問題への本解析法の適用

も行う予定である．

［Appendix　I］

Aρ1＝　γρ1　ノ生ρ2＝0　　／1ρ3＝　γρ2　　ノ生ρ4＝　γρ3

／4ρ5＝0　　／4ρ6＝　γρ1λン十レγρ4十γρ5

ノ敷ρ7＝　γρ1λκy十γρ6　　／4ρ8漏0

ノ生ρ9＝　2ノγρ11十γρ12　　ノ窪ρ10＝　γρ13

／4ρ11篇　γρ9　　／1ρ12＝　γρlo　　／1ρ13＝＝0

βρ1＝O　Bρ2＝μγρl　Bρ3＝μγρ3　Bρ4＝O

Bρ，一μγρ、Bρ、一μ（γρ1葡＋γρ、）

Bρ7＝μ（γρ1λ渥十γρ4十レγρ5）　βρ8＝γρ7

Bρ9＝・μγρ13　Bρ10＝μ（γρ11十レγρ12）

Bρ11＝μγρ10　Bρ12＝O　Bρ13＝μγρ9

C♪1鯉＝μ（γρ3十魚〃ρ8）　Cρ2配＝μγρ2十κ鯉γρ7

Cρ3雇＝1雇γρ6　　Cρ4配＝1ゐ4γρ5　　Cρ5雇＝1配γρ4

Cρ6々4＝一μγρ8Cρ7ゐ4＝一γρ7　Cρ8々2・＝O

Cρg鯉＝＝O　Cρ10々2ニO　Cρ11鯉＝2μL々4γρ13／（1一ソ）

Cρ12鯉＝μL々〃ρ12　Cρ13解＝μ乙ん〃ρ11
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ρ11＝．βゴゴ　ρ12＝＝μβガ　ρ16＝＝μλκyβガ＋んβだ

ρ17＝λWβだ＋μλκβガ　ρ22＝一μβガ　ρ23・＝β甜

ρ25＝μβ万　ρ3、＝ニーμβガ　ρ33＝・μβガ　ρ34＝βだ

ρ45罵一1ガβδ　ρ46＝レβだ　ρ47＝μβガ　　ρ54ニニー1δβが

ρ56＝βだ　ρ57＝レμβガ　ρ63＝一1ガβむ　ρ66＝μβだ

ρ67＝βガ　　ρ72＝一K右βび　ρ77＝＝βガ　ρ78ニ＝βガ

ρ8、＝＝一μKガβガ　ρ86＝μβが　ρ88＝・βだ　ρ9・1＝βだ

ρ913＝・μ々ガ　　ρ1・11＝＝μβガ　　ρ1・12＝βだ　ρ119＝＝レβゴf

ρ111。＝μβガ　ρ、、13篇一μしがβヴ　ρ129＝βだ

ρ121・＝レμβガ　　ρ1212＝一μ乙ガβガ　ρ139＝μβガ

ρ131。ニβぎε　ρ13、1＝一2μしむβ♂（1一レ）

βガ＝βごf・βガ

　　　［γρ亡］＝［ρψ］一1

　（ρ＝・1～8，　’：＝1～80rρ＝9～13，　’＝9～13）

碗＝μ々1σ、、々。，々1－4。α3／［D。（1一ソ2）1

2▽ρ解＝μ｛肱々～（レγρ3十γρ4）十ワフiy々～（γP3十レγρ4）｝／2

　　　十μレレ比々4毘y々’γρ5

肱＝∂ω鰍，晒＝∂ω／∂y

ん一μ（1一レ2）（耐妬）3，1が＝2μ（1＋レ）（乃。伽）3

Kが＝勘。3／（12κGα2㈲，しが＝（1「レ2）乃。3／（12α2㈲

λ。，＝一ハ辰，α2／［D。（1一レ2）］，ん＝一助α2／［D。（1一レ2）1

λκ＝一蕊α2／［Do（1一レ2）］

［Appendix　II］

　　　　　　　ゴ
α、働4ニΣ｛ΣβがAρ¢［α1げ。ぬ4一α1鰍4（1一iレf）］

　　　　ま富1∫＝0

　　　　　ゴ　　　　＋ΣβgBρ‘［伽。、、r伽9、4（1一δ、ゴ）｝

　　　　　9＝0

　　　　　ゴ　ゴ　　　　＋ΣΣβガβ，gCρ胸α、埆海d（1一δノfδ9ゴ）｝

　　　　　ノ＝09＝0

　　　　　　　　ピ
61鰍d＝Σ｛Σβゴプ、、∠1ρピ［、う重ヴ。盈ゴーピう1む7偽4（1一（聾ご）］

　　　　ご＝1ノ＝0

　　　　　ゴ　　　　＋Σβ，gBρ‘［∂1‘09層一δ1掬々d（1一δ9ゴ）］

　　　　　9マ。．

　　　　　じ　　ヨ　　　　＋ΣΣβ鉱βゴgCρ胸わ1轍d（1一餌ピδ9ゴ）｝

　　　　　ノ＝09＝0

　　　　　　ゴσ1ρガ・＝Σ】｛Σβザん‘［σ1げ。一σ、雛（1一｛聾f）］

　　　亡＝1ノ＝0

　　　　ゴ　　　＋Σβ，gBρ直［σ1‘09一σ吻（1一δω）］

　　　　9マ。．

　　　　　ぽ　　ノ　　　＋ΣΣβガβ，。Cρ胸α鞠（1一蝕δ9ゴ）｝

　　　　ノτ0『0

　　　　　じ　　ヨ
　　　一ΣΣβザβ，9、4ρ14ヵ
　　　　ノ＝09＝0

　　　　　ヨ　　ど
α2鰍d＝Σ｛Σβ醒4ρ‘［02げ。妃一σ2鰍d（1一㌦）］

　　　　f＝9∫幕0

　　．．＋重β、B，緬。9、。一。、、、。、。（1一δ9ゴ）］

　　　　　910’

　　　　＋ΣΣβザβゴgCρ埆α2埆々d（1一㌦δ9，）｝

　　　　　ノ＝09＝0

　　　　　ヨ　　ゴ
δ・…一

E｛　ニΣβ解4ρ‘［ろ2げ。々4一δ2鰍4（1一㌦∫＝0）］

　　　　　ゴ　　　　＋Σβ，gBρご［δ2‘09々d一∂2だ9々d（1一δ9ゴ）｝

　　　　　9＝0

　　　　　ガ　ゴ　　　　＋ΣΣβがβgCρ胸δ2撒d（1一（㌦δ9ゴ）｝

　　　　　ノ＝09＝0

　　　ユ　　　ピ
σ2ρが＝Σ｛Σβ解4ρ亡［σ2げ。一92雛（1一δ：プピ）］

　　　亡＝9ノ嵩0

　　　　　ゴ　　　＋Σ＆gBρ‘［σ2‘。9一σ2だg（1一δ9ゴ）］

　　　　9＝0

　　　　　ピ　ゴ　　　＋ΣΣβザβゴgCρげ9σ2埆（1一（シごδ9ゴ）｝

　　　　ノ＝09＝0．

　　　　　ご　ゴ　　　　　　
　　　一ΣΣβザβ，91＞㈱
　　　　∫＝09＝0
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