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熱勾配をもつ先端弾性支持変断面片持ちばりの動的安定性

高橋　和雄＊・其田　智洋＊＊
小西　保則＊

Parametric　Instability　of　a　Non－uniform　Beam　with　Thermal

　　　　　　　　　　Gradient　and　Elastic　End　Support

　　　　　　　　　　　　　by

Kazuo　TAKAHASHI＊，　Tomohiro　SONODA＊＊
　　　　　　and　Yasunori　KONISHI＊

　The　dynamic　stability　of　a　non－uniform　beam　with　thermal　gradient　and　elastic　end　support　subjected

to　a　pulsating　axial　Ioad　is　analysed．

An　exact　analytical　approach　to　the　parametric　dynamic　systelns　govemed　by　Mathieu　equatio垣s

presented．

　The　vibration　and　buckling　properties　for　themlal　gradient　and　end　support　stiffness　are　examined．

Thereafter，　dynamic　unstable　regions　are　obtained　under　various　thermal　gradient　and　end　sllpport　stiff－

ness　and　compared　with　the　previous　solution．

1．まえがき

　柔軟宇宙構造物のダイナミックスが最近議論される

ようになってきている。柔軟なゆえに推進力などによ

ってダイバージェンスやフラッターなどの動的不安定

が起こるおそれがある。また，原子力工学，宇宙工学

などにおいては，温度が弾性定数に与える影響も重要

になってきている。したがって，熱の影響を考慮した

構造部材の動的安定性を把握しておくことが，柔軟宇

宙構造物の制振対策を考えるときに必要である。この
　　　　　　　　　　　　　　　のような研究の第一歩として，Karらは線形的な熱勾

配をもつ先端でバネ支持された変断面片持ちばりの動

的安定性を明らかにしている。しかし，不安定領域の
　　　　　　　　　エ
解法としてBolotinの近似解法を用いているために，

すべての不安定領域を求めているわけではない。

　Bolotinの方法で得られる不安定領域は単純共振の

みが求められる。単純共振に加えて，動的安定問題で

は，結合共振が重要な場合もある。そこで，本研究で
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　う
は，著者らが提案しているより厳密解に近い方法・を

用いて，同じ問題を解析するものである。解法を示し

た後，数値解析において，熱勾配をもつ先端弾性支持

変断ばりの固有振動特性，座屈特性および動的不安定
　　　　　　　　　　の領域を明らかにし，Karらの解と比較する。

2．基礎式および解法

　先端で周期的軸方向荷重P（’）＝PO＋君COSω’を受

ける長さ方向に線形的に変化する長方形断面をもつ先

端弾性支持の片持ちばりの一般図をFig．1に示す。

また，長さ方向に一様な温度勾配（定常温度分布）を
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Fig．1　Geometry　and　configuation　of　the　system．

もつ。はりの任意点のたわみ”，ヤング率E（κ），断面

2次モーメント1（κ），断面積孟（κ），密度ρとすれば，

Bernoulli－Eulerばりの理論に基づくはりの運動方程

式および境界条件は次のように与えられる。

　運動方程式＝

　　Lω）一瞬［Eω・（・）肇］＋P（’）肇

　　　＋ρ孟ω肇一・

境界条件：

　　　　　　　　∂ωω，
　ω（0，∫）＝0，
　　　　　　　　　　∂κ

　　　　　　∂2ω

の

　＝0，

［Eω1（・）7］1属一・・

（1）

（2）

　　｛姦［E（・）・（・）肇］＋P（の二一瓦ω｝悦一・

　上式をはりの長さL，自由端の断面（δ1，み1）とヤ

ング率E1および横波の伝播速度。を用いて無次元化

すると，次式が得られる

L（η）一
驕ms（ξ）T（ξ）肇］＋ρ（・）肇

　　＋魏（ξ）纂一・

　　　　　　　∂η（0，τ）
η（0，τ）＝0，　　　　　　　　　　　　＝0，
　　　　　　　　　∂ξ

（3）

β一舞ρ・一葦1チ1・喝一｛鰐・

　　ノ1（ξ）＝ノ11〃z（ξ），E（ξ）＝E11τ（ξ），

　　1（ξ）＝11S（ξ），　P（τ）＝（α＋βCOSωτ）P＊

　式（3）の一般解を次のように仮定する。

　　　　　　　れ　　η（ξ，τ）＝Σノレ（τ）η7（ξ）　　　　　　　　　　　　（5）

　　　　　　アコ　
　ここに，ノXτ）：未知の時間関数，η，（ξ）：境界条件を

満足する座標関数。

　式（5）の座標関数として，本論文ではβ＝0のとき

のはりの固有振動形を用いる［Appendix　A］。

　η7（ξ）＝＝Σα多｛1－cos（2ブー1）πξ12｝

　　　　ゴコユ
ここに，α∫：定数

式（3）にGalerkin法を適用すると，

∫。’L（η）孔4η一・

ここに，s＝1，2…．

式（7）の積分を実行し，行列表示すれば，

（6）

（7）

翁忌］ぴ（τ）｝＋（［幻一αグ［三一βφ＊［E］COSのτ）

ぴ（τ）｝＝｛0｝ （8）

ここに嘱一∫。’彿（ξ）幽（ξ）4ξ・

　　　　馬一∫。1s（ξ）T（ξ〉・・（ξ）防（ξ）4ξ・

　　　　馬一∫。1η1（ξ）房（ξ）4ξ・

　　　　1～ガ＝ηゴ（1）　ηゴ（1），

　　　　［K］＝［E］＋κ，［1～コ

ロ14］の逆行列を式（8）に掛けると，

　ロ］｛プ（τ）｝＋（［且］一ψ＊［B］一βψ寧［β］cosのτ）

　　｛プ（τ）｝＝｛0｝　　　　　　　　　　　　　　　（9）

ここに，［孟］＝［瑚一1［K］，［B］＝［M］一1［1田

3．動的安定解析

　式（9）は連立のMathieuの方程式であり，その一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
般解は次のように仮定することができる。

ぴ（・）｝一・・｛÷6・＋呂（α・si・々の・＋ゐ・c・・々の・）｝（1・）

　ここに，え：未定定数，60，αb6ゐ：未知のベクトル。
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　式（10）を式（9）に代入して，調和バランス法を適用

すれば，未知のベクトルを求めるための同次方程式が

得られる。

　　（ロ］え2＋［五］一げ［β］）δ。一βρ＊［β］61＝｛0｝

　　2｛くλ2一ゐ2の2）　［1］十［五］一コ口＊［B］｝α々一4λ々の

　　ゐ々一β1ク寧［B］（α々＋1＋αゐ＿1）　：＝　　｛0｝　　　　　　　　　　（11）

　　4え々の［1］α々一ト2｛（λ2一た2～02）　［1ユ十［4］一

　　ψ＊［．B］｝6々一βρ串［B］（6ゐ＋1＋6ゐ一1）＝｛0｝

　上式の級数を有限項＠＝バリで打ち切れば，次のよ

うに行列表示される。

　　［D］｛X｝＝｛0｝　　　　　　　　　　　　（12）

　ここに，［D］：係数行列｛（22V＋1）×（22V＋1）｝，

　　　　　｛X｝＝｛ゐ06162…6Nα1α2…婦丁

　係数行列［Dコは，λ0（定数），λ1，λ2のべき項で展

開できる。すなわち，

　　［D］＝口匠。］一え［ルf1］一λ2［1匠2］　　　（13）

　ここに，［ル「o］，［ルfl］，　M2］：2の0次，1次，

2次の係数行列。

　いま，｛r｝二対X｝なる新しいベクトルを導入すれ

ば，式（12）は2倍サイズの固有値問題に変換される。

　　［0］　　　　　［Z］

口匠2］一1口匠。］一［M2］一1［Ml］

｛鶉一え｛鶉（r4）

　ここに，［0コ，［1］：［Mo］，［M1］，［ルf2］と同じ

大きさの零行列，単位行列

　式（14）は一般に非対称行列であり，複素固有値問題

に帰着される。

4．計算パラメーター

回持ちばりの断面は幅6，高さ乃の長方形断面で，

長さ方向に直線的に変化するものとする。

　　δ＝∂1　［1＋α＊（1一ξ）］　　　　　　　　　　　　（15）

　　1診＝み1　［1＋β串（1一ξ）］

　ここに，α＊，β＊：変断面パラメーター

　このとき・質量と断面2次モーメントの分布関数は
　　　　　　　　　の次のように表される。

　　〃2（ξ）＝［1’＋α＊（1一ξ）］［1＋β＊（1一ξ）］，

　　S（ξ）＝［1＋α＊（1一ξ）］［1＋β率（1一ξ）］3　（16）

　温度は自由端を基準として，線形的に変化するもの

とする。すなわち，ψ＝ψ1（1一ξ）。このとき，ヤン

　　　　　　　　　　　　　　　リグ率の変化は次のように表される。

　　E（ξ）＝EIT（ξ）

　　T（ξ）＝［1一δ（1　一ξ）］，　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

　ここに，δ：温度パラメーター

　この他に，式（3），（4）で示したような無次元パラ

メーターが本論で用いられる。

　　κe：バネパラメーター

　　α：初期荷重

　　β：変動荷重の振幅

　　の：励振振動数

　荷重および振動数を無次元化する変断面ばりの1次

の座屈荷重角および固有振動数ω1は式（9）を用いて

求めることができる［Appendix　A，　B］。

5．固有振動特性

　本研究では片持ちばりの座屈波形を重ねあわせて，

固有振動解析を行っている。本解法の有用性を確かめ

るために，一様断面の片持ちばり（κ、＝0）および一

端固定，他端ヒンジばり（κ，＝。。）の1次から3次ま

での固有値を求めるとゴTable　1の結果を得る。これ

らより，いずれも1％以下の精度で一致しており，振

動解析に使用できることがわかる。

Table　l　Comparison　of　the　present　solution　with

　　　　　the　exact　solution：α喉＝2．0，　β零＝＝1．0，　α

　　　　　＝0．0，　andδ＝0．0．

（a）C㎞ped一丘ee　b㎜

1st 2nd 3rd

present　solution

・・≠モ煤@solution

1．8751

P．8751

4．6949

S．6941

7．8579

V．8547

（b）　Clamped－simply　supported　beam

1st 2nd 3rd

present　solution

・・≠モ煤@solution

3．9270

R．9266

7．0710

V．0686

10．2174

P0．2102

　Fig．2は静的軸力が作用しない（α＝o）の先端弾

性支持（κ，＝1000）の変断面片持ちばり（α＊＝2．0，

β＊＝1．0）について，1次から3次までの固有振動数

ω1の収束状況を示したものである。温度勾配がない

場合（δ＝0）とある場合（δ＝0．8）に分けて表示し

てあるが，いずれの場合も収束は良好で，3次振動ま

でを対象とすれば6項程度採用すれば十分である。本

論文の数値計算にはN＝10を用いることにする。

　Fig．3は1次から3次までの固有振動数ω1と温度

勾配δとの関係を無次元バネ定数喝をパラメーター

に表示したものである。温度勾配δが大きくなれば，

固有振動数は減少し，その傾向は高次ほど顕著になる。

バネの効果は，振動数を高めるが，高次振動になるほ

ど，大きなバネを入れないと効かないことが指摘でき
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Fig．2　Convergence　of　natural　frequencies：α串＝
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る。Fig．4にん，＝o，100，　loooの場合（δ＝o）の固有

振動形の変化を示す。バネの効果は，自由端の変化を

小さくするが，高次振動になるにつれて，剛性の大き

いバネを用いないと効果がないことがわかる。
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Fig．3　Relation　between　natural　frequencyω1　and

　　　　the㎜al　graαient　parameterδfor　three

　　　　values　of　end　supPort　stiffnessκθ’α＊＝2．O

　　　　andβ＊＝1．0．

6．座屈解析

　座屈特性を明らかにするにあたって，解の収束状況

を明らかにする。Fig，5は熱勾配をもつ先端弾性支

持の変断面片持ちばりの座屈固有値遊と項数Nの関

係である。座屈解析の場合の収束は，Fig．5に示し

た振動解析の場合の収束よりも遅くなる。δ・＝0．8，κ，

＝1000の場合の3次の座屈固有値はN＝10項程度必

要である。文献1）の論文ではN＝5の5項近似を

採用しているために，3次の座屈固有値にはかなりの
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Fig．5　　Convergence　of　buckling　loads：α寧＝2．Oand

　　　　β＊＝1．0．
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誤差が含まれていることがわかる。本論文では，10項

近似解（N＝10）を用いて座屈解析を行う。

　Fig．6は，座屈荷重遊と温度勾配δとの関係をプ

ロットした結果である。温度勾配が大きくなると，座

屈荷重が低下し，この割合は高次ほど大きくなる。ま

た，バネの存在は，座屈荷重を増加させるが，その影

響は高次ほど効いてくる。

600

する。すなわち，

　　の＝2ω幽　　　　　付近に生ずる単純共振（18）

　　の＝（ωf十（吻）茄　　付近に生ずる結合共振

　ここに，々＝1，2，・・

　　　ゐ＝1：主不安定領域

　　　ん≧2：副不安定領域
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Fig．6　Relation　between　buckling　load遊　and

　　　　thermal　gradient　parameterδfor　three

　　　　values　of　end　supPort　stiffnessκ，’α＊＝・2．O

　　　　andβ＊＝1．0．

7．動的不安定領域

　（正）動的不安定領域

　式（6）において，係数行列式［B］は次のように表さ

れる。

1．0

β

0．8

0．6

0．4

，0．2

　（2）動的不安定領域

　Fig．7は3次振動まで考慮にした温度勾配がない

変断面片持ちばり（α』2．0，β＊＝1．0，δ＝0．0，妬

＝0，α＝0．5）の不安定領域である。Table　2にこの

はりの固有振動数および座屈荷重を示している。図無

の縦軸は変動軸力の振幅βを，横軸は（α＝0．0，δ＝0．

0，κ，＝0）の変断面片持ちばりの1次振動の固有円

振動数で無次元化した励振振動数のである。，図中の

右上がりの斜線部が単純共振2ω，〃の不安定領域で

ある。一方，右下がりの斜線部が結合共振の不安定領

域を意味する。単純共振ゐコ2の副（第2）不安定領

域が得られている。結合共振はゐ＝1の主不安定領域

のみが得られている。図に示すように，文献1）では

求められていない結合共振の主不安定領域と単純共振

の副不安定領域が存在する。これらのうち，単純共振

の副不安定領域はその幅が狭く，重要でないと考えら

2ω1

．i！

ω1＋ω2　　　2ω2　　　ω1＋ω3　　　ω2＋ω3

…！際
（17）

　ここで，砺≠0，妬≠0，

　　　　　傷と砺は同符号

　つまり，：本題の不安定領域には，主対角線要素から

現われる単純共振と，非対角線要素から現われる結合

共振が同時に含まれる。また，非対角線要素の傷と

外が同符号であるから，和型の結合共振のみが存在

2ω3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω
Fig，7　UnStable　regions　for　the　beam：α寧＝2．0，β寧

　　　　＝1．0，　α＝0．5，δニ0．Oandκθ＝0．

Table　2　Natural　frequencyω1and　buckling　load　p腹：

　　　　α＊＝＝2．0，β＊＝＝LO，α＝0．5，δ＝0．Oand妬

　　　　＝0．0．

κ8 0 0 1000

α 0．0 0．5 0．5

ω1

ﾖ2

ﾖ3

1．0

R，970

X，664

0，625

R，215

W，328

正，878

U，056

P1，155

ωo 10，236

凸 21．753908
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1．0

β

0．8

0．6

0。4

0．2

2ω1 2ω2　ω1＋ω3

0 4 8 12 16　　　ω　　20

Fig．8　Unstable　regions　for　the　beam：α＊＝2．0，β＊

　　　　＝1．0，α＝0．5，δ＝0．Oandκθ＝1000．

れる。しかし，結合共振の主不安定領域の幅は単純共

振の主不安定領域の値と同程度である。したがって，

結合共振を無視して，本題の構造部材の動的不安定領

域を議論することはできない。つまり，文献1）の単

純共振のみ求める方法では不十分である。

　Fig．8は，バネ定数（κ，＝1000）を変えたときの不

安定領域である。また，バネ定数κ，の影響は，振動

数および座屈荷重を増大させるので，不安定領域は，

高い振動数側へ移動し，その幅は狭くなる。温度勾配

δは振動数および座屈荷重を低下させるので，不安定

領域は低い振動数側へ移動し，その幅が広くなる。こ

れらの影響を把握するために，β＝1．0における不安

定領域の変化を温度勾配δおよびバネ定数κ、をパラ

メーターに示せば，Fig．9，10およびllの結果を得る。

　Fig．9のように，バネがない場合には，不安定領

域には温度勾配の影響を著しく受ける。しかし，

Fig．10のバネがある場合には，不安定領域は，温度

勾配δの影響を受けなくなる。また，Fig．11のように，

バネの剛性（κ、）が，増大すると，不安定領域は狭くなる。
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ω1十ω3
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ω1十ω2

2ω1

　　　0　　　　　　　　　0●4　　　δ　　　　0．8

Fig．9　Vahation　of　ullstable　regions　with　thと㎜al

　　　　gradientδ：α＊＝2，0，　β率＝1．0，　α瓢0．5，　and

　　　　κ8＝0．0．

8．まとめ

　本論文は，一様な温度勾配をもつ先端弾性支持変断

面片持ちばりの動的安定性を解析したものである。本

研究によって得られた結果をまとめると，

　（1）一様断面ばりの座屈波形を重ね合わせて，熱勾

配をもつ先端弾性支持変断面ばりの振動および座屈解

析をすることが可能である。解の収束は良好であるが，

座屈解析の方が項数を多くとる必要がある。

　（2）本題の不安定領域には，単純共振と和形の結合

共振が同時に存在する。結合共振の幅は，単純共振の

幅に比べ無視できない。したがって，単純共振のみに

注目した従来の研究では不十分である。

　最後に，本研究の数値計算には，長崎大学総合情報

処理センターの電子計算機FACOM　M－760130を使

用したことを付記する。
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Fig．10　Variation　of　unstable　regions　with　thermal
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Appendix　A固有振動解析

　式（3）においてβ＝0とおけば，振動の運動方程式が

次のように与えられる。

　　L（，）一蓋［s（ξ）T（ξ）砦］＋。グ豊＋翅（ξ）鋤

　　　　　∂ξ　　　　　　　　　　　∂ξ　　　　　　　∂ξ　　　　　　　∂τ2

　　　　＝0　　　　　　　　　　　　　（∠4－1）

　上式の解を次のように仮定する。

　　　　ロ
　　η＝Σ砺罵ε如τ　　　　　　　　　　（五一2）
　　　ト　
　ここに，αゴ：未定定数

　　罵＝1－cos（2ブー1）πξ12：一様断面のはりの

座屈波形

　式（・4－2）を式（孟一1）に代入して，Galerkin

法を適用すれば，次式が得られる。

　一ω1［丑4］｛α｝＋（［K］一ψ零［珊｛α｝＝｛0｝（且一3）

ここに・耐。1％（ξ）瓦（ξ）罵（ξ）礁・

　　　　属一∫。1s（ξ）T（ξ）瓦’恥・

　　　　砕∫。1溺慮

　　　　1～ガ＝瓦（1）罵（1），

　　　　［K］＝［E］十κ，［R］

　上式は，次のように書き換えることができる。

　　［Zコ｛α｝ニえ｛α｝　　　　　　　　　　’　　　（ノ1－4）

　ここに，Z＝［2田一i（［幻一αグ［・田），

　　　　え＝ω子

　式（且一4）の行列の固有値問題より，振動の固有

値λと固有ベクトル｛a｝が求められる。
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Appendix　B座屈解析

　一定軸力を受けるはりの座屈に関する方程式は，式

（9）において，時間の項を除いて，α＝1とおけば

座屈の基礎式が得られる。

　　｛［五］一角［B］｝匂6＝｛0｝　　　　　　（B－1）

　上式は次のような行列の固有値問題に変換される。

　　［Zコ｛ノ｝＝え｛ノ｝　　　　　　　　　　　　　　 （B－2）

　ここに，［Z］ニ［B］一1［五］，え＝ρ、

　0　　　　　　　　　10　　　　　　　　　100　　　　κe　　1000

Fig．11　Variation　of　unstable　regions　with　end　sup－

　　　　port　stiffness　κ，：α累＝2．0，　β＊＝1．0，　α＝

　　　　0．0，　andδ＝0．0．


