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Pasternak基礎上の温度勾配をもつ

変断面片持ちばりの動的安定性

高橋　和雄＊・白木　徳夫＊＊
其田　智洋＊＊＊

Parametric　Instability　of　a　Non－uniform　Beam　with

　　　Thermal　Gradient　on　Pasternak　Foundation

　　　　　　　　　　　　by

Kazuo　TAKAHASHI＊，　Norio　SHIRAKI＊＊

　　　　and　Tomohiro　SONODA＊＊＊

　The　dynamic　instability　behavior　of　a　tapered　cantilever　beam　on　a　Pasternak　foundation　under　the

action　of　a　pulsating　axial　force　and　a　steady，　one・dimensional　temparature　gradient　is　studied．

　The　effects　of　taper，　elastic　foundation　and　thermal　gradient　on　the　natural　frequencies，　static

buckling　load　and　regions　of　instability　which　contain　simple　parametric　resonances　and　combination

resonances　are　discussed．　The　present　results　are　compared　with　those　of　the　previous　solution。

1。まえがき

　構造物の動的安定の研究は，これまで数多く行われ，

解法および現象も明白になってきている．最近では，

変断面，熱，弾性支承などを考慮した；複雑な構造部材

や複合材料からなる部材などへの応用が試みられる．

このような研究の例としてKar1）は，　Pasternak基礎上

の熱勾配をもつ変断面片持ちばりの動的安定性を解析

している．しかし，解法としてBolotin2）の方法を用い

て行っているために，不安定領域は，単純共振のみし

か得られていない。また，解析にあってミスや解の精

度にも問題がある．そこで，本研究は著者らが提案し

ているより厳密解に近い方法3）を用いて，同じ問題を

解析して，既往の解析1）のエラーを修正するとともに，

すべての不安定領域を明らかにするものである．

2．基礎式および解法

先端で周期的変動軸方向荷重P（の＝島＋君COS醜

を受ける長さ方向に線形的に変化する長方形断面をも

つPasternak基礎上の片持ちばりの一般図をFig．1に

示す1）．また，このはりは，長さ方向に一様な温度勾配

（定常温度分布）をもつ．はりのたわみについて，

BernoulIi－Eulerばりの仮定が成立するものとすれば，

はりの運動方程式および境界条件は次のように与えら

れる．

　運動方程式：

L（ω）一券［E（・）∫（・）募］＋P（’）・誰

　　一魚募鞠＋誓雛一・

境界条件式：

　　　　　　　　　　∂y（0，’）
κ＝0：y（0，の＝0，　　　　　　　　　　　　　　　＝0，
　　　　　　　　　　　　∂κ

・一ゐ・E（・）z（・）募一α

（1）

（2）
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　　　　NON－UN工FORM　BEAM
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　　　　　，！＿一・一　 @　　　　　　　　　　　　　　X

　　　　　　　　　　　SHEAR　LAYER
　　　　　　　　　　　　　　Ks

　　　　　　　　　　　Ke

一L

b1

　　　　　κ』五2
　　　κ8二＝；
　　　　　　E1∫1’

　　　／1（ξ）＝／11〃z（ξ），　E（ξ）＝El　7’（ξ），

　　　∫（ξ）；II　S（ξ），、P（τ）＝（α＋βCOSωτ）P＊

P㌔オイラーの座屈荷重

式（3）の一般解を次のように仮定する．

　　　　　　　　れ　　　η（ξ，τ）＝Σ以τ）η。（ξ）　　　　　　　（5）

　　　　　　　r＝1

ここに，∫。（τ）：未知の時間関数，η。（ξ）：境界条件を満

足する座標関数．

　式（5）の座標関数として，本論文ではβ＝0のとき

のはりの固有振動形を用いる4）．

　　　η。（ξ）＝Σα∫｛1－cos（2ブー1）πξ／2｝　　　（6）

　　　　　　　ブ＝1

hエ

　　　　　　　TAPERED　BEAM

Fig．1　Geometry　and　configuation　of　the　system．

　　　義［E（κ）・（・）壽］＋P（の1秦一・

　ここに，y：はりのたわみ，E（κ）：ヤング率，双κ）：

断面2次モーメント，A（κ）：断面積，ρ：密度，κ，：

弾性基礎のバネ定数，κ，：せん断層のせん定数，ゐ：は

りの長さ，∂1，隔：自由端の断面の幅および高さ．

　上式をはりの長さL，自由端の断面（∂1，乃1）とヤン

グ高高および横波の伝播速度。を用いて無次元化する

と，次式が得られる．

L（・）一善［s（ξ）T（ξ）誰］＋［P（・）一為］要

＋為・畷ξ）嘉一・

∂ξ

（3）

　　　　　　　　　∂η（0，τ）
　　　η（0，　τ）＝・0，　　　　　　　　　　　　　　＝0，
　　　　　　　　　　　∂ξ

　　　［s（ξ）T（ξ）誰］匹1－q　　（4）

　　　｛曇［s（ξ）T（ξ）誰］＋P（・）鍵｝L一・

ここに・ξ一芸・一芸・一・ちδ一ω／・

　　　♂一，器・カ（・）一響・一葺

　　　β一舞，グー号芽，ゲ器

　ここに，α∫：自由振動解析から得られる7次振動の

　　　　　　　モード定数

　式（5）は式（3）の厳密解でないから，Galerkin

法による近似解を求める．すなわち，

　　　∫占∠，（η）ηεo「η＝0

　ここに，5＝1，2・・…・．

　式（7）の積分を実行し，行列表示すれば，

　　　圃げ（τ）｝＋（［κ］一αが囲

　　　一βρ＊［H］cos（ガτ）｛∫（τ）｝＝｛0｝

ここに，　ノ匠が＝∫占〃Z（ξ）ηべξ）ηゴ（ξ）dξ，

　　　［κ］＝［G］＋κ。［H］＋κ。［R］

　　　0が＝∫占S（ξ）T（ξ）ηf”ηノノ礁，

　　　Hが＝　∫占ηご’η∫0馨，

　　　1～万＝ηガ（1）ηブ（1），

［〃］の逆行列を式（8）の前から掛けると，

　　　［∫］｛∫（τ）｝＋（［刈一げ［β］

　　　一βρ＊［B］cosωτ）｛！（τ）｝一｛0｝

ここに，［刀：単位行列，［．4］＝膨］一1［κ］，

　　　　［B］＝［班］一1［π］

（7）

（8）

（9）

3．動的安定解析

　式（9）は連立のMathieuの方程式であり，その一般

解は次のように仮定することができる．

　　　｛ノ（τ）｝一〆｛壱b・＋温（・・si・んδ・＋b・c・・爾｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）
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　ここに，λ：未定定数，b。，　a々，　b々：未知のベクト

ノレ．

　式（10）を式（9）に代入して，調和バランス法を

適用すれば，未知のベクトルを求めるための同次方程

式が得られる．

　　　（［∫］λ2十［ノ4］一α1）＊［B］）bo一βρ＊［B］b1＝｛0｝

　　　2｛（λ2一々2δ2）［1］＋［刈一αρ＊［B］｝a、

　　　一4λん（頭b々一βヵ＊［B］（a々＋1＋a々＿1）＝｛0｝　　　（11）

　　　4λ々（万［1］a々十2｛（λ2一ん2（≡ア2）［1］一ト［∠∠1］

　　　一α2）＊［B］｝b々一βメ）＊［B］（b胱1十b々＿1）＝｛0｝

　上式の級数を有限項（η＝劫で打ち切れば，次の

ように行列表示される．

　　　［1）］｛X｝＝｛0｝　　　　　　　　　　　（12）

　ここに，［D］：係数行列｛（22V十1）×（22V十1）｝，

　　　　　｛X｝＝｛boblb2…　bπ　　ala2…　aη｝7

　係数行列［D］は，λo（定数），λ1，λ2のべき項で展開で

きる．すなわち，

　　　［1）］＝［ノレfo］一λ［1レfl］一λ2［、雁2］　　　　　　　　　　　（13）

　ここに，［ルZo］，口41］，［ル∫2］＝λの0次，1次，2次の

係数：行列．

　いま，｛y｝＝λ｛κ｝なる新しいベクトルを導入すれば，

式（12）は2倍サイズの固有値問題に変換される．

　　　［　［0］　　　［∫］［凋一1［鮒一［〃11－1［払］］｛釜｝一λ｛釜｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

　ここに，［0］，　［1’］：［Mo］，　［ノ匠1］，［ルf2］と同じ大きさの

零行列，単位行列．

　式（14）は一般に非対称行列であり，複素固有値問

題に帰着される。

4．計算パラメーター

　片持ちばりの断面は幅δ，高さ乃の長方形断面で，長

さ方向に直線的に変化するものとする．

　　　ゐ＝61［1＋α＊（1一ξ）］

　　　ぬ＝砺［1＋β＊（1一ξ）］　　　　　　　　　　　　（15）

　ここに，α＊，β＊：変断面パラメーター

　このとき，質量と断面2次モーメントの分布関数は

次のように表される1）．

　　　〃z（ξ）＝［1＋α＊（1一ξ）］［1＋β＊（1一ξ）］，

　　　S（ξ）＝［1＋α＊（1一ξ）］［1＋β＊（1一ξ）］3　　（16）

213

　温度は自由端を基準として，線形的に変化するもの

とする．すなわち，ψ＝ψ1（1一ξ）．このとき，ヤング

率の変化は次のように表される1）．

　　　E（ξ）＝E、T（ξ）

　　7’（ξ）＝［1一δ（1一ξ）］，

ここに，δ：温度パラメーター

また，Pasternak基礎のパラメーターは，

バネパラメーター：κ。＊＝κθ／π4

せん断剛性パラメーター：κs＊＝κs／π2

なお，κ、＊＝0はWinkler基礎に相当する．

（17）

　係数励振振動の励振パラメーターは，次のとおりで

す．

　α：初期荷重

　β：変動荷重の振幅

　ω：励振振動数

　荷重および振動数：を無次元化する変断面ばりの1次

の座屈荷重ヵ1＊および固有用振動数ω、は式（9）を変形

することによって求められる．

5。固有振動特性

　Fig．2は静的軸力が作用しない（α＝o）熱勾配をもつ

Pasternak基礎上の変断面片持ちばりの1次から3次

までの固有振動数について，解の収束性を検討した結

果である．温度勾配がない場合（δ＝0）とある場合（δ

＝0．8）に分けて表示している．熱勾配がある場合がな

い場合よりも，収束が悪くなるが，10項程度をとれば

十分である．本論文の数値計算には，項数2V＝10を採

用する．

　Fig．3は1次から3次までの固有振動数ω1と温度勾

配δとの関係を無次元バネ定数κ。＊とせん断層の剛性

定数κ，＊をパラメーターに表示したものである．温度勾

配δが大きくなれば，固有振動数は減少し，その傾向は

高次振動になるほど顕著になる．Pasternak基礎上の

パラメーターκ。＊，κ，＊は，振動数を高めるが，κ。＊，κ。＊

の効き方は，振動モードによって異なる．1次振動に

ついては，Pasternak基礎の存在によって，熱勾配の増

大による固有振動数の低下を防ぐことができるが，高

次になるにつれて，Pasternak基礎の効果が小さくな

る．振動数はδの増大とともに減少する。なお，Paster－

nak基礎のパラメーターは，振動形にあまり影響を与

えない．

6．座屈特性

座屈特性を明らかにするにあたって，解の収束状況

を明らかにする．Fig．4は熱勾配をもつ』sternak基礎
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Fig．2　Convergence　of　natural　frequencies：

　　　α＊；2．O　andβ＊＝2．0．

上の変断面片持ちばりの座屈固有値ρ1＊と項数Nの関

係である．座屈解析の場合の収束は，Fig．2に示した振

動解析の収束よりも遅くなる．1次の座屈荷重は2項

程度で十分であるが3次の座屈荷重の推定には10項以

上必要である．しかし，座屈荷重は1次のみが必要で

あるので，本論文では，固有振動解析と同じ10項近似

を用いた解析を行う．

　Fig．5は座屈荷重ヵ1＊と温度勾配δとの関係をプロッ

トした結果である．温度勾配δが大きくなると，座屈荷

重が低下し，この割合は高次ほど大きくなる．また，

Pasternak基礎は座屈荷重を増加させる効果をもつが，

特に低次の座屈荷重に対して，温度勾配δの影響を減

少させる効果をもつ．これらより，Pasternak基礎の剛

性によって，はりの温度勾配による剛性の低下を補う

ことができる．

7．動的不安定領域

（1）動的不安定領域

　式（6）において，係数行列式［β］は次のように表さ

れる．

120

100

ω1敦

80

60

40

20

・3rd　mode

、 こミミミミト

　　↑＼ミここ、
　　　　　　疇
　　　　　　　　　ぢリ　　　　　　　　　ミミミミミ．

一一一一 ﾈ。＊＝1．0，κ。串＝2。0　　＼、、一

一一一一 ﾈ。＊＝2，0，κ、ホ＝1．0

一一一
ﾈ。＊＝2．O，κ、ホ＝2．0

一一一
ﾈ。串＝0．0，κ、ホ＝0．0

儲証ミξ＿

2nd　mode

の

㌃…ミミミミミミ蕊ミ唖

1st　mode

一’鰯■鴨■陶一一＿一●＿ 繭　　鱒

0．4　　δ　0．6

一1｛
δ12……6、」

∂，2……ろ、ブ

∂ガ2……砺

300

PI爵

20D

］

（17）

300

P1貢

200

100

　0

500

P藍糞

400

15t　mode

ユ00

2nd　mGde

400

・PL尭

500

2DO

0．8

300

2DO

900

P1鳶

800 3rd　mode

10D

700

Pl禽

⑳0

700

0．0 0．2

Fig．3　Relation　between　natural　frequencyωl

　　　and　thermal　gradient　parameterδfor
　　　various　stiffness　parametersκ。＊and
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Fig．5　Relation　between　buckling　loadヵ1＊and

　　　　thermal　gradient　parameterδfor　various
　　　　stiffness　parametersκ。＊andκε＊：

　　　　α＊＝2．Oandβ＊＝1．0．

　　　ここで，砺≠0，砺≠0，砺≠0，

　　　　　　　砺と翻は同符号

　つまり，本題の不安定領域には，主対角線要素から

現われる単純共振と，非対角線要素から現われる結合

共振が同時に含まれる．また，非対角線要素の傷と毎

が同符号であるから，和型の結合共振のみが存在する．

すなわち，

ω＝2ωノん

δ一（ω、＋ωゴ）／ん

付近に生ずる単純共振

付近に生ずる結合共振（18）

　　ここに，々＝1，2，…

　　　　　　ん＝1：主不安定領域

　　　　　　ん≧2：副不安定領域

（2）動的不安定領域

　Fig．6は3次振動まで考慮にした温度勾配がない場

合のPasternak基礎上の変断面片持ちばり（α＊＝2．0，

β＊；1，0，δ；0．2，κθ＊ユ2．0，κs＊＝2．0，α＝0．5）

の不安定領域である．図中の縦軸は変動軸力の振幅を，

Pasternak基礎がない変断面片持ちばりの座屈荷重で

無次元化した変動軸力のi振幅βで，横軸は変断面片持

ちばりの1次振動の固有円振動数で無次元化した励振

振動数ωである．図中の右上がりの斜線部が単純共振

2ω漁の不安定領域である．また，右下がりの斜線部が

結合共振（ω汁ωゴ）擁の不安定領域を意味する．ん＝1の

主不安定領域の他に，々＝2の副不安定領域が存在す

る．

　単純共振および結合共振の副不安定領域は主不安定

領域に比べて狭い．しかし，結合共振の主不安定領域

の幅は，単純共振の主不安定領域の値と同程度である．

したがって，結合共振を無視して，本構造部材の不安

定領域を議論することは不可能である．つまり，文献

1）の単純共振のみ求める方法では不十分である．

　Pasternak基礎の剛性κ。＊，κ、＊が不安定領域に及ぼ

す影響を明らかにするために，β＝1．0における不安

定領域の変動をFig．7～9に示す．これらの図に示すよ

うに温度勾配の増大にともなって固有振動数が減少す

るために，不安定領域の生ずる中心振動数が低い振動

数側に移動し，不安定領域はわずかに広くなる．κ。＊＝

2．0，κ。＊＝0．0のWinkler基礎およびκ。＊；2．0，κ。＊＝

2．0のPasternak基礎がある場合には，ない場合よりも
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∀
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不安定領域の幅が狭くなる．特に1次振動の不安定領

域2ω1に著しく効いてくる．Pasternak基礎は，構造全

体の剛性を増大させるために不安定領域の幅が狭くな

るものと考えられる．

8．既往の研究との比較

　本論文の結果と，文献1）の結果を比較するために，

Fig．10（a），（b）に固有振動解析の2つの解法による結果

を示す．図に示すように，本論文の結果では，κ。＊，κ。＊

が増大すれば，振動数が増加している．しかし，文献

1）の結果によればせん断層の剛性κ。＊が増大するにつ

れて，振動数が減少している。せん断層も変形に抵抗

するので，剛性を増大させる効果をもつはずである．

文献1）では，［κ］一［G］一髭。［H］＋κ。［R］となってお

り，本論文とはκ。［胡の項の符号が異なる．定式化の過

程でミスが生じたためと考えられる．また，文献1）

では，級数の項数N＝5で計算を行っている．しかし，

Fig．2で示したように，熱勾配がある場合の3次振動

およびFig．3の3次座屈荷重は5項では収束していな

いので，文献1）のN＝5では項数が不足している．ま

た，不安定領域の計算にあたって，文献1）では，単

純共振のみを求めている．しかし，本題の不安定領域

は結合共振も単純共振と同程度に重要であるために，

文献1）の解析では不十分であることがわかる．
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Fig．8　Variation　of　unstable　regions　with　thermal

　　　gradient　δ：α＊＝2．0，　β＊；1．0，　α＝0．5，

　　　andκε＊＝2．Oandκs＊；0。0．
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　おいては，単純共振および結合共振の主不安定領域

　が支配的である．不安定領域は温度勾配の増大に

　よってわずかに広くなる．一方，Pasternak基礎のバ

　ネおよびせん断層は低次振動の不安定領域を狭くし，

　温度の影響を小さくする効果をもつ．

（3）既往の研究においては，解析上のミスや，項数の

　不足および不安定領域を求める解析が適切でないこ

　とが判明した．

　最後に，本研究の数値計算には，長崎大学総合情報

処理センターの電子計算機FACOM　M－76q／30を使用

したことを付記する．
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9．まとめ

　本論文は，Pasternak基礎上の一様な温度勾配をも

つ変断面片持ちばりが，変動軸方向力を受ける場合の

動的安定性ならびに固有振動よび座屈特性を明らかに

した．本研究によって得られた結果をまとめると，

（1）Pasternak基礎のバネおよびせん断層の剛性は，

　構造部材の固有振動数および座屈荷重を増大させる．

　また，温度勾配の増大による構造部材の剛性の低下

　を小さくする効果をもつ．

（2）Pasternak基礎がある場合の変断面片持ちばりに
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