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変動軸力を受けるケーブルの安定を失った後の応答

高橋　和雄＊町田　健一郎＊＊
夏秋　義広＊＊＊

Nonlinear　Response　of　a　Cable　Subjected　to
　　　　　　　　an　Axial　Periodic　Load

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　by

Kazuo　TAKAHASHI＊，　Kenichiro　MACHIDA＊＊and　Yoshihiro　NATSUAKI＊＊＊

　Theoretical　solutions　are　reported　for　the　nonlinear　planar　response　of　a　flat－sag　cable　subjected　to

an　axial　sinusoidally　time－varying　axia正load．　This　problem　is　solved　by　a　Galerkin　method．　The

resulting　equations　for　time　variables　are　integrated　by　using　the　Galerkin　method。　The　effect　of　the

initial　conditions　on　nonlinear　respnonse　of　a　cable　is　examined　at　first．　Nonlinear　responses　of　the

cable　are　presented　for　various　sag－to－span　ratios，　ratios　of　wave　speeds　and　dampings　of　the　cable

within　unstable　regions　obtained　by　linear　theory．

1．まえがき

　引張材としてのケーブルは，主に斜張橋などの橋梁

で使用され，構造材料として必要不可欠である．近年，

ケーブルの様々な振動事例が報告され，その制振対策

についても数多くの研究がなされている．しかしなが

ら，デンマークのFarφ橋などで発生した係数励振振動

については，まだ十分な解析がなされていないようで

ある．

　斜張橋などの主桁あるいは塔が風荷重などによって

振動する場合，支持ケーブルは，支点で軸方向に加振

され，張力は周期的に変動する．この変動張力の振動

数とケーブルの固有振動数が，パラメトリック共振の

条件を満足すれば，ケーブルに係数励振振動が発生す

る．これまでに，この発生メカニズムについては，

Kovacs1）や藤野2）らによって検討されている．しかし，

いずれもサグのない弦に対してであり，1自由度系に

限定しているため，ケーブルの力学的特性を十分に評

価した取り扱いとなっていない．

　そこで，文献3）において，偏平ケーブル（サグと

ケーブルスパン長の比が1／8以下）が，周期的変動軸

力を受ける場合の動的安定性を多自由度系として解析

し，ケーブルの不安定領域をケーブルのサグ比及び縦

波一横波伝播速度比をパラメーターに明らかにした．

　微小振動論から得られる不安定領域において，ケー

ブルの振動は発散する．ところが，実際のケーブルで

は，たわみによって生ずる軸方向力のために，振動が

有限な大きさとなる．したがって，安定を失った後の

応答を明らかにするためには，たわみによる非線形項

を考慮した解析をする必要がある．そこで，本研究で

は非線形項を考慮したケーブルの運動方程式を，

Galerkin法を用いて，常微分方程式に変換した後，

Runge－Kutta－Gill法を用いて時間応答解析を行い，
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ケーブルの非線形応答に及ぼす初期条件，ケーブルの

サグ比および縦波一横波伝播遠度比の影響を明らか

にする．

2．運動方程式

　Irvine4）の成書によれば，　Fig．1に示す偏平ケーブル

が，周期的変動軸力Ht　cos　gtを受ける場合の，安定を

失った後の非線形項を考慮した運動方程式は，次式と

なる．

　　　L（w）一m穿＋鋳

　　　　　　　一（恥H・・sgt＋h）窪一・（1）

　　　h一碧｛鍬㌔d・＋壱∬（号蔑）2d・｝

　ここに，w：面内鉛直たわみ，　t：時間，　m：ケーブ

ルの単位長さあたりの質量，f：ケーブルサグ，／：

ケーブルスパン長，E：ヤング率，　A：断面積，　L。＝

／（1＋8f2／／2）：ケーブル長，　H．：初期水平張力，　Ht：周

期的変動軸力の振幅，』2：励振円振動数，h：付加水平

張力

H
Z f

H

H。π2／m／2：弦の1次の固有円振動数，ni：ケーブル

の第i次の固有円振動数），Wimax：最大値

　式（2）は式（1）の厳密解ではない．そこで，Galerkin法

を用いて近似解を求める．

すなわち，

x

9

£ノ2

Fig．1　Geometry　and　coodinate　system。

3．解　　法

　式（1）の解を次のように仮定する．

　　　w＝／ΣTi（t）Wi（x）　　　　　　　　（2）
　　　　　　i＝1

　ここに，Ti（t）：未知の時間関数，　Wi（x）：境界条件を

満足する座標関数

　上式の座標関数として，基準化されたケーブルの面

内振動の固有振動形を用いる．すなわち，対称振動の

場合には，

　　　覇＝（1一・an撃・i・π砺ξ　　（3）

　　　　　　一cosπωiξ）／Wimax

　ここに，ξ＝xμ，ω正＝ni／πn。：第i次の無次元固有

円振動数（超越方程式のの解で与えられる．n。＝

∬L（w）W・dξ一・
（4）

　ここに，」＝1，　2，…

Wが自由振動の解であることを利用して，式（4）の定

積分を実行し，粘性減衰力を考慮すると，次式が得ら

れる．

　　　↑1＋2繍＋轟＋集…ω・嵩無．

　　　＋D、｛4γG。ΣΣBpqT，Tq＋8γΣBp、TpΣG，T，
　　　　　　　P＝lq＝1　　　　　　　　　　　　　　P＝l　　　　　　q＝1

　　　＋撫嵩購面面｝一・　（5）

　ここに，且t＝Ht／He，ωニ52／n。，τ＝n。t，γ＝f／／：

サグ比，k；厩：縦波一横波伝播速度比，　A、、

＝∫占W、2dξ，　Bi，＝∫占W〆iW’，dξ，　G，＝∫δW、dξ，　D，一

k2／｛1十8γ2）π2As，｝

　上式は，2次，3次の非線形項をもつ非線形微分方

程式である．ケーブルはサグをもっために，2次の非

線形項が含まれる．

　単純共振の時間応答解析を行うためには，式（5）を1

自由度系として取り扱えばよい．そこで，i＝p＝q＝

r－s＝1とおけば，次式となる．

　　　T1十2h1ω1T1十ω12T1

　　　十CI　cosωτT1十C2T12十C3T13＝0　　　　（6）

ここに，G一壷器Q－12・a佃・

　　　　C・一去B・12D・

ここで，P1＝T、，　P2エT1と置くと，式（6）は，次の

1階の常微分方程式で表される．

　　P1＝P2

　　P2＝一2h1ω1P2一ω12P1

　　　　　－CI　cosωτP1－C2P12－C3P13　　　（7）

この2元連立の1階常微分方程式に，Runge－Kutta一

Gill法を用いて数値積分し，時間応答解析を行う．結合

共振はωi＋ω」のように，2自由度系であるから，TiとTj

の2個の連立非線形方程式を取り扱えばよい．
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4．安定を失った後の応答に及ぼす初期条件の影響

　微小振動論で得られた不安定領域3）において，微小

振動の初期条件を与えれば，非線形応答は成長して有

限な大きさとなり，時間応答波形はうなりを伴う．こ

のうなりは，一般に初期条件に依存すると考えられる．

このうなりが最大応答に影響を及ぼすと，初期条件を

任意に設定することができない．そこで，初期条件の

位相差を変化させた場合の応答を，まず最初に明らか

にする．
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　式（6）で，2次，3次の非線形項を無視し，励振振幅

Ht＝0とすると，自由振動の微分方程式が得られる．

その解は，次式のように与えられる．

T（τ）＝Acosωτ一トBsinωτ

　　・＝Ccos（ωτ一φ） （8）

弓
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聾
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円
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齢
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0 160．00
τ

　ここに，C2＝A2＋B2，φ＝tan－1（B／A）：位相差

ここで，τ＝0のときの初期条件は，次式となり，

　　　T（0）＝Ccosφ，　T（0）＝ωCsinφ　　　　（9）

零

。

　この初期条件の振幅Cを一定に保ち，位相差φを変化

させた場合の時間応答波形を比較する．

　位相差φを変化させた場合の1次の時間応答波形

（Ht＝α5，γ＝・o．01，　k＝30）をFig．2に示す．これ

より，初期条件はうなりの周期に影響を及ぼすが，振

幅の大きさにはあまり影響しない．したがって，初期

条件の設定に注意を支払う必要はない．

（c）　φ＝600

0　　　　40．　1 o O　　i50．0
τ

5．ケーブルの安定を失った後の応答解析と考察

（1）サグ比と非線形項の係数との関係

　ケーブルのパラメーターである伝播速度比k＝30

における3次の非線形項の係数C3，2次の非線形項の

係数C2とサグ比γとの関係をFig，3，4に示す．　C3は文献

3）に示された振動モードの遷移領域に対応して係数

107
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Fig．2　Time　history　of　the　simple　resonance　2ω1：

　　　Ht＝0．5，　k＝30　andγ＝0．01．

Fig．3　Relation　between　coefficient　C3　and　sag－to－

　　　span　ratioγ：k＝30．
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Fig．5　Relation　between　maximum　amplitude　A　of

　　　2ωiand　Sag－to－spin　ratioγ：Ht＝0．5　and　k

　　　＝30．

Fig．4　Relation　between　coefficient　C2　and　sag－to－

　　　span　ratioγ：k＝30．

が変動し，サグ比の増加に伴って振動モードの遷移と

同様に，1段階高次の値へと近づく．

　C2には，　C3のような1段階高次への遷移は現れずサ

グ比の小さい領域では，C2の値も小さい．しかし，サ

グ比が増大すると，C2も増加し，特定のサグ比で最大

となると，その後は徐々に減少する．

　ところで，2次の非線形項は，応答振幅に片ゆれを

起こさせる成分を持ち，C2の比較的大きなサグ比の領

域では，Fig。2の応答波形からもわかるように，その影

響が現れる．また，3次の非線形項は，対称な復元力

をもつため，応答振幅を有限にする効果をもつ．

（2）最大応答とサグ比との関係

　文献3）の図一10，11に示された不安定領域の中心振

動数において，ケーブルの最大応答A（ケーブルのスパ

ン長によって無次元化されたケーブル中央点の応答振

幅）とサグ比γとの関係（励振振幅Ht＝0．5）を，　k＝

30と60に対して示せば，Fig．5，6の結果を得る．ケーブ

ルの最大応答は，いずれのモードに対してもサグ比の

影響を受け，特定のサグ比の領域では，最大応答に著

しい変動が見られる．この領域は，文献3）の図一2に

示された振動モードの遷移領域に対応しており，振動

モードが1段階高次の振動モードに遷移すると，γ＝

0．1における1次の最大応答とγ＝0．001の2次の最大

応答などのように，それに伴って最大応答も1段階高
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Fig．6　Relation　between　maximum　amplitude　A　of

　　　2ωland　sag－to－span　ratioγ：Ht＝0．5　and　k

　　　＝60．

次の最大応答に近づく．また，固有振動数が接近する

ところでは，最大応答もそれぞれ接近する．

　縦波一横波伝播速度比kの影響はFig．5，6の比較か

らkの値が大きくなると，最大応答の著しい変動が，小

さいサグ比の領域で起こり，これも振動モードの遷移

領域3｝と対応する．kの値が大きいほど，非線形項の効

果は大きく，応答振幅はすべてのサグ比の範囲で小さ

くなる．
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　Fig．3，5の比較から最大応答が著しく変動するよう

な領域では2次の非線形項の係数C2も比較的大きな

値となる．そこで，C2がある程度大きいサグ比では，

応答に影響を及ぼすと考え，k＝30におけるC2＝0，

C2≠0の場合の1次の主不安定領域の最大応答を比

較した結果をFig．7に示す．　C2＝0とした場合，サグ比

γ＝0．02付近まで最大応答には，ほとんど変化が見ら

れず，その後サグ比の増大に伴って，応答は小さくな

り，一段階高次の最大応答に近づく．この場合，応答

0．工

瓦
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、
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は3次の非線形項が支配的で，Fig．4，7の比較から，c3

が大きくなるところに対応して応答振幅は小さくなる．

C2を0にしたときには，　C2≠0の場合のような応答の

著しい変動は見られない．これより応答の著しい変動

は2次の非線形項によるものである．

（3）最大応答に及ぼす励振振幅の影響

　最大応答に及ぼす励振振幅Htの影響を調べる．　Ht

＝0．1および0．5における1次の最大応答Aとサグ比γ

との関係はFig．8に示すとおりである．図のように励

振振幅が小さい場合にも応答の急激な変動が現れ，そ

の変化は，Ht＝0．5のときよりも顕著である．つまり，

励振振幅Htが小さい場合にも著しい変動は現れ，2次

の非線形項の影響が大きく効いてくる．

　Fig．9～11に励振振幅Htを変化させた場合の，最大

応答Aの変動を示す．Fig．9に示したHt＝0．5で1次振

動にピークをもつサグ比γ＝0．0138のときの1次の最

大応答は，特定の振幅（Ht＝0．48付近）で急激な増加

が現れる．しかし，2次，3次の最大応答は，緩やか

に増加する曲線となる．Fig．10のサグ比γ＝0．025で

は，急激な増加はなく，いずれも緩やかな曲線を描く．

Fig．11のサグ比γ＝0．038では，1次でHt＝0．48付近，

2次でHt＝0．22付近で応答の急激な増加が現れる．

　Fig．12は，1，2，3次の最大応答がそれぞれピー

0．001
Y

Fig．7　Relation　between　maximum　amplitude　A　of

　　　2ω1and　sag－to－span　ratioγ：Ht＝0．5　and　k

　　　＝30．
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Fig．9　Relation　between　maximum　amplitude　A　of

　　　2ω1and　dynamic　axial　load　Ht：γ＝0．138

　　　and　k＝30．
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Fig．10　Relation　between　maximum　amplitude　A

　　　　of　2ωl　and　dynamic　axial　load　Ht：γ＝

　　　　0．025and　k＝30．
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　　　　of　2ω1　and　dynamic　axial　load　Ht：γ〒

　　　　0．038and　k＝30．

クとなるサグ比（Fig．5で1次：γ＝o．0138，2次：γ

＝0．0405，3次：γ＝0．067）での最大応答と励振振幅

との関係を示したものである．いずれの場合も，励振

振幅の比較的大きなところで急激な増加が見られる．

また，2次の場合，γ＝0．038のときにHt＝0．22付近で

現れた急激な増加が，ここではHt＝0．48付近に移動し

ている．

　つまり，サグ比が異なると，急激な増加が現れる励

振振幅の値も変化する．Fig．8では，　Ht＝0．1のときに

γ＝0．01付近で，またHt；0．5のときγ＝0．0138付近

で応答に急激な変動が現れている．

　さて，前述したように，最大応答の著しい変動は，

2次の非線形項によるものである．そこで，特定の励

振振幅で現れる応答の急激な増加も2次の非線形項の

影響と考え，サグ比γ＝0．0138で，1次の応答における

2次の非線形項の係数C2を0としたときの，励振振幅

Htの変動に伴う最大応答Aの変化をFig．13に示した．

C2＝0の場合，応答は緩やかな曲線となり，特定の振

幅で現れた応答の急激な増加は，2次の非線形項の影

響であることがわかる．

（4）最大応答に及ぼす粘性減衰力の影響

　減衰力を考慮した場合の1次の最大応答Aと励振振

幅Htとの関係をFig．14に示す．減衰力は最大応答を減



変動軸力を受けるケーブルの安定を失った後の応答 69

　X
5．0

双

4．0

3．0

2．0

1．0

0．0

10
燭2

C2≠O

C2＝0

7 1
！ 1 1 1

ノ ノ ノ
，　’

8
学

さ

雫

s’

6

8
6

萬

午

一8
函
二

四§

0．0 0．1 0，2　　　0，3 0．4

酊t

0．5

乱

6

（a）h＝0．00

（b）h＝O．01

τ

τ

Fig．13　Relation　between　maximum　amplitude　A

　　　　of　2ω1　and　dynamic　axial　load　Ht：γ＝

　　　　0．0138and　k＝30．

Fig．15　Time　history　of　the　simple　resonance　2ω1：

　　　　Ht＝0．5，γ＝0．0138　and　k＝30．

少させるが，特に励振振幅が小さいところでその影響

が大きい．また，Fig．15の時間応答波形では，減衰力

によりうなりが消え，定常振動波形となっている．
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6．まとめ

　本研究は，偏平ケーブルの不安定領域が生ずる領域

に非線形項を考慮した解析を行い，ケーブルの最大応

答に及ぼす初期条件，サグ比および縦波一横波伝播速

度比の影響を明らかにした．得られた結果を要約する

と次のとおりである．

（1）初期条件の影響は最大応答にはほとんど効かず，

　うなりの周期を変える．

（2）特定のサグ比の領域では，最大応答に著しい変動

　が見られる．この領域は，振動モードの遷移領域に

　対応する．また，縦波一横波伝播速度比が大きくな

　ると，小さいサグ比の領域で最大応答に著しい変動

　が起こり，応答振幅も小さくなる．

（3）最大応答に現れる著しい変動は，ケーブルがサグ

　をもっことによる2次の非線形項の影響である．

（4）励振振幅が小さい場合にも，最大応答の急激な増

　減は現れ，その割合は大きい．これより，励振振幅

　が小さい場合にも，2次の非線形項の効果が大きい．

（5）最大応答に及ぼす減衰力の効果は，励振振幅の小
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　さいところで大きい．また，時間応答波形からうな

　りが消え，定常振動波形となる．
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