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3ヒンジアーチの幾何学的非線形解析

崎山　毅＊・松田　浩＊
森田　千尋＊・瀬川　兼司＊＊

Geometorical　Nonlinear　Analysis

　　　of　Three－hinged　Arches

by

Takeshi　SAKIYAMA＊，　Hiroshi　MATSUDA＊，
Chihiro　MORITA＊，　and　Kenji　SEGAWA＊＊

　　In　this　papar，　an　approximate　method　for　analyzing　the　geometrical　nonhnear　problems　of　three－hing－

ed　arches　is　proposed．

　The　general　solutiqns　for　differential　equation　of　arch　members　are　obtained　in　discrete　forms　by　apply－

ing　numerical　integration，　and　they　give　the　shear　forces，　axial　forces，　bending　moments，　rotaions　and

deflections　at　all　discrete　points．

　As　the　applications　of　the　present　method，　geometrical　nonlinear　problems　of　three－hinged　arches　arp

calculated．

1．序　　言

　本論文は，任意形アーチの幾何学的非線形問題の一

解析法として，増分形基礎微分方程式の離散的一般解

に基づく直接的かつ半解析的な計算手法を提示し，座

屈前の幾何学的非線形性を考慮した，放物線および円

孤の軸線形状をもつ3ヒンジアーチの面内座屈解析を

行ったものである。

　作用荷重の連力線がアーチの軸線に一区域る場合，

つまり，求心等分布荷重（水圧荷重）を受ける円孤アー

チ，支間方向単位長さ当りに等分布する荷重（デッキ

荷重）を受ける放物線アーチ，軸線単位長さ当りに等

分布する荷重（リブ荷重）を受ける懸水線（カテナリー）

アーチ等の場合，等断面アーチは，近似的に軸圧縮力

のみが生じている状態にあるので，座屈前にわずかな

変位しか生じない。したがって，座屈前の変位を無視

した固有値解析により，座屈荷重を求めることができ

る。Austin　1）は，上記3種の軸圧縮を受けるアーチ

について，固定，2ヒンジ，3ヒンジのそれぞれの場

合の座屈係数を与えている。

　しかし，一般に任意荷重の作用を受ける任意の軸線

形アーチにおいては，軸力とともに曲げモーメントお

よびせん断力も生じる。したがって，荷重の増加につ

れて微小変位関係の仮定が成立しなくなり，変位を有

限と見なす必要がある。つまり，座屈前の幾何学的非

線形性を考慮した有限変位解析を行わなければならな

い。

　このような2ヒンジアーチの幾何学的非線形解析に

ついては，いままで多くの研究がなされているようで
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あるが，3ヒンジアーチについての幾何学的非線形解

析を詳細に解析した研究は，いままでのところ，見受

けられないようである。

　本研究は，長大アーチ橋などにおける任意形アーチ

の有限変位解析として，力の釣り合い条件における非

線形性を考慮し，微小ひずみの前提のもとに，各増分

段階における応力ひずみ関係および断面力変位関係に

線形関係を用いて導かれた増分形基礎微分方程式の離

散的一般解に基づく直接的かつ半解析的な一解析法を

提示し，3ヒンジアーチの幾何学的非線形問題への応

用性を検討したものである。

2．増分形基礎微分方程式
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Fig．1　Arch　Element

　アーチの変形状態における力の平衡条件式に基づい

て，増分理論による有限変形解析における，任意形アー

チの基礎微分方程式が誘導される。

　一般的な平面曲線を軸線とするアーチ部材におい

て，その任意の微小部分は十分正確に円弧と見なすこ

とができる。図一1に示すごとく，変形前アーチにお

ける部材（図心）軸座標をS，曲率半径をR（∫）とし，

変形前アーチの法線および接線方向の分布荷重強度を

ρ（s）およびg（s），分布モーメント荷重強度を物（s）

とする。また，アーチ部材任意断面のせん断力，軸力

および曲げモーメントを（22＞およびMとし，アーチ

軸任意点の接線回転角および軸方向ひずみをθおよび

εとすれば，アーチ橋に作用する死荷重や大部分の活

荷重などのように，アーチ変形後も荷重方向が変化し

ない，いわゆる重力に基づく荷重の作用を受ける，任

意形アーチの有限変形状態における平衡条件は次の3

式にて与えられる。

　　誓＋（　　　　4θ1＋1～齋）餐＋ρ…θ一9・i・θ一・（1一・）

響一（　　　　4θ1＋R誘）昊＋ρ・i・θ＋9…θ一・（1一δ）

　　響一（1＋・）Q一吻一・　　　（1一・）

　また，変形前後のアーチ軸曲率半径瓦1～＊間の関

形式は，図一1に基づいて導かれ，次式となる。

　　歩一（1｝、）（妻＋窪）　　　　（・）

　有限平衡方程式（1一α）～（1－o）を応用すること

により，荷重増分△ρ，△¢，△〃¢に対する断面力増分

△（2△亙△」Mを規定する微分方程式として，増分形

の平衡方程式が次の3式として求められる。

　　響＋箏＋N響一4△θ＋ムカ＋△あ一・（3一・）

　　響一碧一礫＋ρ△θ＋△9＋△免一・（3一う）

　　響△Q－Q△・一△魏一△槻一・　（3一・）

ここに，QおよびNは，初期荷重あσ，〃Zによる初期

断面力であり，△θは，接線回転角θの増分である。

また，式（3一α）～（3－o）の最終項△ρ，，△σ。および

△〃Z，は不平衡力の項であり，次のように与えられる。

　　△九一△腰一△9△〃＋⑦＋△ρ）（…△θ一1）

　　　　　一（（～十△（～）（sinL△θ一△θ）　　　　　　　　　（4一α）

　　△免一一△Q㌘＋△ρ△θ＋ψ＋△ρ）（・i・△θ一△θ）

　　　　十（（Z十△（Z）（cos△θ一　1）　　　　　　　　　　　（4一δ）
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　　△〃z‘＝△（；）△ε　　　　・　　　　　　　　　　　　（4－o）

　また，断面力増分△（Zムハろ△1匠　と変位増分△θ，

△”，△％，軸方向ひずみ増分△εとの間には，次の関係

が成立する。

△M一一孤・）響

△N一崩（・）△・一斗・）［響一鵡］

△Q一θ｡（s）［響＋錯一△θ］

（5一σ）

（5一∂）

（5－o）

ここに，EGκ，1（S）および且（∫）は，それぞれ，弾性

定数，せん断弾性定数，せん断係数，断面2次モーメ

ントおよび断面積である。また，△〃および△πは，

それぞれ，接線方向変位ωおよび法線方向変位％の

増分である。なお，△ω，△％，△θの正方向は，図一1

⑦）に示す荷重ρ，¢〃Zの正方向と，それぞれ同じとす：

る。

3．離散的一般解

　導かれた増分形基礎微分方程式（3一α）～（3－o），

（5一α）～（5－c）は，変数係数の連立微分方程式で

あり，その解析解を一般的に求めることはほとんど不

可能であると判断される。したがって，本論文におい

ては，増分形基礎微分方程式の積分方程式への変換と

積分方程式の近似解法の応用とにより，アーチ軸等分

点あるいはアーチ支間等分点に対応するアーチ軸分割

点に関する，増分形基礎微分方程式の離散的な一般解

を求めることとする。なお，この離散的一般解を求め

る方法については要点のみを記す。詳細については文

献2）を参照されたい。

　アーチ軸長，アーチ支間，基準曲げ剛性および基準

伸び剛性を，それぞれ，乙五，EちおよびE・4。として，

次の無次元量

　　渇一一髭△◎為一一量△N

X・一一ﾅ△砿X・一△θ

　　X・山畑X・一勢η一1

を導入すれば，無次元化された基準関数X1，…X6に

関して基礎微分方程式（3一σ）～（3－6）および（5

一α）～（5－o）は，次のごとく整理縮小される。

鵠脅轟α一1－6・茄一1）　（・）

ここに，り＝Z／五，係数G読の内容は，本文末のAp－

pendix　Iに示すとおりである。

　アーチ軸を祝等分した場合の分割点∫におけるX，の

離散的一般解X｝‘は次式となる。

　　　　　　X庭二Σ4撚X諺。（づ＝1～〃z，X亨。＝1）
　　　　据＝1

ここに，

　　　　　　ゴ　ア
　　4屠＝δ・’＋蔦認1βガG塀喝

　47勿＝δπ7，　βガ＝α〃／24〃z

　δπ，：Kronecker’s　Delta

（7）

なお，係数島は数値積分法における重み係数である。

Simpsonの多分割数値積分法を用いた場合の吻値を

本文末のAppendix皿に示す。また，瓦。は左支点の

状態を表わす積分定数であり，境界条件より求められ

る。

　アーチ軸座標ηに対して，アーチ支間の水平軸座標

をζ（0≦ζ≦1）とすれば，両者の間には，アーチ軸

の接線傾斜角φを介して，4ζ＝りCOSφ吻なる関係が存

在する。この関係式を用いて式（6）を書き換えれば次

式が得られる。

要一・ゑ磯（’一1－6・X・一1）　（・）

ここに，G鋤＝G副（レCOSφ）である。

したがって，アーチ支間の水平軸彿等分点に対応す

るアーチ軸分割点ゼにおける渇の離散的一般解澱は

次式にて与えられることとなる。

　　　　7　＿
　　X詑＝Σ4擁X壷。（ゴニ1～〃z，Xケ。＝1）

　　　　π＝1

ここに，

　　ヘ　　　　　　　　ゴ　ア　　　　　　　

　　4禰＝δ・’＋蔦認1βガ0麟毎

（9）

Deck　Load

△P。

Rib　Load

Fig．2　External　Loads

　次に，図一2に示すごとき，Deck　Load，　Rib　Load

に関する荷重強度関数は，接線傾斜角をφとして，次

の式で与えられる。なお，本論文においては，水平軸

およびアーチ軸に沿って等分布する荷重をそれぞれ，

Deck　1，0adおよ：びRib：Loadと称することとする。
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（1）　Deck　Load△ρ。

△差拷L・…φ・△日舞）一一・i・φ…φ

（2）　Rib　Load△ρ。

△鍔）一…φ・△錺）一一・i・φ

4．積分定数と境界条件
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Fig．3　Boundary　Conditions　of　3－hinged　Arch

O

　本研究において，3ヒンジアーチは，中央ヒンジ点

においてアーチ軸接線方向変位が零である，対称変形

をするものと仮定し，半区間の解析を行うものとする。

図一3に示すごとく，左支点の境界条件は，X30＝X5G

＝X60＝0，中央ヒンジ点の境界条件は，　X伽＝X脇

＝0，X1魏＋X2卿tanX輌＝0であるゆえ，式（7）を利

用してX10，澱0をX20に関する式で次のように表わ

せる。

　Xlo＝’11×20＋’12，　X40＝ち1×20＋ち2

ここに，’11＝（452彿434バ454栩432彫）／D

　　　　≠12＝（434餌457ゼ454翅437翅）／D

　　　　ち1＝（451翅432ゼ452物431勉）／D

　　　　ち2＝（451翅437ゾ431辮457物）／D

　　　　D＝（431擢454バ451解434彿）

さらに，これらの式を式（7）へ代入することにより，

中央ヒンジ点の諸量X吻，X2翅，　X伽もまたX20の

みで表わせる。

　　X1魏＝Oi1×20＋U12，　X2魏＝011×20＋012

　　×4物＝011×20＋012

ここに，〔ろ1＝411翅’11＋412祝＋414挽’21

　　　　研2＝411嗣げ12＋414解ち2＋417膨

　　　　の1＝421彿≠11＋422解＋424解≠21

　　　　の2＝421獅’12＋424πち2＋427彿

　　　　砿1＝441翅’11＋442翅＋444解≠21

　　　　砿2ニ441初≠12＋444解ち2＋447解

　また，中央ヒンジ点での境界条件X1獅＋X2魏tan

X物＝0を応用することによって，増分形の境界条件

が次のように与えられる。

　　X1彿＋X2卿tan（X4翅十X4翅）

　　　　十X2πtan（X4物十X4祝）＝X2翅tan　X4膨

この増分形の境界条件式に上で求めたX吻，X肋，

X物を代入し，未知量為。のみで表わして，試行錯誤

法により求めると，積分定数X20が決定され，その結

果，X10，　X40も決定することができる。したがって，

式（7）より，各面分点における諸量が求められる。こ

の計算を第1増分段階から順次行うことにより，アー

チの有限変形問題を解析することができる。

　また，座屈荷重を決定する方法としては，荷重増分

段階における法線方向変位の割合が急激に大きくなっ

たときの荷重を座屈荷重とした。

5．数値解析

　（1）既往研究結果との比較

　本論文における直接的かつ半解析的な計算手法の有

効性の検証を目的として，変断面および等断面の3ヒ

ンジアーチの面内座屈問題を解析し，従来の解析法と

の比較を行った。

　表一1（a）は，断面2次モーメントが1＝玲／cosφの

ように変化する放物線3ヒンジアーチに関して，鉛直

等分布荷量（Deck　Load）が作用する場合の座屈荷重

係数をDischinger　3）の解析解とともに示している。ま

た，表一1（b）は，等断面の放物線3ヒンジアーチの

Table　l　Buck：ling　Coefficients篤し　2／泓

　　　　　of　Parabolic　3－hinged　Arch

（a）Variable　Cross　Section

∫／L 0．1 0．2 0．3 0．4

Dischinger Symmetric　mode

`symmetric　mode

29．40

i37，220）

27，728

i31，582）

（25．332）

Q5，112

（22。596）

P9，432

Author Symmetric　mode 29．0 27．4 2419 21．9

（b）Constant　Cross　Section

∫／五 0．1 0．2 0．3 0．4

Disch血ger Symmetric　mode

`s〕㎜metdc　mode

28．5 24．9 20．2

i19，8）

15．4

i13，6）

Author Symmetric　mode 28．4 25．1 20．6 15．9
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結果を示している。

　ただし，本研究では，境界条件で述べた通りアーチ

クラウンにおける中間ヒンジ点での接線方向変位を零

とすることで，対称形の座屈が起こることを仮定して

おり，皿＝0．295より大きくなった時に起こるとされ

ている非対称形の座屈は考慮していない。そのため本

研究の結果は，対称形の座屈に限られている。

　面一1によると本法における数値解は，文献3）の

結果と良好に一致しており，本解析法の有効性をうか

がうことができる。

　（2）　3ヒ’ンジアーチの限界座屈荷重

　本解析法の応用として対称性を有する放物線および

円弧の軸線形状をもつ3ヒンジアーチについて，・座屈

前の幾何学的非線形性を考慮した限界座屈荷重の算定

を行った。なお，本研究においては，座屈前の荷重変

位関係における非線形性と限界座屈荷重のみに注目

し，対称変形径路と限界点のみを示した。

は，Rib　Loadによってアーチ中央部が浮き上がった

状態になることを示している。

0．4

0．5

0．3

0．2

　a＝200

0C耐cal　Point

pL3／E1

40

f／L＝0．1

0

pL3／E1

40

20

0．4

0，5 03

0．2

f／L＝0．1

　a＝200

0Critical　Point

0　　　　　　　　0．002　　　　　　0．004　　　　　　　　　　　　　　　　　0．006
　　　　　　　　　　　　　　　Uc／L

Fig．4　3－hinged　Parabolic　Arch：Deck　Load－

　　　　Deflection

　図一4は，Deck　Loadを受ける，∫／L＝0．1～0．5，

α＝200の放物線アーチの荷重変位曲線である。！／L＝

0．1～0．4の各アーチにおいて，座屈前の荷重変位関係

に非線形性が認められる。非線形性状は，ライズスパ

ン比の増加とともに低下している。

　図心5は，Rib　Loadを受ける，∫／L＝0．1～0．5，

α＝200の放物線アーチの荷重変位曲線である。∫／L＝

0．2～0．5において，アーチクラウンの鉛直変位は負の

値となっている。これは，偏平でないアーチに関して

　　　　一〇．05　　　　　　　　　　　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Uc／L

Fig．5　3－hinged　Parabolic　Arch：Rib　Load－

　　　Deflection

30

pL3／日

20

10

0．1

0．2
0、3

ガL＝O．4

　a＝200

0Critical　Polnt

　0　　　　　　　　　0．02　　　　　　　0．04　　　　　　　0．06

　　　　　　　　　　　　　　　　Uc／L

Fig．6　3－hinged　Circular　Arch：Deck　Load－

　　　Deflection

　七一6は，Deck　Loadを受ける，また，図一7は，

Rib　Loadを受ける，ガL＝0．1～0．4，σ＝200の円弧アー

チのそれぞれの荷重変位曲線である。各アーチにおい

て，座屈前の荷重変位関係に顕著な非線形性が認めら
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30

pL3／E1

20

10

0。1

0．2

　a＝200

0Critlcal　Point

0

0．3

f／L＝0．4

0．02 0、04

Fig．7　3－hinged　Circular　Arch：Rib　Load－

　　　Deflection

Uc！し

と比較として，座屈前にわずかな変位しか生じない。

これは，軸圧縮性状態に近い状態であると思われる。

また，3ヒンジ円弧アーチに関して，Deck　Load作

用下の場合とRib　Load作用下の場合とは，荷重変位

関係に類似性が認められる。

　図一10は，Deck　Loadを受ける，2ヒンジおよび

3ヒンジ放物線アーチに関する，座屈荷重曲線である。

低ライズスパン比においては，2ヒンジアーチの座屈

荷重の方が3ヒンジアーチのそれより大きいが，

皿＝0．3あたりを越えると，高ライズスパン比になる

ほど逆に3ヒンジアーチの座屈荷重の方が大きくな

る。しかし，図一10の2ヒンジアーチは非対称座屈で

あるので，本解析の対称座屈を行う3ヒンジアーチと・

は一概に比較できない。

　図一11は，Deck　LoadおよびRib　L，oadを受ける，

放物線および円弧3ヒンジアーチに関する，座屈荷重

曲線である。放物線アーチにおいて，Deck　Load作

用下の場合，f伍＝・0．4あたりの座屈荷重が最大である
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　図一8は，Deck　Loadを受ける，皿＝0．2，α＝200

の放物線2ヒンジおよび3ヒンジアーチの荷重変位曲

線である。Deck　Load作用下の放物線2ヒンジアー

チに関しては，荷重変位関係は直線的であるのに対し，

3ヒンジアーチに関しては，非線形性が認められる。

　面一9は，Deck　L，oadおよびRib　Loadを受ける，

皿＝0．2，α＝200の放物線および円弧の各3ヒンジ

アーチの荷重変位曲線である。Deck　Load作用下の

放物線3ヒンジアーチは，他の3ヒンジアーチの場合
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Fig．10　Buckling　Load　of　Parabolic　Arch：Deck：Load
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Fig．11　Buckling　Load　of　3－hinged　Arch

のに対し，Rib　Load作用下の場合は，皿＝0，25あた

りの座屈荷重が最大となっている。円弧アーチに関し

ては，Deck　LoadおよびRib　Load作用下において座

屈荷重曲線はほとんど変わらない。また，放物線アー

チと円弧アーチの座屈荷重を比較すると，偏平でない

アーチにおいては，放物線アーチの座屈荷重の方がは

るかに大きい。

（3）放物線および円弧の各アーチの軸線形状の違い

　によるアーチの座屈荷重の差異は，高ライズアーチ

　においては明瞭であるが，ライズスパン比0．1以下

　の偏平アーチにおいてはわずかなものとなる。

［Appendix　I］

　G12＝一ろG13＝一π2，　G14ニー々29，

　G17＝々2（△西＋ムラ，），G21＝ろG23＝・認1，

　G24＝々2ラ，G27ニん2（△9十△9‘），031＝1，

　G32＝一五X1／α2，G37＝一K2（△〃z十△〃Zc），

　G43＝ムG52＝一且／α2，G56＝角

　G61＝一五／（μα2），G64＝1，G65＝一ろ

　other　G漉＝0，

ん・一@K・一三・一望・・一奏

μ一黶E一欝五一盤x1一一寄

7・一一ｿラー姦ξ一姦

△う一三△㌘一三△励一銑

△ρ。，△m。：基準増分荷重強度，σ：細長比

［Appendix皿］

αガ「晦1％θ

6．結　　語

　任意系アーチの幾何学的非線形解析法として，有限

変形理論から導かれた増分形基礎微分方程式の離散的

一般解に基づく直接的かつ半解析的な解法を提示し，

放物線および円弧の軸線を有する3ヒンジアーチの幾

何学的非線形解析を行った。

　得られた主要な結果は次のとおりである。

（1）増分形基礎微分方程式の離散的一般解に基づく

　本解析法により，置換系などにモデル化することな

　しに変断面3ヒンジアーチの幾何学的非線形性を直

　接的に解析することができる。

（2）Deck　Loadを受ける円弧アーチなどのように，

　大きな曲げを生じるアーチの座屈荷重の解析におい

　ては，座屈前の幾何学的非線形性を無視してはなら

　ないことが確かめられた。また，Deck　Loadを受

　ける放物線アーチのように，軸圧縮力のみを受ける

　とされる場合でも2ヒンジアーチに比較すると3ヒ

　ソジアーチの場合は，座屈前の幾何学的非線形性が

　認められた。
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