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偏平ケーブルに現われる1／2分数調波共振と

カオス的挙動の解析

高橋　和雄＊・町田　健一郎＊＊

松野　進＊＊・入江　省造＊＊＊

1／2　Subharmonic　Resonance　and　Chaotic　Behaviors　in　a　Cable

　　　　　　Subjected　to　a　In－plane　Harmonic　Excitation

　　　　　　　　　　　　　　by

Kazuo　TAKAHASHI＊，　Ken－ichiro　MACHIDA＊＊，

　　Susumu　MATSUNO＊＊and　Syozo　IRIE＊＊＊

　　1／2subharmonic　resonance　and　chaotic　motions　near　the　1／2subharmonic　resonance　of　a　hori・

zontal　cable　sublected　to　uniformly　distributed　sinusoidally　time－varying　load　are　presented．　The

problem　is　solved　by　a　Galerkin　method　to　obtain　one　ordinary　differential　equation　for　time　variable．

　　1／2stlbharmonic　resonances　are　solved　by　the　harmonic　balance　method．　Chaotic　motions　are

analyzed　by　Runge－Kutta－Gill　method．

　　1／2ミubharmonic　resonances　of　cables　with　various　sag－to　span　ratios　are　shown　and　chaotic

motions　are　shown　for　the　particular　sag－to－span　ratio．

1．まえがき

　これまで，力学や数学の分野で研究が行われてきた

“カオス”と言われる現象が，近年，工学の分野でも

関心を集め，電気工学や機械工学を中心に研究が進ん

でいる1）．構造物の非線形振動においても，研究が行な

われるようになってきているが，引張材として使用さ

れるケーブルにカオス的挙動が存在することがわかっ

ている2）3）．

　ケーブルの運動方程式は，2次と3次の非線形項を

もつため4），分岐型の応答の1つである分数調波共振

においては；1／3分数調波共振だけでなく，1／2分

数調波共振も卓越することが予想される．

　ケーブルが，周期的変動荷重を受ける場合，1／2分

数調波共振の周辺には，カオス的振動が発生するとい

うことを，Regaら2）3）がはじめて明らかにしている．

　ケーブルの非線形振動特性はきわめて複雑であるた

めその非線形動的解析をしておくことが必要である5）．

　本研究では，サグ比1／8以下の偏平ケーブルに周期

的等分布荷重が作用する場合を対象に，1自由度振動

系にモデル化した運動方程式を取り扱う．まず，運動

方程式にGalerkin法を適用して，常微分方程式に変

換した後，解析的手法として，非線形項が大きな場合

にも有効性を失わないFourier級数解析法にもとつく

調和バランス法を用いた解析を行う5）．次いでサグ比

をパラメーターに1／2分数調波共振を明らかにする．

カオス的応答に対しては，従来の解析的手法では対応

できないため，計算機を使用した数値シミュレーショ

ンを行なう．このため，微分方程式の直接数値積分法

として，Runge－Kutta－Gill法を用いた時間応答解析

を行う．数値解析において主調波共振および1／2分数：
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調波共振の解析解との比較を行い，次に解析解との比

較と，荷重強度をパラメーターとして，カオス的応答

の発生について数値的検討する．

高橋和雄・町田健一郎・松野

2．運動方程式

　Fig．1に示すような偏平ケーブルが周期的変動荷重

p。cos、Ωtを受ける場合の運動方程式は，　Irvineの成

書6｝から次式のように与えられる．

　　L（w）一m肇＋夢h

　　　　　一（猛＋h）嚢一下・・sρ・　（1）

h三嬰｛夢∬wd・＋壱∬騨d・｝

　ここに，w：面内鉛直たわみ，　t：時間，　m：ケー

ブルの単位長さあたりの質量，f：ケーブルサグ，／：

ケーブルスパン長，h：付加水平張力，　E：ヤング率，

A：断面積，L．＝！（1＋8f2／／2）：ケーブル長，　H，：初期

水平張力，p。：荷重強度，9：外力の円振動数

He He

　　進・入江省造

れる6》．

・・n努L雫一審（剖　　　（4＞

ここにλ2＝64γ2k2／（1＋8γ2），γ＝f／／：サグ比，　k＝

厨〔＝縦波一横波伝播速度比

　式（2）は，式（1）の厳密解ではない．そこでGalerkin法

を適用し，さらに粘性減衰力を考慮すると，次式が得

られる．

　　T十2hω1T十ω12T十C2T2十C3T3＝1To　cosのτ　（5）

　こ　こ　に，　C2＝12γlbIcld，　C3＝Ib21d／2，　po＝po41c／

貼〆，1・一k・／（1＋8〆）L・・，L一三dξ，恥一

∫塵d鉦一∫㎞ξh・減数定数・鴫の一9／

z

x

f

2

9／2

Fig．1　Geometry　and　coodinate　system．

3．解　　法

（1）常微分方程式への変換4）7）

　式（1）の解を1自由度系モデルで，次の変数分同形に

仮定する．

　　w＝／T（t）W（x）　　　　　　　　　　　　　（2）

　ここに，T（t）：未知の時間関数，　W（x）：境界条件を

満足する座標関数

　本研究ではケーブルの非線形特性を明らかにするた・

め，蘇とは異なる固有振動形をもつ対称振動に焦点を

絞って以下の解析を行なう．上式の座標関数Wとして，

基準化した自由振動の面内対称モードを用いる6）．

　　W（・）一（・一・・n雫・i・πω1ξ　　　（3）

　　　　　一cosπω1ξ）／W　max

　ここに，ξ＝x〃，ω1＝n1／πn。：第1次の無次元固有

円振動数，n。＝H。π2／m／2：弦の1次の固有円振動数，

n1：ケーブルの第1次の固有円振動数，　W　max：最大

値

　上式のω1は次の超越方程式の第1次の根で与えら

no

（2）　1／2分数調波共振

　1／2分数調波共振を求めるために，式（5）の解を次式

のように仮定する．

　　T一号＋C11・C・S誓＋S11・Si・誓

　　　　十。正cos〔万τ一｛一Sl　sinのτ　　　　　　．　　　　　　　　（6）

　ここに，C。，　Cl，　Sl：付随調波成分，　C112，　S112：分岐

調波成分

　式（6）を式（5）に代入して，調和バランス法を適用すれ

ば，次の未定定数を求める連立非線形代数方程式を得

る．

　　顎＋争（薯＋q隔ノ＋♂

　　＋♂）＋号α（讐＋㏄・謬一・歯

　　＋C1！22C1＋C。S1122＋C。C12＋C。S12

　　＋2Cl〆、S112Sl）＝0

（　　2　〔万2ω1－4）伽＋のh一＋し（軌

　　＋Q・・q＋s11・s1）＋暑C・（・♂c1・2＋c1123

　　十2coc1〆2c1十c112s1122十2c112c12

　　十2c1／2s12→一2cos1！2s1）＝0

　　（　　2　d）2ω1－4）鋭12一のh仙c112＋C・（・伽

　　＋q’一・q）＋号G（・・2笥・2＋・…

　　一2cos1／2c1十s112c1122一｝一2s112c12

　　一ト2s112s12－1－2cocl／2sl）＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

　　（　2　　－2ω1『ω）q＋2のhω蘭＋薯（2・・Cl＋

　　c1’22一・・122）号C・（・・2c1＋c13

　　－c。s1122＋2s1122c1＋2c1122c1＋cls12

　　＋C。C1／22）＝百。
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　　（ω12一（万2）sl－2のhωlcl十C2（cosl十

　　・翻＋著C・（㏄2sl＋s13手2・・1／s1

　　＋2s1，、2sl＋c12sl＋2c。c11、s11、）一〇

　式（7）にNewton－Raphson法を用い，適当な初期値

のもとに解けば，必要な解が得られる．

　また，式⑥は次式のようにも書ける．

　　T＝co／2十A112　cos（のτ／2一ψ112）

　　　　十Al　cos（のτ一ψ1）　　　　　　　　　　　（8）

　ここに，A112＝・C1122＋s1／22：分岐応答成分，　AF

c12＋s12：付随応答成分，ψ112＝tan『1（sl〆2／c112），ψ1ニ

tan一1（s1／Cl），ψ1／2，ψ！：位相差

（3）時間応答解析

　一方，式（5）はT＝P1，　T－P2とおくと，次の2元連

立の1階常微分方程式となる．

　　Pl＝P2

　　P2＝一2hω1P2一ω12P1　　　　　　　　　　　　　　（9）

　　　　一C2P12－C3P13十Po　cosのτ

　これに，Runge－Kutta－Gill法を適用して直接数値

積分すれば，時間応答が求められる．
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4．ケーブルの固有振動特性

　ケーブルの動特性を支配するパラメーターはサグ比

γと縦波一横波伝播速度比kの2つである．これまで

の研究によるとサグ比γによってケーブルの対称振

動の固有振動形は弦の場合と異なって，1段高次の振

動形（1次→3次，3次→5ケ月と遷移することが知

られている6）．また，遷移を起こすサグ比は縦波一横波

伝播速度比kによって異なることが明らかになってい

る．ケーブルは，サグをもつために，式（5）に示すよう

に2次と3次の非線形項が存在する．2次の非線形項

はケーブルのサグによって存在する非対称な復元力特

性をもつ．，2次の非線形項はケーブルの剛性を減少さ

せる軟化バネ特性を示す．これに対して3次の非線形

項はケーブルの弾性伸びに起因する．この非線形項は

ケーブルの剛性を増大させる効果をもつ．これらの非

線形項はケーブルのサグ比によって著しく異なる．2

次の非線形項は特定のサグ比に最大値をもつ4）．3次

の非線形項はケーブルの固有振動形の変化に伴って弦

の1段高次の値になる4》．したがって，ケーブルの非線

形振動特性は，ケーブルのサグ比および応答振幅に

よって複雑に変化することが予想される5）．
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5．調和バランス法による1／2分数調波共振特性

　γ＝0．005，0．02，0．05の3種のケーブル（k＝30，h

＝o．o）の主調波応答と1／2分数調波応答をFig．2～4

、
、

、c、（含sソ2≠O）

一。、（2ey2≠o）

　　290　　　　　　　　　3●0　　　　　　　　　4．0　　　　「　　　　590　　　　　　　　6．O

　　　　　　　　　　　　　　　　Frequency　石5

Fig．4　Resonance　curves　of　the　harmonic　and　1／2

　　　　subharmonic　resonances：k＝30　andγ＝

　　　　0．05，

に示す．

　これらの図において，縦軸は，スパン長尼で無次元

化した振幅成分で，横軸は，弦の1次の固有振動数：で

無次元化した無次元加州振動数の＝9／n。である．荷

重強度Pbは，静的応答（の＝0．0）が1／1000になるよう

に調整してある．

　主調波応答Clは，あらゆる振動数領域で生じ，実線

が外力と同位相，破線が逆位相の応答を示す．1／2分

数：調波応答c1〆、，　s11，は，固有振動数の2倍の振動数領

域で生じ，サグ比によって，その特性や発生領域が異

なる．分数調波共振は，文献4）のFig。3，4に示した

非線形項の係数とサグ比との関係から，サグ比γ＝

0．02の場合に，2次の非線形項が支配的な軟化バネ特
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性を示し，γ＝0．005および0．05の場合，3次の非線形

項が支配的な硬化バネ特性を示す，また，1／2分数調

波共振の発生領域は2次の非線形項の影響を受け，サ

グ比γ＝0．02の近傍で最も大きくなる．なお，1／2分

野調波共振の位相は，主調波応答と同位相もしくは逆

位相である．

6．数値シミュレーションによる1／2分数調波共振

　　とカオス的挙動の解析

（1）精度の検討

　Fig．5に調和バランス法によって得られた応答と

Runge－Kutta－Gill法で得られた応答の比較を示す．

0．01

。馨

器
且§

差1。、

0．05

0．04
　招

舗
38
嵩曾
ロ　む

還。

0．03

0．0

0．．02

o　Time　response
analysis

C匹

A、

1－c監　　　　2c、，2　二s・’・
、

ヘ　　　トむロ　

、／り亟。・

　、
　臥　　　．c、（2s、，。≠o）

　　も　一C，（2Cy、≠0）

　　　1．0　　　　　　　　 2．0　　　　　　　　 3．0　　　　　　　　 4．O

　　　　　　　　　　　　Frequency面

Resonance　curves　of　the　harmonic　and　1／2

subharmonic　resonances：k＝30　andγ＝．
0．02。

0。O1

0．00
0。0

。Time　response
analysis

　　　　　、

　　　　　　　％騙

　　　　。，　　薫
　　　　　　　　　　％。
　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む
　　　、　、、、　　　　　　　　　　　　　　　　o
　　　＼　　　　　　　、、　　　　　　　　　　　o
　　　　、、　　　　　　　、、、、　　　　o
　　　　　ヘヘ　　　　　　　　　　　　　　ヘヘ
　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　げヘへ

ぐ〆　　　＼一一一．噸、、、、

Fig、5

　　2．50　　　　　　　　　3●00　　　　　　　　　3●50　　　　　　　　　4●00

　　　　　　　　　　Frequency　iユ

Fig．6　Resonance　curves　of　the　1／2　subharmonic

　　　　resonarlce　near　2ω1：k＝30，γ＝0．02　and　pb＝

　　　　0．03．

　図中の○印は，シミュレーションによる振幅である．、

主調波共振は，減衰定数：h＝0．06，分数調波共振は，h

＝0．0の場合の解である．図のように両者は一致してい

る．周期解については，式（6）の仮定で十分である．こ

れから数値シミュレーションによって，周期解以外の

応答を捜すことにする．

（2）　1／2分数調波共振とその近傍のカオス的挙動

　Fig．6は，サグ比γ＝0．02，荷重強度画。＝0．03の1／

2分数調波共振近傍の主調波共振c1と分数調波共振

cv2およびs1，2である．加振振動数の＝2．83で，主調波

共振c1から1／2分数調波共振c112に移る．次いで，の

＝2．98付近で1／2分数調波共振s112に移る．加給振動

数が上昇すると，1／2分数：調波共振s112は減少し，の

＝3．56付近で再び主調波共振c1のみが得られる。　Fig．

6の場合，ケーブルの応答は外力と同周期Tと2倍の

周期2Tの2つの解が存在する，このシミュレーショ

ンによる応答振幅は，解析解とよく一致している．次

に，荷重強度p。を増大させて，o．04の場合をFig．7に

示す．図に示すように，め＝2．50～3，02の範囲では周期

Tおよび周期2Tと一致しない応答が生じている．の

＝3．16付近でも別の解が現われている．．これらの周期

Tおよび周期2Tと一致しない解についての時間応答
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を詳しく検討する．

　なお，これらの数値シミュレーションにあたっては，

初期条件の変位，速度をいずれも0とし，時間きざみ

は△τ＝1／200無次元時間で△τN＝4000までの応答

を求めた．時間応答解析のみでは，振動の周期を特定

することは不可能であるために位相平面図およびパ

ワースペクトルを求めた．Fig，7上のポイント①～⑦

の時間応答，位相平面図，パワースペクトルはFig．8

～14に示すとおりである．

　Fig．8およびFlg．14が主調波応答である．　Fig．　ll

およびFig．13が分数調波共振である．Fig．9の加振振

動数の＝2．68（f＝0．43，f：振動数）では，カオスが生じ

ている．このカオスの近傍にはFig．10のような周期

6Tの応答が生じている．また，の＝3．16（f＝0．50）では，

Fig．12に示すように周期8Tの応答が表われている．

以上のような結果をもとに，函＝0．04における周期解
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の種類を求めると，Fig．15のように得られる．

　周期Tの解が周期2Tの分数調波共振に移り，さら

に周期Tの整数倍で分岐すること．が予想される．

7．まとめ
　本研究では，周期的変動荷重を受ける偏平ケーブル

の1／2分数調波共振に着目して，まず，サグ比をパラ

メーターに，調和バランス法を用いて応答特性を明ら

かにした．その結果を踏まえ，数値シミュレーション

を行って，解析解との比較と，カオス的応答の発生に

ついて検討した．得られた結果を要約すると次のとお

りである．

（1）偏平ケーブルに現われる2’次，3次の非線形項の

　大きさは，サグ比によって異なる．2次の非線形項

　が卓越する場合に1／2分数調波共振の発生領域が

　広い．
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（2＞調和バランス法による主調波応答および1／2分

　数調波共振は，Runge－Kutta－Gill法による数値シ

　ミュレーション結果とよく一致する．

（3）数値シミュレーションによれば，主調波応答から

　分数調波応答への遷移時と，2つの分数調波応答間

　で振幅の飛び移りが起こることを確認できた．

（4）荷重強度を大きくした場合，ジャンプ現象の近辺

　に周期がn倍の分岐応答とカオス的な応答が発生す
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　本研究では，偏平ケーブルの1／2分数調波共振の調

和バランス法による解析と数値シミュレーション結果

を示したが，1／2分数調波共振の近傍にカオス的挙動

を示す解が存在することを確めた．Regaらによるカ

オスの存在の主張が確認された。今後，カオスの発生

領域の詳細な検討およびカオスの発生に及ぼすケーブ

ルのサグの影響を明らかにする予定でいる．1988年フ
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ランスグルノーブルでのIUTAM総．会および1989年

ドイツシュトゥガルトでのIUTAMシンポジウムで

著者にケーブルにカオスの解析の必要性を示した
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