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Pasternak基礎上の熱勾配をもつ変断面片持ち板の
　　　　　　　　　　　　　　振動および座屈

高橋　和雄＊・江島　裕章＊＊
古谷　寿章＊＊＊

Vibration　and　Buckling　of　a　Non－uniform　Cantilever　Plate

　　　with　Thermal　Gradient　on　Pasternak　Foundation

by

Kazuo　TAKAHASHI＊，　Hiroaki　ESHIMA＊＊，

　　　　　and　Hisaaki　FURUTANI＊＊＊

　Vibration　and　buckling　of　a　non－uniform　rectangular　cantilever　plate　on　Pasternak　foundation　which　is

an　elastic　foundation　with　a　rate－independent　shear　layer　interposed　between　the　plate　and　the　foundation

under　a　steady，　one－dimensional　temperature　gradient　is　studied．　The　problem　is　solved　by　using　the　Ritz

method．　The　trial　functions　are　assumed　by　beam　functions　which　satisfy　the　geometric　boundary　condi－

tions．　The　present　results　are　compared　with　those　of　the　previous　solutions．　Natural　frequencies　and　buck－

ing　load　are　shown　for　various　parameters　of　Pasternak　foundation，　tapers　of　the　rectangular　plate　and

thermal　gradient．

1．まえがき

　著者等は，Pasternak基礎上の熱勾配をもつ単純支

持および固定の組合せからなる変断面長方形板の動的

安定性解析1）を，変断面片持ち板の場合に拡張する

ことを考えている。Pasternak基礎上の熱勾配をもつ

変断面片持ち板の動的安定性解析に着手する前の第一

段階として，本論文では固有振動解析および座屈解析

を行う。

　本研究では，一般解に用いる試行関数に対応するは

りの固有振動形を採用する。はりの固有振動形は平板

の自由端の境界条件のうち幾何学的境界条件しか満足

していないので，これまで著者等1）が採用してきた

幾何学的境界条件の他に，力学的境界条件を満足した

試行関数を設定する必要があるGalerkin法2）を用い

るのは，不可能である。したがって，幾何学的境界条

件のみで解が得られるRitz法を採用する。

　本論文では，Ritz法による定式化を行い解の収束

性を検討した後に，変断面，熱勾配およびPasternak

基礎が振動の固有値（固有振動数）ならび座屈固有値

に与える影響を評価する。

2．ポテンシャルエネルギー

Fig．1に示すような，　Pasternak基礎上の熱勾配を

もつ変断面長方形板がκ方向に一様分布の静的面内力
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瓦を受ける場合の振動問題を考える。

　Pastβmak基礎上の熱勾配をもつ変断面長方形板の

ひずみエネルギーγは，変断面長方形板のひずみエ

ネルギー3），Pasternak基礎のもつバネのひずみエネ

ルギーおよびせん断層のひずみエネルギーから構成さ

れる。なお，本研究で用いる変断面長方形板は薄板と

仮定するので，板厚方向（2方向）の応力成分を無視

する。

7（ω）一音御｛（▽・ω）・

一2（1一・）〔鵜望一（講）・〕｝鋤

＋払∬ρ・鋤

＋卸∬君｛（讐）・＋（鍔）・｝鋤　　　（1）

ここに，1）（κ）＝E（κ）双κ）3／12（1一り2）：板剛度，

E（κ）：ヤング率，夙κ）：板厚，レ：ポアソン比，ρ：板

の密度，ω：たわみ，瓦：バネ定数，瓦：せん断層定数，

た時間，勾夕：平板中央面の座標系

上式において熱勾配の項はヤング率Eに含まれてい

る。

　面内力による仕事σは次のように与えられる。

σ＠）〒一 ﾝみ’（∂ω∂κ）・廟　　　（2＞

また，変断面長方形板の運動エネルギーTは次のよ

うに与えられる。

T（ω）一÷ρ静（饗）・鋤　　　（3）

ポテンシャルエネルギーは次のよ：うに表される。

　π（zσ）＝γ一σ一丁　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4）

3．Ritz法による解法

　解析に用いる一般解を，次のように仮定する。

　フ7＝ΣΣ・4耀砺（ξ）〃。（η）ε砂（ゴω’）　　　（5）

　　　翅＝1π＝1

ここに，妬，ぬ．：幾何学的境界条件を満足する座標関

数（Appendix　A），ここでは，はりの固有振動形を用

いる。編：片持ちばりの固有振動形，乃が両端自由ば

りの固有振動形，・傷．：未定定数，ω：固有円振動数，

ξ＝＝κ／詑，　ηニy／∂

　式（4）を無次元化した後，式（5）を代入し，Ritz法を

適用すると次式が得られる。

霧一・（岨2…鱒　　（6）

式（6）において微分を実行すると，次式が得られる。

　ΣΣ（E鋭解、一λ照㈱一瓦G㈱）・4彿。＝0
　物＝1η窩1

ここに

瑞一一煢L＋毒嚥＋砺聡）

＋嚥＋2（1一りﾀ2）麟

＋磁馳（無尽＋鵜）

（7）

輪一輪　G一一謎・忍

易，，塩…：固有関数の定積分（Appendix　B）

（〃z，η，ろ5＝1，2，…，バリ

ここに，λ。＝4ψ1ω264D1：振動固有値，κ、＝K，

が／D1：無次元バネ定数，κ，＝K、解／Dl：無次元

せん断層定数，罵＝．瓦∂2／1）1：無次元静的面内力，

β＝α／∂：縦横比，N：項数，　D1＝E1耐／12（1一レ2）

（1）1，E1，砺：κ＝αでの板野度，ヤング率，板厚）

式（7）は次のように行列表示される。

（［E］一λヂ［．列一町［σ］）｛κ｝＝｛0｝　　　　　　（8）

　［E］＝E｛s＋（卜1）．〈肋＋吻一1）珊＝E彫”欝

　［F］＝F｛3＋（卜1）ハろπ＋（〃卜1）珊＝F甥㎜

　［G］＝G｛3＋（卜1）ハろπ＋（〃卜1）珊＝G俄駕

　｛κ｝＝｛五11A2五13…Al解421盃2バ・んW｝丁

　上式は，一定の面内力瓦を受けるPasternak基礎

上の熱勾配をもつ変断面片持ち板の振動固有値為を求

める基礎式である。面内力がない場合の固有振動の振

動方程式は，式（8）において瓦＝0とした式で表わさ

れる。

（［E］一λ≠［F］｛κ｝＝｛0｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

　式⑨を行列の固有値問題として解くことにより，振

動の固有値うとベクトル｛κ｝が求められる。ベクトル

｛κ｝を用いることにより，式（5）からPasternak基礎上

の熱勾配をもつ変断面片持ち板の固有振動形を得るこ

とができる。
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4．座屈解析

　座屈に関する方程式は，式（8）において溜＝0とし，

鑑を変数とした次式で与えられる。

（［E］一瓦［G］）ω＝｛0｝　　　　　　　　　⑩

固有振動解析と同様に，式⑩を行列の固有値問題とし

て解くことにより，座屈固有値λδ＝瓦とベクトル｛κ｝

を得ることができる。

5．計算パラメータ

　本研究では，片持ち板の板厚はκ方向に直線的に変

化するものとし，温度は自由端（κ＝α）を基準として

線形的に変化するものとする。また，ア方向には板厚，

温度とも一定とする。したがって，〃1，El，　D1を

用いると断面の諸値は次のように設定される。

　1診（ξ）＝＝・1診1｛1＋β＊（1一ξ）｝＝＝1診1G（ξ）

　E（ξ）＝E1｛1　一δ（1　一ξ）｝＝E12【（ξ）

　1）（ξ）＝Z）1｛1一δ（1一ξ）｝　｛1＋β＊（1一ξ）｝3

　　＝1）1T（ξ）G（ξ）3＝エ）1S（ξ）

　ここに，β＊：変断面パラメータ，δ：温度パラメー

タ

なお，Pasternak基礎のパラメータは無次元バネ定数

κ、，無次元せん断層定数κ、の2つで与えられ，長方形

板の形状は縦横比βで与えられる。

6．固有振動特性

　Fig．2にPasternak基礎のない場合の熱勾配をもつ

変断面片持ち板（κ，＝0．0，κ、＝0．0，β＝・1．0，β＊＝

0．6，δ＝0．8）とPasternak基礎がある場合の熱勾配
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Fig．2Convergences　of　frequency　parameters．

Table　l　Frequency　parametersλ3　for　the　square，

　　　　cantilever　plate．

（a）P「esent　solution，（b）reference　4）

5

4

3

一一一一一 @ κe＝2．Olκsニ2，0
　　　　　　κe＝0．0，κs＝0．0

1 3　　　　　5　　　　7

　　（a）1st　mode

g　N

Mode Ritz　method Ritz　method Method　of
number （a） （b） superposition

lst 3，484 3，494 3，459

2nd 8，521 8，547 8，356

3rd 21．38 21．44 21．09

4th 27．28 27．46 27．06

をもつ変断面片持ち板（κ，＝2．0，κ、＝2．0，β＝1．0，

β＊＝0．6，δ＝0．8）の1次，4次の振動固有値の収束

状況を示す。縦軸焙は振動の固有値の2乗（無次元

固有振動数）で，横軸2Vは項数である。

　Fig．2（a）のように1次振動の収束は良好で3～4

項で収束し，Fig．2（b）のように4次振動は8～9項

で収束する。よって，本研究では固有振動解析に解が

収束したとみなされる項数2＞＝10での値を用いる。

しかし，次数が大きくなるほど解の収束性が悪くなる

ので，5次以上の固有振動解析を行う場合には，さら

に回数を増やす必要がある。本研究でははりの固有振

動形を用いているので項数1＞が13以上になると桁落

ちを生じる。したがって，試行関数の仮定や精度の確

保の方法の検討が必要となってくる。

　Fig．2では変断面パラメータβ＊や温度パラメータδ
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を考慮して収束性を検討しているが，β＊やδの収束に

対する影響は小さい。すなわち，Pasternak基礎のあ

る場合の方がない場合よりも固有値は高くなるが，

Pastemak基礎や熱勾配の存在によって収束性が劣る

ことはない。

　Table　1は，本法による解焙と比較解4）5）を併記

したものである。β＊やδおよびPasternak基礎の影響

のある場合の比較解を捜すのが困難なため，Paster－

nak基礎や熱勾配がない一様断面片持ち正方形板につ

いて検討している。Table　1に示すように，本法によ

る解（10項近似）と比較解4）および重ね合せ法5）は

良く一致している。これらの比較解はいずれも5項近

似であり，文献4）のRitz法による解は本法の5項

近似と完全に一致している。なお，本法による解と文

献5）のRitz法による解のボアソソ比レは0．3であり，

重ね合せ法のりは0．333である。

　Fig．3，4にPastemak基礎がある場合（κ，ニ210，κ、

＝2．0，β＝1．0）とない場合（κ，＝0．0，κ、＝0．0，β二

1．0）の片持ち板の固有振動曲線を示す。縦軸は振動

固有値の2乗婿で，横軸は変断面パラメータβ＊お

よび温度パラメータδである。Fig．3よりβ＊が増加

するにしたがって婿が増大し，次数が高くなるほど

変断面の影響が大きくなる。また，Fig．4よりδが増

加するほど羅が減少する。しかし，Fig．3と異なり

振動次数が高くなっても，熱勾配が振動数に及ぼす影

響は変化しない。そしてFig．3，4よりPasternak基礎

がある場合の方が，ない場合よりβ＊やδの影響が少

ないことがわかる。

　次に，1～4次までの一様断面片持ち正方形板の固
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（d）4th　mode

Fig．5　1　st　four　modes　of　vibration　of　a　square　can－

　　　tilever　plate．

有振動形をFig．5に示す。固有振動形に対する変断

面パラメータβ＊および温度パラメータδの影響につ

いて検討したところ，振動ベクトルに変化が見受けら

れるが，固有振動形に及ぼす影響は小さい。

7．座屈特性

　Fig．6にPasternak基礎のない場合（κ、＝0．0，κ、＝

0．0，β＝1．0，β＊＝0．6，δ＝0．8）とPasternak基礎

のある場合の熱勾配をもつ変断面片持ち板（κ、ニ2。0，

κ、＝2．0，β＝1．0，β＊＝0．6，δ＝0．8）の座屈固有値

の収束状況を示す。縦軸為は座屈固有値で，横軸！＞

は項数である。Pasternak基礎のない場合およびある

場合の両方とも座屈固有値の収束性は良好で，3～4

項で収束する。振動の場合と同様に，座屈の場合も収

束に及ぼす変断面および温度の影響は小さい。

　Fig．7にPasternak基礎上の熱勾配をもつ変断面片

持ち板（κ，＝2．0，κ、＝2．0）とPasternak基礎のない

場合（κ、＝0．0，κ、＝0．0）の座屈曲線を示す。縦軸あ

は座屈固有値で，横軸βは縦横比である。Fig，7から

明らかなように，変断面パラメータβ＊が座屈固有値

λわを大きくさせ，温度パラメータδがλうを小さくさ

せる効果をもつ。そして，両者が同時に存在する場合

には，お互いの影響が相殺される。また，Pasternak基

礎の存在が構造物全体の剛性を高めるため，Paster一

6
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3

　00　　　　　　：L　　　　　　2　　　　　　3　　　　β　4

Fig．7　Buckling　curves　of　a　cantilever　plate　with

　　　variable　section　and　thermal　gradient　on

　　　Pastemak　foundation．
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Fig．8　Buckling　curves　of　a　cantilever　plate　with

　　　variable　section　and　thermal　gradient．

nak基礎がある場合の座屈荷重が大きい。しかし，

座屈曲線の形状は特に変化は見受けられない。
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8．まとめ

　本研究は，Pasternak基礎上の熱勾配をもつ変断面

片持ち長方形板の振動および座屈特性を明らかにした

ものである。

（1）固有振動，座屈ともに解の収束性は良好で，変断

　面および温度パラメータは解の収束に影響を与えな

　い。

（2）変断面パラメータが増加すると，振動の固有値（固

　有振動数）および座屈固有値は増大する。

（3）温度パラメータが増加すると，振動の固有値（固

　有振動数）および座屈固有値は減少する。

（4）変断面および温度パラメータが固有振動形に及ぼ

　す影響は小さい。

　今後は本研究の固有振動解析，座屈解析で得られた

解をもとに，Pasternak基礎上の熱勾配をもつ変断面

片持ち板の動的安定性解析を行う予定である。

　最後に，本研究の数値計算にぽ，長崎大学総合情報

処理センターの電子計算機FACOM　VP－1200モデル

10を使用したことを付記する。
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Appendix　A片持ちばりおよび両端自由ばりの固有振

動形

乃π＝oosλ彿αξ一〇〇8」らλ魏σξ＋α翅（sゴπλ初αξ一sづ〃乃λ勉αξ）

乃1＝1　　h2＝痔（1－2η）噛
1診π＝00S；診μπ∂η一〇〇8μ”∂η

　　一βπ（s勿¢1診μπわη十sづημπ6η）（つz≧3）

ここに，

　＿5翻彿α一s勿繊翅α
αズ‘・ελ。α＋・・s妬α

島一B影≡騰
馬σ：片持ちばりの固有値，『 ﾊ。∂：両端自由ばり固有値

（〃ろπ＝1，2，…，ハリ

、4勿θπ4㍍B固有関数の定積分
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％，3が1の場合
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％，3が2の場合
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％，3が3以上の場合
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