
47 

薄 肉 開 き 断 面はりの座屈

に関する基礎方程式

築 地 J恒 夫本

On the Basic Stability Equations for Beams with 

Thin司 WalledOpen Sections 

by 

Tsuneo TSUIJI 
(Structural Engineering) 

The differential equations for the stability of a beam with a thin-walled open section are 

derived from the total potential energy of the beam in accordance with the variational princi-

ple. The main object of this study is to show the applicability of the concept of the initial 

stresses to the stabi1ity problems of the beams. By using exact initial stresses， including the 

transverse and warping shearing stresses， it is possible to derive mathematical1y the general 

stability differential equations and the correspoding boundary conditions. 

The same procedure used in this studγcan be applied to the more comp1icated problems 

in geometry， namely the stability of the curved and twisted beams. 

1.まえがき

薄肉の断面をもっ真直なはりの座屈に関する研究は，

L. Prandtl に始まる数多くの研究者によって行なわ

れ，ほ Y完成されたと云える.それらの集大成として，

s. Timoshenkoおよび F.Bleichの著書(1).(2)が

あり，さらに一般化され座屈理論として， V.Z. Vlasov 

の著書叩および川井の研究中がある.

座屈に関する基礎方程式の誘導には，大別して二通

りの方法が採用されている.その一つは，座屈変形後

のはりの微小要素に対して力の釣合を考える方法で，

文献(1)， (3)， (4)がこれに属する.他の一つは，座屈変

形を起こしたはりに対して全ポテンシャノレエネノレギ、を

求め，その俺留原理より座屈に関する微分方程式を導

く文献(2)の方法である.いずれも座屈によるはりの変

形状態を十分考慮して式を誘導する必要があり，複雑

な変形の幾何を用いなければならない.

以上の二方法とは別に，座屈変形に関する全ポテン

シャノレエネルギを求める場合，座屈直前の応力を初
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期応力とし，座屈をこのような初期応力のある弾性体

の変形問題と考え，初期応力を含んだ全ポテンシャ Jレ

エネノレギ、を用いる方法が提案されている (5)。乙の方

法に従うと，弾性体の座屈に関する微分方程式および

境界条件を，面倒な変形の幾何を考えることなしに数

学的に誘導する乙とが出来るので都合がよい.しかも

必要な項を見落すことがなく，さらに高次の徴小項に

ついてもその内容が明確になるので，取り扱う問題に

対して適切な項の選択が可能となる.

乙乙では，薄肉聞き断面ばりの座屈に関する一般式

を上記方法で導き，その際の問題点を指摘する.特に

文献(5)の一般的な方法を，はりに適用する場合に生

ずるはり理論特有の性質，例えば横荷重による勇断応

力，各応力と荷重との対応など，をどのように取り扱

うかを明らかにする.

2. 初期応力

はりに作用する荷重を漸次増大していくと，はり内

に生じている応力もそれに従って増大し，ある値に到
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達するとそれまでの変形と全く異なった変形を生じ，

分岐座屈を起す．この座屈変形が起る直前の応力を初

期応力と呼び，以下に示すように断面の合力で表わ

す．座屈変形の際，この初期応力の大きさには変化が

ないものとする．

　なお座標軸は，はりの断面内に断面の主軸と一致す

るように∬，ク軸を，長さ方向に9軸を右手系をなす

ように定める．また補助座標として，はりの断面肉厚

の中来面に沿ってs軸，s軸に垂直に肉厚方向にn軸

を：Fig・1のように定める．
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（a）初期垂直応力σlo⊃

　座屈直前の垂直応力σlo）　は，断面の勇断中心

3（κε，ノδ）のκ，ノ方向変位〃。（の，・o（の，図心の9方

向変位ωo（の，勇断中心まわりの回転角をθo（ので表

わすと

・淫・・一E〔讐一弗・一ノ畿＋ω砦〕（・）

である．

　ここで，Eは材料の縦弾性係数，ωは勇断中心に関

する断面の曲げねじれ関数である．σlo）に関係した断

面の合力，すなわち初期断面力をそれぞれ次のように

定義する．

∫且脚」一P∫ω一Eオ薯

∫。・；・・即事碕。・一一E・畿

∫。・1・・畑一一M」0・一一E弗｝

∫左・；・・ω4則。・一E帯　　（2）

　ここで，PΣ0）は9方向軸力，　M諺0），M：50）は鋤

ク軸まわりの曲げモーメント，．MJO）は曲げねじりモ

ーメントである．また・4，布，ん，」、は断面定数で次

の定義に従う．

X

∫ノ圖・　∫。躍協

∫メ舳，∫。ω・4風　　　・3｝

　②式を用い初期垂直応力を初期断面力で書き表わす

と（4）式のようになる．

・曾一期一去MP＋雑＋書M5①（4）

　一般に外荷重として，曲げねじりモーメントM訴。）

よりも贈しろねじりモーメントM、（o）が与えられるの

が普通であり，従って（4）式右辺の最終項を．M毒。）の関

数で書き表わす方が，外力と垂直応力の関係が明確

になって都合がよい．しかし，Mlo）と躍訴。）の関係は

一般に複雑となり，式の誘導に不便なので，ここでは

ルfJO）の関数で表わしておく．．Mチ0），　M60）の関係

は付録参照．

　（b）初期勇断応力τ繊），福2）

　はり理論では，はりの変位関数から計算される勇断

応力はSt・Venantのねじりによるものだけで，横

荷重による勇断応力，曲げねじり変形による勇断応力

は，別にはりの微小要素の釣合より求める必要があ

る．ここでは先ずこれらを別々に取り扱い，それらの

和として初期勇断応力τ卿，τ52）を考えることにす

る．

　（i）St・Venantのねじりによって生ずる初期勢断

応力τ（o），τ（o）
　　8　灘β　　　S　Ψ9

　はり側面で0となるような応力関数φoより，　τ（o）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8　∬2　，

τ（o）は次式のように導かれる⑥ものとする．
8　彩β　　　　　　　　’

♂三1L管，’三一黎　　（5）

薄肉開き断面に対してφoは近似的に（6）式で示される

（7）．

φ・一θ（÷一・）饗　　　　（6）

　S七．▽enan七のねじりモーメント《4、（o）は

舛。・一∫。〔・ll’（・一・・）一。τΣ1’（・一％）〕4即）

であり，15）式を代入して部分積分を行なうと

M’・・一2∫。φ・4温　　　　　　　（・・

と応力関数で表わされる．

　（8）式に（6）式を代入すると，

Ml・・一÷θ…融一σ誓　　（・）
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となる．ここで，Sδは・S軸に沿って測った中央面の長

さであり，ノはねじ；り剛性係数である．

　（●●11）横荷重および曲げねじれ変形による初期前断応

　力τ（o），τ（o）
　　2　飢z　　　8　禦2

　Fig・2に示すように，はりかち切り出した微小要素

の9方向の釣合を考える．薄肉断面ばりを対象にして

いるから，垂直応力3（o），勇断応力τ（o）とも肉厚方
　　　　　　　　　　9　　　　　　　　　　　　　　2

向に変化していないと仮定出来る．

が、～炉

Fig・2

／憎、㍉静

　従って，微小要素の2方向釣合式は，

∂（6P雲の＋∂（ぞの一。　　u③

となり，⑭より、τ（o）が次のように求まる・

♂⑰一一
{∫1∂（ぴ；1りゐ　　（11）

ここで，5－0で。τ（o㍉一〇，すなわちs－0の辺には

外力が作用していないものとしている．毒。）ははりの

曲げおよび曲げねじれ変形に伴なう垂直応力で，

∂・2一チMlO’＋ナー袴0）＋莞一嬬0）（⑫

　　　　　　澱　　　　　　　　　雪

である．

　、τ（o）のκ，ノ方向成分は，断面中央面上の任意点

・Mで引いたS軸の接線とκ軸のなす角をαとすると

（Fig．1参照），

　。（・）三。（・・、。Sα

　2　灘9　　　　β

　τ（o）一。（o）s伽　　　　　　　　　（1翁
　乞　！19　　　2

で表わされる．

　全初期勇断応力τ（o），を（o）は上記両勇断応力5）式

　　　　　　　　　　　　写z　　　　　　　　　詔9

および個式の和である．

　τ（0）＿τ（0）＋τ（0）

　詔2　　　　s　α影　　　　β　躍乞

14り

。…＿。…＋。・・）　　　層』　（14＞
　　写2　　　s　〃2　　　2　写乞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1．
　　　　　　　「、くノ

　3．座屈変位および歪成分
　　　　　　　　　　　　　　　　　　鳶

　座屈によるはり内任意点の　κ，ノ，Z方向変位g鴛（絢

ク，の，7（κ，ク，の，．W7（κ，ノ，のは，断面の勇断中！ひの

κ・ク方向変位πぐの・・（のおよび箏暫中心まわりの一［i立

転業θ（のにより，㈲式みように表わされる．

・一・《・一み）θ・ @、’、∫　，
陶＋（κ一κ3）θ　　．．ヤ㌶　’・・α駐

　　　　　伽　　　　4ひ　　　’4θ

三一κτつ万＋ω灰「・・
．「

　ここで，座屈によるはりの図心台長さは変わらない

ものとする．

　これらの変位による歪成分ε・，ε鎚，ε露を非線形項

まで書くと，それぞれ次のようになる．

　ε乞＝θ3一ト乾

一讐＋÷［（箒）2＋（讐）2＋（誓）2］

一銑＋÷［（鰐）2＋（讐）2艇］

　ε露＝6鎚十診備

一1多＋誓＋L讐器＋幕器÷」謬嬰］

晦＋
m嶋与＋讐署＋商民　　（1餅

　ε彩2＝吻ε十％¢．

一｛謬＋響ギ［署讐＋器誓＋誓誓ユ

ー伽＋［署讐＋吻1；＋各望司

　㈹式中＿の項はいずれも線形の歪を含んでいるの

で，他の項と比較すると小さく，従来のはり理論で’

は無視されている．しかし文献（4）のように，ねじりモ

ーメントによるはりめ座屈に関する微分方程式を導く

場合には，㈹式中の＿項を無視することは出来ない。

　ここでは従来のはり理論に従って，簡単化された歪．

成分を用いることにする．変位成分㈲式を用いると，

㈹式は

　εβ＝命十亀

　　　　42Z6　　　42η　　　　42θ
　＝一κ；厚「ツπ＋ω4。2

＋÷隆＋み）霧］2

＋÷隈＋（　　　　4θκ一κ・）幽’『］2

　ε鶏＝6甥十診銘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1穿

一一
｢・一1窒）」誇＋θ［壽＋α一・・）讐ユ
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　吻z＝6欝十吻2

十為＋｛窪）壽一θ〔4π77一（ノーノ・）誓〕

と歪成分がπ，0，θで書き表わされる．

　4．荷重および境界条件

　9＝0断面で完全に固定されたはりに，次のような

荷重が作用するものとする．

　（i）断面内の点（κ1，ノ1）にん，ノ，・方向に分布荷重

、砺，動，蚕が作用する．

　（ii）g＝z断面内の点（κ2，ノ2）にん，ノ，9，方向にル，

♪鮪P。が作用する．

　（iii）g＝‘断面でκ，ノ軸まわりに曲げモーメント

」7諾，冴劉が，勇断中心まわりにねじりモーメントπ・

が作用する．

　・＝0断面は完全に固定であるから，

銘一・一θ一・警一一農一讐一・

なる幾何学的境界条件が与えられている．

　また，はりは長さ方向に一定な断面を有するものと

する．

　5．座屈に関する基礎方程式の誘導

　　4節で示した外荷重が作用し，初期応力（（4），ω式）

が存在するはりの座屈に関する仮想仕事の原理は，次

のように書ける（5）．

∫。［（σ汁σΣo））δ（晦）＋（・加＋・島2・）δ（晦

　＋∂切＋（肋＋・多2））δ（勉＋らの］47

一∫包δ［・一（．γ1「ノ8）θ］4・

　　焦δ［・＋（・圃θ］4・

イニ死δ〔一・ゴ窪っ、嘉＋ω、狛4・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／
ヨろδ［・一（ノ・一劇1乙

■㌃δ［叶（・・一・・）θ］1‘

一｛礼δ（　　　　o勉　　　　　 olzノ　　　　、、，　olθ『κ24ビツ24、＋ω24、）1‘

　　一列δ（4z6∂9）lL卜砺δ（睾）ド

ー穆δθドー・　　　　（・8）

ここで，σ，τ，τ　は座屈変形によって生じた歪に
　　　　　　　ゆビ　　ゴオ
対応する応力であり，ω1，ω2は点（κ1，ノ1），点（κ2，

ジ2）の曲げねじれ関数の値である．また■ドは乙二♂

　の値を示す．

　㈹式の体積積分項は，はりの内力による仮想仕事である．

』に関する積分項以降は外荷重による仮想仕事である．

　　（18）式でσ。δ窃，τ銘δ2鎚，τッ、δ砺，は座屈変位π，

〃，θに関する5次以上の項で，他の項と比較し小さい

ので無視すると，q8）は次のよう式になる．

∫。［磁＋・轟＋・箪δ・解】47

＋∫μωδら＋・益2）δ・鎚＋・善2’δ・解］〃

＋∫。【・彦ωδ碗＋・話2’δ・…＋・蛋2’δ％躍

一∫ン・［δ・一（ノ1一ンε）δθ】4・

一∫1動［δ・＋（二む1一ζτ8）δθ｝4・

一∫1鳥卜∫、雲・、警＋ω、票］4・

一1瓦［δ・一（ノ2一ク3）δθ］rヨp〃［δ叶（ケ鞠）研

一国一…雲一・・雲＋ω・穿）1‘

一i轍％1z十乳碧内酬…・（19）

　（19）式で体積積分の第5積分項以降に注目し，歪

を変位成分で表わし，部分積分を行なうと

∫。〆∫・・警一ノ亀ilo＋ω4翠

　＿。…　　　迦．塑
　　」『2　　　　　　∂κ　　43

　　　　　　　　　∂ω　4δθ

　　　　　　　　　ノ　　汝

　　レ（一・　　　　　）

　　　（・†　）

＋・蛋2’（κ『κs十　∂ッ）〕〃

∫1す・・［δ・一（ノユ「ツs）撒

一∫1碗［δ・＋（・・一・・）δθ］ゴ・

一∫包〔　　　4δz6　　　　4δ〃　　　　　olδθ一κ・4ビツ・一τ＋ω14g〕4・

一難［δ・一（ク2－」レ3）δθ］r一陵［δ叶（・・一戸）δθ】t

一華（　　　　4δz6　　　4δ0　　　　　6」δθ一κ24。ツ24。＋ω24ご）1乙

一臥響卜i礁ILi屈δθi乙

一1＠o｝一匹＋・・孔）謝‘

＋｛（一網㌧戸・＋・・勾δ・ド

＋t（一M諺G）十ハ4躍十ノ2P2）劉z

＋t（4髪。’」・＋雌）加ド

＋i（MjO）一ω2戸．）鶉乙

＋【〔一1郵M，・・一那＋四一幽）

う“（κ2一κs）一ω・死〕δθド

＋∫1（ゴ・・Mlω．　面勿492　　－9αヌーκ1　4ご）δ麟

＋∫1（一1；蓼二㌦一・・誓）齢

己
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＋∫1〔響。）4夢ω＋卿・一・の

一ξ，（κ1一縮）糊要〕δθ4・

と変形される．上式で各仮想変位に対応している力学

条件式は，それぞれ座屈変形前のはりに関する平衝方

程式，境界条件（Z＝1断面）であり，仮想変位による

ポテンシャルエネルギの増加には無関係である．

　結局はりの座屈に関する仮想仕事の原理は

∫。［磁＋・幽汁轟1ゴ7

＋∫μδら＋・撫。＋・壼1’δ囑〃一・（・・）

と表わすことが出来る．（20）式の第1積分項は，はり

の座屈変形に対する内力の仮想仕事であり，第2積分

項は初期応力と歪の非線形項からなる初期応力の仮想

仕事である．

　（20）式にフックの法則を適用し，初期応力が座屈変

形により変化しないことを考慮すると，

δ∫7〔÷E・1＋÷鴫＋吉G・跳ら

　　　＋・拶・・ら＋・話9・・瑚2・勉〕4V一・（21）

となる．全ポテンシャルエネルギとしてπを定義する

と，（21）式は次のように表わされる．

　δ∬＝0

ここで，

〃一∫。〔きみ÷・（・凱＋・1，）

　　　＋・～・㍗・翫＋・践〕〃

（22）

（23）

であり，0は材料の横弾性係数である．

　座屈直前の応力分布状態を知れば，⑳式よりエネル

ギの直接解法（8）によっても座屈解析を行なうことが

出来る．

　ここでは4節の境界条件のもとで，汎関数㈱式を極

値にするπ，ひ，θが満足するオイラーの方程式（はり

の座屈に関する微分方程式）を，⑳式すなわち仮想仕

事の原理＠①式より求めるのが目的である．

　先ず⑳式の歪にq7）式を代入する．

∫7〔・・（一磯一・4農＋・望）

一・一
i・一み一威望θ

＋・・イー・・＋寄）響〕4F

＋∫。σ60・〔｛讐一（クーク、）誓｝｛三

一6一み）響θ｝

＋｛多1＋（・一・、）ll｝｛薯＋（・一塩響｝

　　　〕〃

＋∫。・ll’〔θ｛llo＋（・一・・）㌘｝

．＋｛40　　　　　　ゴθ4g＋（κ一κs）げ3｝δθ〕47

一∫謂〔　　げδ％θ｛　　　4、一（ノーノ・）響｝

＋｛6z6　　　一（，γ一ノ、4z）誓｝δθ〕4F一・
（24＞

　はり理論であるから，（24）式の体積積分を断面の面積

積分とはりの長さ方向の積分に分け，先ず面積積分を

行ないgのみの関係式にする．

∫1＠磯一鵡欝弘ll穿θ＋砥響）4搭

＋∫1〔｛沓・・髪一（鰹・・一ノ・Pぽ・・）誓｝磨

＋｛pJO・壽一（MJO）＋κ・P∫o））誓｝雲

＋｛一（M毒0’一鰐・・）睾一（禰0）＋鰯P9書

＋（γ・P」・・＋融0・一β岬）＋β・M」0））劉

・誓〕4・

＋∫1〔（∫∫鋼θ雲一（∫。・調θ4£りぬ

＋∫1〔∫。｛・島2）（・一鞠）＋・19’（周｝4浸

・θ望〕ゐ

＋∫1〔｛（睡・4」）ll一（∫。・’9）♂の讐｝

・おθ〕ぬ

＋∫1〔∫擢）（・一・・）＋・蛋2・（・一み）｝慮

・讐δθ〕4一・　　　　（25）
ここで，座屈変形によって生ずる断面力はそれぞれ，

∫。・顧一一蛎一一E磯

∫評雌脇一一Eノ農　　（・6＞

∫。睡魔鵡一砿禦，

∫。国・…＋器）一　レー一鶉）〕紐

　　　　　　　4θ
　　一ハ4s＝0ノ：一正一

である．

　また，γ2，魚，βレβ。は断面の特性を表わす断面定

数で次のように定義する．

　γ2一一÷（々峨々）＋％蜜＋ク寄
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一÷∫。ノ働・畑附

β，一壽一∫。・（％2十ツ2）〃一2・・　　（27）

β。一÷∫。ω（曲・遡

　㈱式を㈲式に代入し，部分積分を行ない，4節の境

堺条件を考慮すると，

■1　　42％4δ％z・／（E煽詳）τi

＋i〔一EI靖無病pJω（警＋ノ・髪1）

一躍毒。・弘（∫。・多劉θ〕δ・ド

＋i（　　　　42〃EI　　忽4z2）髪劉♂

＋i〔一轍農＋plo・儂一鞠一髪）

一躍」0）壽＋（∫。・ざ2）♂孟）θ〕δ・1♂

＋i（　　　42θE1　　ωゴ92）｛廼1

＋に一暁留＋・馨＋p」0）（・・懇パ砦

一州）

一M毒。・（4κ　　　4θ4。一β灘4g）一M」0）傷β濃）

碑・・β審

＋∫。｛・毒9・（一・）＋・薔2・（・一み）脚〕δθゼ

＋∫1〔砿農一苦｛Pガ。’（警＋み讐）｝＋

÷（M毒。）讐）＋舌｛（∫誘2）4オ）θ｝〕δ・癒

＋∫1〔Eノ轟一÷｛Pガ。）（嘉一・・誓）｝＋

÷（⑭o）碧）一一器｛（∫。伽）θ｝〕δ読

＋∫1〔耽謬一・ノ夢裡ぢ。）（γ・髪＋

み｛誓一掬壽）｝＋÷｛《盃。・（ぬ　　　　4θ4乞一β勿Z）｝

＋÷｛篤。）（書＋βガ讐）｝

一一

增i　　（o）　ゴθ・M・β・4g）

づ。｛1夢勲（　　　　　　　　（0・一・、）＋1警）（，一・、）｝ゴ澄θ

＋（∫。・妄1・・オ）睾一7（∫。・多9）4の劉δθゐ一・

。となる．

（28）

　　旧式に含まれる初期勢断応力に関する面積積分は，

次のように考えることにより初期断面力で表わされる．

∫。・盛1）齢∫・G・盛1’＋・τ・91）〃

一∫喚呼＋、τ（o）・…）温

一レ（㌦1㌧∫1δ∂（2参lo’の・4・（・9）

ここで，薄肉断面であるから・胴4・，また…α一壽

およびψoははり側面で0であることを考慮してあ

る．

　s－0，s－3δで，τ（o）∫一〇，すなわちはり断面のフラ

ンジ先端に外荷重が作用していないとすると，⑳式は

第2項のみが残る．

　㈱式に価式を代入すると．

∫。卿一∫斜詔一一響G）（・・）

となり，勇断応力の断面全体にわたる積分は，　S七・

Venan七のねじりによる勇断応力，および曲げねじり

勢断応力に関係せず，その断面の勇断力に等しい．

　向様にして，τ夢9）の合力はッ方向勇断力である．

∫。甥・4澄一∫。響。）ゴ憾一1ダ）

また，乞＝♂断面で

∫。〔・毒2）（κ一κ、）＋・ll・（・一ゐ）L訓

辞∫・・ぎ21〔幅）…α＋（クーゐ）伽〕4浸

∫糟ゐ（・）’4・

（31）

　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）
　　　0

　ここで，ゐは勇断中心より断面内の任意点Mの接

線に下した垂線とM点聞の距離で，sの関数である．

（Fig．1参照）．

　ζ＝♂断面では，5＝∫2の点すなわち点（κ2，ク2）に

勇断力凸，1㍉が作用しているから，それらのs方向

の合力をP，とすると，δ関数を使って㈱式は

∫・〔・毒9）（・一・、）＋・・2｝（クー％）〕　4滋

　　∫1δ瓦δ（s一ε2）鼠ε）ギ・

　＝Ps！8（s2）

　一戸、〔（κ2一κ、）・・sα2＋（ノ9一，，・）’s徽2〕

　一P。（・2一・、）＋瓦（ク2一ク、）　　　　（33）

と瓦，瓦で表わされる．

　最後に，τ溜，τ農）の宕に関する微分項は，はり

の微小要素（Fig・3参照）のs方向釣合を考えること

により，はりに作用している分布横荷重に関係してい
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、1
　、

1
1％

～吻’

ぐ・＼ン
　　　　　！

ノ

Fig・3

ることがわかる．

　いまκ，ッ方向に分布荷重毎，んが作用していて，

これらのs方向の成分をρ、とする．微小要素のs方

向釣合式は

∂（τ

G雲の一一　　　　　（・4）

である．

　㈱式中の勇断応力の9に関する微分項は，

幽〔∂τ£）　　　　　（κ一κ・∂9）＋∂～罪（クーみ）〕瀕

一∫1δ∂（τ芸の〔（・…）・…＋（・一小伽α〕ぬ

一∫1δ∂響）み（・）4・　　　（・5）

　㈲式に㈱式を代入すると，万、の関数となる．しか

るに，分布横荷重はS＝S1の点，すなわち点（級，ン1）

に碗，動が作用しているので，それらの5方向合力

を4、とすると，δ関数を用いることにより，㈱式は

次のようになる．

　　　　　ぐの　　　　　　　　　　　ばの

∫。〔㌘＠酬㍗（周沖

　　　∫1δ酬・）み

一一
轤撃shδ（・一・・）み（・）ゐ

　＝一州！3（∫1）

　＝一　〔：ずω　（κ1一κ3）十σ写（Jy　1－」ソ8）〕　　　　　　　　　　　（36）

　以上，㈲，㈱，㈱，㈹式を考慮して，はりの座屈に

関する微分方程式および・＝1断面での力学的境界条

件が，㈱式より変分原理に従って求まる（8）．

　微分方程式：

Eち農一÷〔Pチの（髪＋・・髪）〕

膿（岬・θ）一・

E∫轟一÷〔P∫の確一・ll）〕

＋多1、（M（o）θ雪）一・・

砿裳一α砦一鞭〔蝋礁＋濃

一藩）｝岬肇＋M膿老〔（卿三

一騨P千鰐つ誓〕＋〔4。（・1一・・）

十ずzノ（ッ1一二y£）　θ＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　（37＞

・＝’断面の境界条件：

　　42％
島4、2－o

E鵜一幅嘉＋鋤÷苦（M（o）θ）一・

　　420回目写一F「一〇

E∫膿一P野（ゐ　　　4θ49一κ849）＋一三（M豊。）θ）一σ

　　42θ
E∫ω一譜黶Z　　　　　　　　（38＞
Eち｛留一α一霧一ろ・・（γ・一壽＋必一壽

一魂）＋雌）（♂z6　　　♂θ4g一β謬ゴg）＋岬）（一塞

＋β・」芸）一M望）β・誓

　一　〔7う∬（κ9一κs）十P〃（．ア2一ノs）〕θ＝0

　㈱式が任意荷重による薄肉開き断面をもつはりの，

座屈に関する一般的な微分方程式である．はりの面内

曲げ座屈，ねじれ座屈，曲げねじれ座屈のいずれの座、

屈解析にも適用することが出来る．また㈱式は，はり

端での力学的境界条件である．

　文献（3）では，荷重状態すなわち座屈の種類により微．

分方程式が別個に誘導されているが，それらを綜合す

ると上記㈱式と完全に一致している．文献（4）では，初期

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くの垂直応力の一要素である曲げねじりの項石M、

を無視しているので，微分方程式にはM訴。）に関係し

た項を含んでいない．しかし同文献では，κ，ク方

向の曲げ変形に関して，ねじりモーメントMチ。）の影

響が考慮されており，ねじりモーメントによるはりの

座屈を取扱うには，当然それらの項を考慮しなければ

ならない．前述のように，Mガ。）の影響を考えるにはア

　　　　∂レゾ∂確
所一θ・・万亀の頃をも含めた勇断歪を用いる必要が

あり，その場合初期応力と初期断面力の関係が複雑に．

なる．

　力学的境界条件〔38）式のうち一項を無視した式が，

従来はりのねじりモーメントに関する座屈の境界条件

として用いられている．断面形状がκ，ツ軸に関して
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対称（二軸対称断面）などの場合には関係ないが，非

対称断面の場合には無視出来ない。

　6．　ま　と　め

　座屈直前の応力を初期応力とし，そのような初期応

力が存在するはりの変形問題を考えることにより，は
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
りの一般的な微分方程式および境界条件を求めた．

　（i）初期応力の概念を用いると，はりの座屈に関す

る微分方程式および境界条件を，変分原理に従って数

’学的に導くことが出来，誘導の途中で無視する微小項

の検討も可能である．

　（ii）初期勇断応力をS七・▽enan七のねじりによる

勢断応力と，横荷重による勇断応力，および曲げねじ

り勇断応力に分解して考えることにより，それらの合

力である初期断面力との関係が明確になった．

　（iii）ねじりモーメントに関する正確な境界条件が

．求められた．

　さらに今後の問題として，ねじりモーメントM。ゆ

の影響を考慮したより一般的な座屈方程式の誘導，薄

肉の閉じた断面ばりの場合の検討がある．またこの方

＝法を薄肉断面の曲線ばりに適用し，曲線ばりに関する

一般的な座屈方程式および境界条件を求めることも重

要な研究課題である．
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8　付　　　　録

　ねじりモーメント．M2（o），　S七・▽enantのねじりモー

メントM、‘o），曲げねじりモーメントM議。）の関係。

外荷重による任意断面のねじりモーメントをM、〔o）

とすると，その断面での：M、〔o），M活。）の間には次の関

　係がある．

一轄＋Mぎ・・一M」・・　　（A－1）

　MP，Ms（o）を回転角θoで表わすと

M…＿Eノ。型q
　　ω　　　　　　4ζ2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－2）

Ml・・一Gノ警

である．

　（A－2）式を用い，（A－1）をMlo）　の微分方程式

に書き直す．

　　　くりコ

饗一甜剛・・一一甜M毒・・　（A一・）

　（A－3）式よりM、【o）がM、‘o）の関数として求まり・

式に含まれる二つの積分定数は，はり両端の境界条件

より決まる．

　境界条件は次の三通りが考えられる．

　（a）・＝・0，9＝」両断面で曲げねじれ変形を拘束する

場合，

　過，＝0，すなわちM（o＞＝0
　　49　　　　　　　　　　∫

　（のg二〇，　g－」両断面で曲げねじりモーメント

が0の場合，

　　　　　　　　　　　　この
二一・，すなわち警・

　（C）（a），（のの混合の場合

　：M8④が求まればMあ。）は

M… 齬｢。壁。）』 @　　（A－4）
　　ω　　（り　4z

によって：畷。）の関数，従って，荷重によるねじりモ

ーメントMlo）の関数で表わすことが出来る．


