
  

歯車系の歯打ちにおける歯形誤差の影響 

（第 2 報,多段歯車系の場合） 
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Influence of tooth profile error in gear rattle 
(2nd report; In the case of multi-step gear system) 

 
by 

Takashi HAMANO＊1, Yutaka YOSHITAKE＊2, Hironori TAMURA＊3, 
 Kozi SHINKAWA＊4, Akira HARADA＊5 and Atushi KOBAYASHI＊6 

 
  Gear rattle of multi-step helical gear system is treated. Mesh stiffness variations and tooth profile 

errors are considered within the system. The effects of mesh stiffness variations, the ratio of static 
torque to dynamic one and tooth profile errors on the rattle are studied by a highly accurate numerical 
analysis called the shooting method. As a result, the followings were made clear. (1) Because of the 
tooth profile errors, the amplitude of resonances like gear noise becomes large and the vibration 
becomes chaos. These resonances are confirmed in some regions. (2) The phenomena which generate 
when the constant torque is smaller than the amplitude of variational torque in some extent are similar 
to those of single step gear system, the displacement amplitude of one-sided impact rattle is affected 
by tooth profile error, but that of both sides impact rattle is not affected so much.  

  Key words: Gear Rattle, Nonlinear Vibration, Parametric Excitation, Forced Vibration, Chaos  
 

１．緒言 

車の変速機に発生する振動として，走行中に発生す

る歯車のかみ合い振動（Gear Noise）(1) (2)やアイドリ

ング時に発生する歯打ち振動（Rattle）(3)～(7)がある．  

著者らは変速機の歯打ち現象の基礎的研究として，

一対のはすば歯車系と多段歯車系についてかみ合い剛

性変動を考慮した数値解析を行ない，変動トルクとか

み合い剛性変動の相互作用の結果，低振動数域に共振

ピークが発生すること，一定トルクに対する変動トル

ク振幅の比が，歯打ち振動の発生に影響を及ぼすこと

を明らかにした(8)(9)．また前報(10)では一対のはすば歯

車について，従来考慮されることのなかった歯形誤差

の影響を考慮し，歯形誤差が大きくなると振幅が大きく 

 

 
Fig.1 Two-stage gear system 
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なるとともに，カオス化することなどを明らかにした． 

本研究では，多段はすば歯車系の歯打ち現象におい

て，従来考慮されていなかった歯形誤差を考慮した数

値解析を行い，その影響を明らかにする． 

 

２．理論解析 

2.1 運動方程式の導出と無次元化 

 自動車の変速機の基本的モデルとして図 1 に示す三

軸二段はすば歯車系を扱う．中間軸の質量を一段目の

被動歯車と二段目の駆動歯車に振り分け，その剛性と

減衰のみ考慮すると，この系のかみ合い時の角変位に

関する運動方程式は次式となる． 

( ) ( ){ } 1221112211111 rrrcrrkI θθθθθ &&&& −+−+  

tTT ωsin1110 +=  (1) 

( ) ( ){ } 2221112211122 rrrcrrkI θθθθθ &&&& −+−−  

( ) ( ) 03232 =−+−+ θθθθ &&
mm CK  (2) 

( ) ( ){ } 3443324433233 rrrcrrkI θθθθθ &&&& −+−+  

( ) ( ) 03232 =−−−− θθθθ &&
mm CK  (3) 

( ) ( ){ } 44443324433244 TrrrcrrkI −=−+−− θθθθθ &&&&  
 (4) 

ここに，入力の一定トルクは最終段の負荷トルクで受

けるとし，また，以下のように定義している． 

1I , 2I ：一段目の駆動歯車, 被動歯車の慣性 
 モーメント 

3I , 4I ：二段目の駆動歯車, 被動歯車の慣性 
 モーメント 

1θ , 2θ ：一段目の駆動歯車, 被動歯車の角変位 

3θ , 4θ ：二段目の駆動歯車, 被動歯車の角変位 

1r , 2r ：一段目の駆動歯車, 被動歯車の基礎円半径 

3r , 4r ：二段目の駆動歯車, 被動歯車の基礎円半径 

1k , 2k ：一段目, 二段目歯車対のかみ合い剛性 

1c , 2c ：一段目, 二段目歯車対の粘性減衰係数 

mK , mC ：中間軸のねじり剛性, 粘性減衰係数 

tTT ωsin1110 +  ：入力トルク 

3412104 rrrrTT ⋅= ：負荷トルク 

式(1)～(4)の角変位に関する運動方程式を並進座標

系に関する運動方程式に変換し，さらに相対変位の運

動方程式に変形する．ただし，復元力については，か

み合い剛性 1k , 2k をかみ合い周期で変動する関数とす

るとともに次のがた関数 ( )11 yG , ( )32 yG を導入するが，

粘性減衰係数 1c , 2c は時間の関数としてもその影響は

ほとんどなく，また，がた区間での値も定かではない

ので，ここでは文献(3)～(7)に倣い一定値とするととも

にがた関数も導入しない． 
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ここに， 

( )4~1== irx iii θ ， 32 rr=α  

211 xxy −= , 322 xxy α−= ， 433 xxy −=  

)(tei ：i 段目歯形誤差関数 ( i=1,2) 
さらに，一段目のバックラッシの半分の値 1d を用いて

式(1)～(4)を無次元化すると，以下の無次元運動方程

式が得られる． 

( ) ( )111111 2 ξτκξγξ F+′+′′  
( ) ( )τξηξγημ 122222 2 pmI =+′−  (6) 

( ) ( )( )1111112 2 ξτκξγμξ Fm +′−′′  
( ) ( )( )32213221 2 ξτκηξγμαη Fm +′−  

        ( ) 02 2222 =+′+ ξηξγη m   (7) 

( ) ( )( )32213213 2 ξτκηξγηξ F+′+′′  

( ) ( )τξηξγη
α
μ

42222
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I =+′−   (8) 
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ここに， 
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( ) ( )tTT
r

tW ωsin1
1110

1
1 +=  

( ) )(1
1

1121

2
1 tW

dkmm
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p ⋅⋅
+
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4
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ik ：i 段目のかみ合い剛性変動の平均値(i=1,2)  
 

2･2 はすば歯車のかみ合い剛性 

本研究では次式の梅澤ら(11)のはすば歯車のかみ合

い剛性の近似式を用いる．1 対の歯のかみ合い時の剛

性は次式で表される． 

( ) ( )3exp XCKXK ap=  (10) 

ここに， 
( )

( )
( )

z

z

nz

z

t
tt

Hmt
tt

X
αα ε

ε
ε

ε
×

−
=

×
−

=
125.1

2
2

2   (11) 

( ) ( )[ ]26.2323.05322.0 0 −×+−×= HbCa β  (12) 
( )[ ]( ) 60 10

1
5.44508.0166.0
×

⋅
+−+×−

=
n

p mbH
Hb

K
β  (13) 

であり，上式の各変数は次のように定義されている． 

 X  ：図 2 に示す等価作用線 EA ′′ 上のかみ合い

位置の座標 

aC  ：係数 

pK  ：はすばラック対のピッチ点でのばね剛性 
  (N/μm) 

 zαtε ：正面かみ合い長さに相当する時間(s) 
 αε   ：正面かみ合い率 

 βε  ：重なりかみ合い率 
 ε  ：はすば歯車の全かみ合い率 
  βα εεε +=  
 nm  ：歯直角モジュール(mm) 
 t   ：等価作用線上のかみ合い始めから終りま  
 での任意の時間(s) 
 ztε   ： はすば歯車対の全かみ合い長さに相当す

る時間(s) 

0β  ：基準ピッチ円筒上のねじれ角(deg)  
Hb / ：歯幅と標準歯丈の比 

ここで，かみ合い率 ε を 1+≤< II ε （ I：整数）とす

れば，かみ合い 1 周期中の i 段目のかみ合い剛性は次

式で表される． 
)()()( ziii IttKtKtk +++= L   (14) 

   )0( ztt ≤≤  

また，トルク変動の角振動数ω と一段目と二段目の

歯車のかみ合い剛性変動の角振動数 1Ω ， 2Ω の関係は，

一段目の駆動，被動，二段目の駆動，被動の各歯車の

歯数をこの順に Z1～Z4 で定義すると，次式のようにな

る． 
211 ZωΩ =   (15) 

( )2312 2ZZZωΩ =   (16) 

 

2･3 歯形誤差の近似式 

ここでは，蔡・林(12)が実測によって求めた歯形誤差

級数近似式を用いる．蔡らは，モジュール 3=m [mm]，
歯数 38=Z ，基礎円直径 12.107=gd  [mm]，歯車本体

の厚さ 150 =b [mm]の試験歯車を用いており，一歯の

歯形誤差を実測し，それを級数近似している．その駆

動側の一歯の歯形誤差の級数近似式は次式となる． 
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各パラメータは 

jE ：j 次成分の振幅 [ ]mμ  

jθ ：j 次成分の位相 [rad] 

CT ：かみ合い長さに相当する時間 [s] 

両歯の歯面が同じ形状だとするならば，一組の歯対

の歯形誤差は以下のように書くことができる(10)． 
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 (18) 

さらに,かみ合い率に応じて歯形誤差を合成するこ

とにより，かみ合い周期が一周期となった歯形誤差関

数が得られる． 
 

 
 

Fig.2 The plane and equivalent line of action  
for helical gears(1) (11) 

歯車系の歯打ちにおける歯形誤差の影響 
　　　　（第２報,多段歯車系の場合） 16



  

３．数値解析手法 

本研究でも，前報(10)同様，数値積分とニュートン法

を組み合わせて周期解を効率よく求める手法であるシ

ューティング法を用いて周期解を求める．また,非周期

解はルンゲクッタギル法を用いて長時間数値積分する

ことにより解を求める．歯形誤差がある場合の振幅は

128 周期の平均振幅を用いることにする．  
 

４．数値解析結果と考察 

計算に用いた歯車系の各パラメータを表 1 に示して

いる．この歯車の歯剛性変動は図 3 のようになる．ま

た，かみ合い剛性変動の平均値を用いて求めた固有モ

ードを図 4 に示している．図の横軸は 1 段目の振幅 1a
に対する１段目，中間軸，2 段目に対する振幅比

( )3~1/ 1 =iaai であり，縦軸は下から順に１段目，中

間軸，2 段目を意味する．ここに無次元固有角振動数

01ωων ii = ( )31 ~=i は 1ν =0.645， 2ν =1.011， 3ν =4.597
である．各要素の減衰比は 1γ =0.05, 2γ =0.05, mγ =0.002

とした． 
4.1 歯形誤差がない場合 

参考のため，まず歯形誤差がないときの歯打ち振動

の概略を以下に示す(9)． 

歯打ちではトルクが小さいことを考慮して一定トル

ク 10T を 10 Nm，変動トルク振幅 11T を 8 Nm，負荷トル

ク 4T を 11.142 Nm とし，一段目歯車対，二段目歯車対

に対する共振曲線をそれぞれ図 5 と図 6 に示す．横軸

は変動トルクの無次元角振動数 01ωων = ，縦軸は無次

元加速度振幅 aa 31 , ΑΑ である．安定解を実線，不安定

解を破線で示している． 
 

 

Table.1 Parameters of helical gears with 
intermediate shaft 

 1st gear 2nd gear 
 Driving Driven Driving Driven

Number of teeth 36 38 36 38 
Module(mm) 2 

Helix angle(deg) 30 
Pressure angle(deg) 20 

Pitch diameter 83.14 87.76 83.14 87.76
Face width(mm) 15 

Whole depth(mm) 4.5 
Total contact ratio 2.579 
Average of mesh 

stiffness(N/m) 2.496×108 
Inertia moment 

(kg･mm2) 623.7 727.5 457.4 958 
Damping ratio 0.05 0.05 

Stiffness of 
intermediate 

shaft(Nm/rad) 
6.872×106 

著者らは，さらに詳細な数値計算を行うことにより，

各固有角振動数付近に共振ピークが存在しており，左

に大きく傾き，漸軟バネ特性を示していること，多く

の不安定振動の解が存在しており，カオスが発生して

いること，変動トルクとかみ合い剛性変動の相互作用

の結果，ギヤノイズの振動数の条件で共振ピークが発

生し，それらは固有振動数の数と変速機の段数の積の

数だけ存在することを明らかにしている(9)． 

 

4.2 歯形誤差の歯打ちへの影響   

ここでは歯形誤差の影響を調べる．まず，横軸を変

動トルクの角振動数と固有角振動数の比ν ，縦軸を無

次元加速度振幅 Aa とした一段目歯車対，二段目歯車対 
 

Table 2  Parameters of tooth profile error 
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Fig.3 Composition of mesh stiffness 
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Fig.4 Natural modes 
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θj[°] -198 -184.5 -261 189 -22.5 225 
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に対する共振曲線を図 7 に示す．計算に用いた歯車対

の各パラメータは表 1 のとおりである．また，歯形誤

差の大きさを表 2 に示す．各図において，灰色の点は

歯形誤差を考慮したときの共振曲線，黒の実線は歯形

誤差を考慮していないときの共振曲線の安定周期解を

示している．入力トルクの値は，一定トルク 10T を 10 
Nm，変動トルク振幅 11T を 8 Nm としており，二段目

の被動歯車に作用する負荷トルク 4T は 11.142 Nm と

している．図から，歯形誤差が存在するとν ＝0.01～

0.09 で振幅がかなり大きくなっていることがわかる． 
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Fig.6 Resonance curve 

 (Amp. of acceleration, 2nd stage) 
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(b) 2nd stage(ν =0～0.1) 

Fig.7 Resonance curve (Amp. of acceleration) 

特に振幅の増加が激しいν =0.03 における変位振動

波形を図 8 に示す．比較のため歯形誤差を考慮してい

ないときの振動波形を図 9 に示している．横軸を無次

元時間 τ ，縦軸を無次元変位 31 ,ξξ としている.また，

各図の(a)が一段目歯車対，(b)が二段目歯車対を示して

いる．図 8，9 から，歯形誤差を考慮すると，歯形誤差

を考慮していないときには歯打ちが発生していなかっ

たν =0.03 で，一段目歯車対，二段目歯車対両方で歯

打ちが発生していることがわかる．このように歯形誤

差が歯打ちに対して不利に働くことがわかったので,
歯打ちに関しても歯面形状を考える対策が必要である

と言える．なお，このときの振動状態はカオスであり，

歯形誤差の存在によりカオス化するのは一対の歯車の

歯打ち(10)と同様である． 
 

 4･3 歯形誤差を考慮した場合の一定トルクの影響 

一定トルクを 5Nm，変動トルク振幅を 8Nm とし，歯

形誤差を考慮した場合について考える．横軸を無次元

振動数ν，縦軸を無次元振幅 Adとしたときの共振曲線 
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Fig.8 Waveforms  

(Amp. of displacement with tooth profile error) 
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Fig.9 Waveforms  

(Amp. of displacement without tooth profile error) 
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Fig.10 Resonance curve (Amp. of amplitude) 

 

を図 10 に示す．黒の点は歯形誤差を考慮していないと

きの安定解で，薄灰色はその時の不安定解，濃灰色の

点は歯形誤差がある場合の平均振幅である．この図か

らわかるようにν=0～0.01 の超低振動数の領域では

歯形誤差がある場合とない場合の変位振幅の差はほと

んどない．しかし，ν=0.01 を越えたあたりから歯形

誤差がある場合の共振曲線の振幅が大きくなっている

ことがわかる．ν= 0.04～0.06 にかけて少し右上がり

となっている．これはν= 0.03 と 0.057 の歯形誤差と

かみ合い剛性変動の相互作用によるピークであるため

と考えられる． 
 

５．結言 

 (1) かみ合い剛性変動と歯形誤差の相互作用により

発生するいわゆるギヤノイズの条件で発生する

歯打ちでは，歯形誤差により振幅が大きくなるこ

とがわかった． 

(2) 歯形誤差の存在により，カオス化することなど歯

打ち振動の特徴は一対の歯車の場合の歯打ちと

同様である． 
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