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ABSTRACT
Usually, expected values for various physical quantities, such as the number of electrons occupying certain 

states or the Coulomb interaction between different states of electrons, can be expressed in terms of integrals.  
In contrast, our method, based on differential forms, shows that expected values can be obtained by averaging 
over time.  To confirm the validity of our method, we prepare the two cases: one is a very simple case with no 
many-body interaction, and the other is the case where the many-body term is included (the simplest Anderson 
Hamiltonian).  Regarding the simple case without inclusion of many-body term, we prove analytically that the 
number of electrons occupying any state derived from our method is equivalent to the analytical one evaluated 
from the Greenʼs function method.  When the many-body term is included, our results show good numerical 
agreement with the analytical ones derived from the Greenʼs function method.  By the two cases, the calculation 
of expected values based on our method is considered valid.
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１　諸　　　言
量子力学に於いては，多体問題の解明は極めて重要であ
る．たとえば多体問題が密接に関与する事例として，磁
性1-25)や高温超伝導26-40)を挙げることができる．また超流
動41-47)などにも根底に多体問題が関与している．
我々は，この様な多体問題に対して連立微分方程式による
解法を提唱している48-50)．この方法は，ハミルトニアンが時

間依存を含む場合（Ĥ (t)）についてHeisenbergの運動方程式
から出発し，系の挙動を連立微分方程式で表現する48,51-55)．
なお，量子力学で一番始原的な方程式 (1.1)式からも同じ結
果が導出される49,50)

ˆΨ ( )Ψdi H t
dt

   (1.1)

またフェルミ粒子系の場合，多体項が存在しても有限個の連
立微分方程式で表現出来，従来用いられたグリーン関数法と
著しい対比をなす．
本来　この方法は表面に於けるイオンや原子の中性化確率
やイオン化率を求めるために用いられたものである51-55)．即
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ち非定常状態解析のために行ったものである．しかし定常状
態での解析に於いても有効性は確認されているが48-50)，微分
形による時間平均値が量子力学的期待値と合致するかについ
ては十分な議論はなされていない．
本来　量子力学的期待値は積分の形をとる．グリーン関数
法でも量子力学的期待値は積分の形をとることは周知の事実
である．我々の提唱する計算方法では波動関数の時間平均が
量子力学的期待値を表しているという主張である．正反対の
微分形で量子力学的期待値が導出できるか否かを議論する．
ハミルトニアンが時間変化しない場合，始状態がハミルト
ニアンの固有状態であれば任意の物理量は時間に対して，一
定値を示し容易に期待値が求められる．しかし始状態を固有
状態として設定することが計算上困難な場合では，任意の物
理量の時間発展は振動する場合がある．そのような状況にお
いて時間変化の平均値と量子力学的期待値との関連について
考察を行う．

２　理　　　論
最初にハミルトニアン Ĥ が時間依存を含む場合（Ĥ (t)）の

Schrödingerの波動方程式

ˆ ( )di ψ H t ψ
dt

   (2.1)

から出発する．ここで，ˆ ( )
di ψ H t ψ
dt

  は時刻 tでの系の波動関数であ
る．(2.1)式より

ˆ ( )di ψ ψ H t
dt

    (2.2)

が成立する．次に任意の演算子 F̂ の時刻 tでの期待値 F(t)は
以下の様に定義される．

ˆ( )F t ψ F ψ   (2.3)

次に期待値 F(t)の時間発展を見るため，時間微分を考える．
Schiff56)によれば，F(t)の時間微分は次のように与えられる．

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) { } { } { }d d d dF t ψ F ψ ψ F ψ ψ F ψ ψ F ψ
dt dt dt t dt


   


 

 (2.4)

(2.4)式に (2.1)及び (2.2)式の結果を代入すると，
1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) { } ( )d ψ F ψ ψ H t F ψ ψ F ψ ψ FH t ψ

dt i t i


   
 

 
1 ˆ ˆ ˆ[ , ( )] { }ψ F H t ψ ψ F ψ
i t


 


  (2.5)

ここで，我々は演算子 F̂ 自体は時間依存性が無い，即ち

ˆ 0F
t





  (2.6)

を想定しているので，(2.5)及び (2.6)式より期待値 F(t)の時
間発展は，以下の様に表される．

1ˆ ˆ ˆ( ) [ , ( )]d dF t ψ F ψ ψ F H t ψ
dt dt i

 


  (2.7)

この (2.7)式を基に一階の連立微分方程式が形成され，初期
値が与えられれば，それによって期待値 F(t)の時間発展を数
値的に求めることができる．(2.7)式を見てわかる様に，系

のハミルトニアンが時間依存性を有する非定常状態での解析
でも時間発展を計算出来る．但し注意したい点がある．非定
常状態では (2.7)式を基に一階の連立微分方程式を作成し，
初期値をその物理的状況に対応した値を代入，その後の系の
時間発展をそのまま解析すれば物理量を求めることが出来
る．しかし定常状態の解析では，いきなり初期値を代入して
も基底状態の期待値は求められない．それについて考察を
行ってみよう．今系のハミルトニアン Ĥ が以下の形で表現
されるとする．

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( ) ( )a a a ka a a aH E C C E C C V t C C V t C C      k k k k k k   (2.8)

Ĉk
+，Ĉkは波数 kの電子の生成及び消滅演算子である．

Ĉa
+，Ĉaは状態 aの電子の生成及び消滅演算子である．Ek及
び Eaは，波数 kの電子のエネルギー及び状態 aの電子のエ
ネルギー，Vak(t)及び Vka(t)はそれぞれ時刻 tでの状態 kから
状態 a及び状態 aから状態 kへの転送行列である．そこで
(2.7)式を (2.8)式のハミルトニアンに適用させると以下の連
立微分方程式を得る48,50)．

1( ) = ( )( ( ) ( ))a a a a
d n t V t n t n t
dt i

k k
  (2.9)

 1( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a a a a
d n t V t n t E E n t V t n t
dt i

   k kk k k
 

 (2.10)

1( ) = ( )( ( ) ( ))a a
d n t V t n t n t
dt i

kk k k
  (2.11)

ここで Vak(t) = Vka(t) = V(t)  (2.12)

とした．なお ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )i j i j i jn t ψ t C C ψ t ψ C C ψ    である． 
ところで定常状態ではハミルトニアンは時間依存性を示さな
いので

V(t) = V0 (2.13)

と設定できる．上式のもとで始状態 (t = 0)に於いて

naa(0) = nak(0) = 0,  nkk(0) = 1 (2.14)

の場合を考える．始状態では，状態 aには電子は存在せず，
波数 kの電子だけが存在することを表している．このような
始状態のもとで連立微分方程式 (2.9)-(2.11)を数値的に解い
て得られる naa(t)の時間平均値は V0 = 0の場合を除き，基底
状態の期待値にはならない．それは次のように解釈できる．
まず (2.13)式の条件下での定常状態に於ける固有状態 |ϕe >は

0 0Ĥ ϕe E ϕe  (2.15)

0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( )a a a a aH E C C E C C V C C C C      k k k k k  (2.15)’

と表現できる．ここで E0は固有状態 |ϕe >の固有値である．
(2.15)及び (2.15)’より固有関数は二つ存在し，それぞれを 
|ϕe

(1) >及び |ϕe
(2) >とすれば

(1) (1) (1)ϕe α 0ϕ a β  0
kϕ  ， (2) (2) (2)ϕe α 0ϕ a β  k

0ϕ  (2.16)

但し 0ˆ ˆVAC , VACaϕ a
0 C ϕ C  k k  (2.16)’
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の形で表される（| VAC >は真空状態）．ここで

(1) (1)

2

2 1 1, 1
2

α β
θxθθ

x

    
 

 ， (2) (2)

2

2 1 1, 1
2

α β
θxθθ

x

     
 

 

 (2.17)

但し 2
04 , / ( )aθ x x V E E   k   (2.17)’

である．|ϕe
(1) >及び |ϕe

(2) >の固有値を E0
(1)及び E0

(2)とすれば，
(2.15)より
(1) (2) 2 2
0 0 0( ) / 2, ( ) / 2, ( ) 4a a aE E E D E E E D D E E V        k k k  

 (2.18)

である．ところで (2.16)式を行列で表現すると
(1) 0 0(1) (1)

(2) (2)(2) 0 0

e a a

e

φ φ φα β
α βφ φ φ

                        k k

Λ  
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
 (2.19)

となる．これより
0 (1) (1)(1) (2)

1
(1) (2)0 (2) (2)

a e ea a

e e

φ φ φb b
b bφ φ φ


                         k kk

Λ  
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
 (2.20)

(2.17)，(2.19)及び (2.20)式より
(1) (2) (2) (1) (1) (2) (2) (1), , ,a ab β b β b α b α     k k   (2.21)

である．
次にこれらを基に，波動関数 ψ(t)の時間変化について考察
しよう．(2.14)式で表される始状態では，(2.14)及び (2.20)式
より

0 (1) (1) (2) (2)ˆ(0) VACψ C ϕ b ϕ e b ϕ e
   k k k k  (2.22)

と表される．よって波動関数 ψ(t)は，定常状態より以下のよ
うに表現される．

(1) (1) (2) (2)
0 0 0
ˆ ˆ ˆ( ) exp( / ) exp( / ) exp( / )ψ t iH t b iH t ϕ e b iH t ϕ e     ϕ k

0
k k  

 (2.23)

|ϕe
(1) >及び |ϕe

(2) >は固有状態なので (2.18)及び (2.23)式より
(1) (1) (1) (2) (2) (2)

0 0( ) exp( / ) exp( / )ψ t b iE t ϕ e b iE t ϕ e   k k 

 (2.24)

これより naa(t)は
0

2
2ˆ ˆ( ) ( ) ( ) (1 cos )aa a a

V θn t ψ t C C ψ t t
θ

      
 

  (2.25)

(2.25)式の時間平均をとると，状態 aの占有数 < Ĉa
+Ĉa >は，

2

2 2

2 2ˆ ˆ( )
1 4aa a a
xn t C C

θ x
     


  (2.26)

ところでGreen関数の解析結果より < Ĉa
+Ĉa >は

2

1 1ˆ ˆ 1
2 1 4

a aC C
x

  
    

 
  (2.27)

で与えられている48)．(2.14)式に示すように始状態では k状
態にのみ電子が占有されている．それらの状況で，V(t) = V0 
(≠0)とすれば，(2.9)-(2.11)式から導出される naa(t)の時間平
均値は，(2.26)及び (2.27)式より状態 aの占有数 < Ĉa

+Ĉa >に

一致しない．一致しない理由は始状態が，(2.15)’式で表され
るハミルトニアンの固有状態ではないことに起因している．
ところで，これまでの研究48)より

0 0( ) / 0 ( )c c cV t V t t t t V t V t t       (2.28)

と設定すれば，状態 aの占有数 < Ĉa
+Ĉa >はGreen関数の解析

から導出される (2.27)式と数値的に一致することが確認され
ている48)．なお tc~300程度の値である．(2.28)式に見るよう
に t = 0では V(t) = 0であり，その場合には始状態は固有状態
になり，それによってGreen関数の解析結果と合致すると推
察される．物理的には無摂動状態から連続的に緩慢に摂動状
態へ推移し，それを解析することで物理量の量子力学的期待
値が得られるものと察せられるが，それについて解析的な見
地から考えてみよう．まず (2.8)式で表現されるハミルトニ
アンについて波動関数 ψ(t)は以下のように表せる．

( ) ( ) ( )ψ t α t ϕ a
0 β t  ϕ k0  (2.29)

(2.29)式を (2.1)式へ代入すると，以下の関係式が得られる．
なお (2.12)式に示すように Vak(t) = Vka(t) = V(t)とした．(2.1)
式を適用させると

 1( ) = ( ) ( ) ( )a
d α t E α t V t β t
dt i




  (2.30)

 1( ) = ( ) ( ) ( )d β t V t α t E β t
dt i

 k
  (2.31)

(2.14)式の始状態より，α(0) = 0，β(0) = 1である．なお (2.29)
式より naa(t) = |α(t)|2である．次に t = tcにおける α(t)及び β(t)
をそれぞれ αc及び βcとする．すると (2.29)式より

( )c c cψ t α ϕ a
0 β  ϕ k

0

(1) (1) (2) (2) (1) (1) (2) (2)( ) ( )c a a cα b ϕ e b ϕ e β b ϕ e b ϕ e   k k  (2.32)

(1) (1) (2) (2)γ ϕ e γ ϕ e 

ここで γ(1) = αcba
(1) + βcbk

(1), γ(2) = αcba
(2) + βcbk

(2) (2.32)’

(2.28)式より t ≥ tcでは V(t) = V0より定常状態であるので，
(2.15)’のハミルトニアンを用いて

0
ˆ( ) exp( ( ) / ) ( )c cψ t iH t t ψ t      (2.33)

(2.32)及び (2.33)式より，t ≥ tcで
(1) (1) (1) (2) (2) (2)

0 0( ) exp( ( ) / ) exp( ( ) / )c cψ t γ iE t t ϕ e γ iE t t ϕ e      

 (2.34)

よって (2.34)式より
2 2(1) (1) (1) (2) (2) (2)ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )a a aa a a a aψ t C C ψ t n t γ ϕ e C C ϕ e γ eϕ C C ϕ e    

(1) (2) (1) (2)ˆ ˆ2Re[( ) * ]cos ( )e a a e c
Dγ γ ϕ C C ϕ t t  

   
 

 

(1) (2) (1) (2)ˆ ˆ2Im[( ) * ]sin ( )e a a e c
Dγ γ ϕ C C ϕ t t  

   
 

 (2.35)

ところで (2.35)式　左辺第 3及び第 4項は時間平均をとれば
0になるので，naa(t)の時間平均を <naa(t)>AVEとすれば
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2 2(1) (1) (1) (2) (2) (2)
AVE

ˆ ˆ ˆ ˆ( )aa a a a an t γ eϕ C C ϕ e γ eϕ C C ϕ e    

2* *

2

2 ( ) 1 21 1
2 1 4

c c c c cx α β α β α
x

   
  
  

  (2.36)

次に αc及び βcについて考えてみる．(2.30)及び (2.31)式か
ら，α(t)もしくは β(t)のみの微分方程式を作成する場合 2階
の常微分方程式が得られるが，(2.28)式が示すように 0 ≤ t ≤ 
tcでは V(t)は時間に比例するので係数が複素数になり解析的
な解を示すことは極めて難しい．そこでこれらの難点を避け
るために 0 ≤ t ≤ tcで V(t)が以下のように表せるとしよう．

0
1 ( ) ( )

1n n
Vt t t V t n V n
N   


  

但し 0,1, 2, ,c
j

tt j j N
N

     (2.37)

(2.37)式を見て判るように，V(t) = V0t/tcを step関数の線形
結合で近似したものであるが，これによって解析的な値が導
出できる．ここで分割数Nを極めて大きくとれば V(t) = V0t/tc

として扱うことができる．
(2.37)式で示すように tn ≤ t < t n+1では V(t)は定数なので

(2.30)及び (2.31)式より

( ) ( )( )1
( ) ( )( )

aα t α tE V nd
β t β tdt i V n E

    
     

    k




  (2.38)

次に　新しく α̃(t)及び β̃(t)を導入し，それらが α(t)，β(t)の線
形結合で表させるとして

11 12

21 22

( ) Γ ( ) Γ ( ) ( ) ( )
( )

Γ ( ) Γ ( ) ( ) ( )( )
α t n n α t α t

n
n n β t β tβ t

      
              

Γ

   (2.39)

(2.38)及び (2.39)式より

1( ) ( )( ) ( )1( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

aα t α tα t E V nd dn n n
β tdt dt i V n Eβ t β t

     
               k
Γ Γ Γ

 
 

 

 (2.40)

が得られる．ここで　下式に示す対角化が行われたとする．
(1)

1
(2)

( ) 0( )( ) ( )
0 ( )( )

a λ nE V nn n
λ nV n E

   
   
  k

Γ Γ


   (2.41)

但し
 (1) 2 21( ) ( ( ) 4 ( ) )

2 a aλ n E E E E V n    k k
  

   (2) 2 21( ) ( ( ) 4 ( ))
2 a aλ n E E E E V n    k k

   
(2.41)’

(2.40)及び (2.41)式より
(1) (2)1 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )d dα t λ n α t β t λ n β t

dt i dt i
   
 

  (2.42)

(2.37)式の下で (2.42)式を解くと，tn ≤ t < tn+1の範囲内で
(1) (2)1 1( ) ( )exp[ ( )( )], ( ) ( )exp[ ( )( )]n n n nα t α t λ n t t β t β t λ n t t

i i
     

 
 

Δt = tn+1 - tnとし，分割数Nが極めて大きいので Ṽ (n+1)と
Ṽ (n)の差は極めて小さい．よって連続的に接続でき

(1) (2)
1 1

1 1( ) ( )exp[ ( )Δ ], ( ) ( )exp[ ( )Δ ]n n n nα t α t λ n t β t β t λ n t
i i    
 

 
 (2.43)

よって (2.43)式より
1

(1) (1)
0 0 1

0

1 1( ) ( ) ( )exp[ Δ ( )] ( )exp[ Δ ]
N

N c N
m

α t α t α t t λ m α t s t
i i






     
 

 
1

(2) (2)
0 0 1

0

1 1( ) ( ) ( )exp[ Δ ( )] ( )exp[ Δ ]
N

N c N
m

β t β t β t t λ m β t s t
i i






     
 

 

ここで 
(1) (2)1 1

(1) (2)
1 1

0 0
( ), ( )

N N

N N
m m

s λ m s λ m
 

 
 

     (2.44)

ところで (2.39)式より

1 ( )( )
( )

( ) ( )
NN

N N

α tα t
N

β t β t
   

        
Γ


   (2.45)

またNが極めて大きいので，行列 Γは
(1)

0

2 (1) 2 2 (1) 2
0 011 12

(2)
21 22 0

2 (2) 2 2 (2) 2
0 0

( )
( ( ) ) ( ( ) )Γ ( ) Γ ( )

Γ ( ) Γ ( ) ( )
( ( ) ) ( ( ) )

a

a a

a

a a

V λ N E
V λ N E V λ N EN N

N N V λ N E
V λ N E V λ N E

 
 

      
      
     

 

 (2.46)

(2.44)-(2.46)式より
(2) (1)

12 1 22 1
1 1( ) Γ ( ) (0)exp[ Δ ] Γ ( ) (0)exp[ Δ ]N N Nα t N β s t N α s t
i i   
 

 

(2) (1)
11 1 21 1

1 1( ) Γ ( ) (0)exp[ Δ ] Γ ( ) (0)exp[ Δ ]N N Nβ t N β s t N α s t
i i    
 

 
 (2.47)

ここで，t0→0とした．次に α̃(0)及び β̃(0)については以下の
値が求められている．

0 (0) 1 (0) 0 , 0 (0) 0 (0) 1x α β x α β           (2.48)

再び (2.36)式に戻り
2* *2 ( ) 1 2c c c c cs x α β α β α     

2* *2 ( ( ) ( ) ( ) ( )) 1 2 ( )N N N N Nx α t β t α t β t α t      (2.49)

として sを定義すると xの正負に拘わらず (2.46)-(2.48)式及
び (2.41)’式より

21 4s x    (2.50)

となる．なお前述したように x = V0/(Ek – Ea)である．これよ
り (2.36)式は (2.27)式に等しいことが判る．なお Nは極め大
きいという仮定なので (2.37)式の設定は (2.28)式に示すよう
に 0 ≤ t ≤ tcで V(t) = V0t/tcとしたことと等しいと考えてよい．
よって (2.28)式に示す数学的操作を行ない，t ≥ tcで naa(t)の
時間平均をとれば，基底状態の期待値と一致することが証明
された．

３　計 算 結 果
理論の箇所で説明したように (2.28)式に示す数学的操作を
行えば，基底状態の期待値が得られることが判明した．ただ
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しハミルトニアンは単純すぎるが，今後複雑な系でも (2.28)
式に示す操作を行うことで基底状態での期待値が得られる
と仮定する．またその仮定が正しいか否かを判断するため
Green関数による値との比較を試みる．
今回は次式でしめす電子間相互作用を有する極めて簡単な

Andersonハミルトニアンについて解析を行ってみよう．
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( ) ( )σ σ a a σ a σ a σ a σ

σ σ σ
H t E C C E C C V t C C      k k k k k  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a a σ σ a a a a
σ

V t C C U t C C C C  
    k k   (3.1)

上式で Ek及び Eaは，波数 kの電子のエネルギー及び状態
aの電子のエネルギー，Vak(t)及び Vka(t)はそれぞれ時刻 tで
の状態 kから状態 a及び状態 aから状態 kへの転送行列であ
る．U(t)は，状態 a↑スピンと状態 a↓スピンとの間の時刻 t
におけるクーロン相互作用である．Ĉ+

kσ，Ĉkσは波数 kスピン
σの電子の生成及び消滅演算子である．Ĉ+

aσ，Ĉaσは状態 aス
ピン σの電子の生成及び消滅演算子である．(3.1)式を見て
判るように Ĉ+

a↑Ĉa↑Ĉ+
a↓Ĉa↓は多体項である．これらを鑑み前節

でも言及した < Ĉa
+Ĉa >について求めてみよう．なお (3.1)式

で示してあるようにスピン σを含むため，今回は < Ĉ+
a↑Ĉa↑ >

について求める．これは定常状態での状態 aスピン↑の電子
数である．

(2.7)式を (3.1)式で表されるハミルトニアンに対して適用
させると，以下に示す連立方程式を得る48,50)．

1( ) = { ( ) ( ) ( ) ( )}a σ a σ a a σ σ a σ a σ
d n t V t n t V t n t
dt i

k k k k
  (3.2)

1( ) = { ( ) ( ) ( ) ( )}σ σ a σ a σ a a σ σ
d n t V t n t V t n t
dt i

k k k k k k
  (3.3)

1( ) = {( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ( ) ( )}aσ σ a a σ σ a a σ a σ σ σ
d n t E E n t V t n t n t U t γ t
dt i

   k k k k k k
 

 (3.4)

ここで  ˆ ˆ( ) ( ) ( )i σ j σ i σ jσn t ψ t C C ψ t  及び  ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )aσ σ aσ aσγ t ψ t C C C C ψ t  k  
次に γ(t)の微分は

1 2 3 4
1( ) = {( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( ))}a a a

d γ t E E U t γ t V t f t V t f t f t f t
dt i

     k k k
 

 (3.5)

ここで

1
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )aσ σ a σ σf t ψ t C C C C ψ t  k k   (3.5)’

2
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )aσ aσ a σ aσf t ψ t C C C C ψ t    (3.5)’’

3
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )σ σ a σ aσf t ψ t C C C C ψ t  k k   (3.5)’’’

4
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )aσ σ σ a σf t ψ t C C C C ψ t  k k   (3.5)’’’’

f1(t)～f4(t)の微分は

1 1 5 6 7
1( ) = {(2 2 ( )) ( ) ( )( ( ) ( ) ( ) ( ))}a a

d f t E E U t f t V t f t γ t f t f t
dt i

     k k
 

 (3.6)

2 5 5
1( ) = { ( )( ( ) ( )) ( )( * ( ) * ( ))}a a

d f t V t f t γ t V t f t γ t
dt i

  k k
  (3.7)

3 6 6
1( ) = { ( )( ( ) ( )) ( )( * ( ) * ( ))}a a

d f t V t f t γ t V t f t γ t
dt i

  k k
  (3.8)

4 7 5 6
1( ) = { ( )( ( ) ( ) ) ( )( * ( ) * ( ))}a a

d f t V t f t γ t V t f t f t
dt i

  k k
  (3.9)

ここで

5
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )aσ aσ a σ σf t ψ t C C C C ψ t  k   (3.9)’

6
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )σ σ aσ σf t ψ t C C C C ψ t  k k k   (3.9)’’

7
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )aσ σ σ σf t ψ t C C C C ψ t  k k k   (3.9)’’’

f5(t)～f7(t)の微分は

5 5 1 2 4 8
1( ) = {( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) * ( ) ( ))}a a a

d f t E E U t f t V t f t V t f t f t f t
dt i

     k k k
 

 (3.10)

6 6 1 3 4 9 1
1( ) = {( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) * ( ) ( ) ) ( ) ( )}a a a

d f t E E f t V t f t V t f t f t f t U t g t
dt i

     k k k
 

 (3.11)

7 7 1 4 8 9 2
1( ) = {( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( ) ) ( ) ( )}a a a

d f t E E f t V t f t V t f t f t f t U t g t
dt i

     k k k
 

 (3.12)

ここで

8
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )aσ aσ σ σf t ψ t C C C C ψ t  k k   (3.12)’

9
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )σ σ σ σf t ψ t C C C C ψ t  k k k k   (3.12)’’

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )σ σ a σ aσ a σ σg t ψ t C C C C C C ψ t   k k k   (3.12)’’’

2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )a σ σ σ σ a σ a σg t ψ t C C C C C C ψ t   k k k   (3.12)’’’’

f8(t), f9(t), g1(t), g2(t)の微分は

8 7 5 7 5
1( ) = { ( )( ( ) ( )) ( )( * ( ) * ( ))}a a

d f t V t f t f t V t f t f t
dt i

  k k
 

 (3.13)

9 6 7 6 7
1( ) = { ( )( * ( ) * ( )) ( )( ( ) ( ))}a a

d f t V t f t f t V t f t f t
dt i

  k k
 

 (3.14)

1 1 4 3
1( ) = {( ( )) ( ) ( )( ( ) ( ))}a a

d g t E E U t g t V t g t g t
dt i

   k k
 

 (3.15)

2 2 6 5
1( ) = {( ( )) ( ) ( )( ( ) ( ))}a a

d g t E E U t g t V t g t g t
dt i

   k k
 

 (3.16)

ここで

3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )σ σ aσ aσ σ σg t ψ t C C C C C C ψ t   k k k k   (3.16)’

4
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )σ σ a σ aσ a σ aσg t ψ t C C C C C C ψ t   k k   (3.16)’’

5
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )σ σ σ σ a σ a σg t ψ t C C C C C C ψ t   k k k k   (3.16)’’’

6
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )aσ aσ σ σ a σ a σg t ψ t C C C C C C ψ t   k k   (3.16)’’’’

g3(t)～g6(t)の微分は

3 1 1
1( ) = { ( ) * ( ) ( ) ( )}a a

d g t V t g t V t g t
dt i

k k
  (3.17)

4 1 1
1( ) = { ( ) ( ) ( ) * ( )}a a

d g t V t g t V t g t
dt i

k k
  (3.18)
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5 2 2
1( ) = { ( ) * ( ) ( ) ( )}a a

d g t V t g t V t g t
dt i

k k
  (3.19)

6 2 2
1( ) = { ( ) ( ) ( ) * ( )}a a

d g t V t g t V t g t
dt i

k k
  (3.20)

これより系のハミルトニアンが，(3.1)式に見る様に多体項
を有していても系を記述する微分方程式は (3.2)～(3.20)式で
表現される計 19個の連立微分方程式で記述できる．これら
の式を基に Fig. 1に示す始状態を想定する．これより

ˆ ˆ(0) VACa aψ C C 
    (3.21)

である．(3.21)式を基に naσ aσ(0), naσ kσ(0), nkσ kσ(0), γ(0), f1(0)～
f9(0)及び g1(0)～g6(0)が容易に求められ始状態での初期値を
設定できる．
ところで前節でも述べたように，これらの始状態の下で，

t = 0でU(t)及び Vak(t), Vka(t)を 0でない一定値で計算しても
基底状態での期待値は導出できないと思われる．それ故前節
で述べたようにこれらの諸量を以下のように定める．

0

0

( )
( ) ( ) ( )

/ (0 )
c

a a
c c

V t t
V t V t V t

V t t t t


     
k k   (3.22)

       
0

0

( )
( )

/ (0 )
c

c c

U t t
U t

U t t t t


   
  (3.23)

今回の計算では tc = 220とした（なお tcは原子単位）．前述
したように < Ĉ+

a↑Ĉa↑ >について求める訳だが．数値的解いて
得られる na↑a↑(t)については tが 1000-10000までの時間平均を
< Ĉ+

a↑Ĉa↑ >とした（なお tは原子単位）．前節で述べたように
(3.22)–(3.23)式のように定めれば基底状態の期待値が得られ
る事が期待できるが，(3.1)式で表されるハミルトニアンは，
(2.8)式でのハミルトニアンに比べかなり複雑であり多体項
が存在する．それ故グリーン関数を用いる摂動計算を行い，
両者の比較を通じて (3.22)-(3.23)式にみる数学的操作の正当
性について吟味する．なおグリーン関数を用いる摂動計算で
は，このような簡単な系でも∞のダイヤグラムが出現する．
それ故今回の計算では 3次摂動までの近似解を用いた．
次にグリーン関数を用いる摂動計算について考えてゆく．
まずグリーン関数Ga↑a↑(t−t’)を以下のように定義する．

ˆ ˆ( ') T ( ) ( ')a a a aG t t i C t C t
   

        (3.24)

ここで

0
ˆ ˆ ˆ 'H H H   

0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ

σ σ a a σ a σ a σ a σ a a σ σ
σ σ σ σ

H E C C E C C V C C V C C         k k k k k k k  

0
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ' a a a aH U C C C C 

      (3.24)’

ˆ ˆˆ ˆ( ) exp( / ) exp( / )a aC t iH t C iH t      (3.24)’’

Tは T積であり <・・・>は，ハミルトニアン Ĥ の基底状態
での期待値である．これよりグリーン関数Ga↑a↑(t−t’)は相互
作用描像の下では以下のように展開出来る．

(0) (0)
1 1

00

1 ˆ ˆˆ( ') T [ '( ) '( ) ( ) ( ')]
!

n

n na a a a
n

iG t t i dt dt H t H t C t C t
n

 


   
  

     
 

   


 

( )

0
( ')n

a a
n
G t t



 


    (3.25)

ここで
(0)

0 0
ˆ ˆˆ ˆ( ) exp( / ) exp( / )a aC t iH t C iH t      (3.25)’

0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ'( ) exp( / ) 'exp( / )H t iH t H iH t     (3.25)’’

( ) (0) (0)
1 1

0

1 ˆ ˆˆ( ') T[ '( ) '( ) ( ) ( ')]
!

n
n

n na a a a
iG t t i dt dt H t H t C t C t

n

 


   
 

     
    


 

 (3.25)’’’

である．<・・・>0は，ハミルトニアン Ĥ0の基底状態での
期待値である．(3.25)式に示すようにG(n)

a↑a↑(t-t’)は n次の摂
動に対応する．今回の計算では前述したように 3次摂動まで
を考慮するので

(0) (1) (2) (3)( ') ( ') ( ') ( ') ( ')a a a a a a a a a aG t t G t t G t t G t t G t t                   
 (3.26)

これよりG(1)
a↑a↑(t-t’)は

(1)
1 1 1 1 1 1 1 1( ') ' ( ') ( ) ( ') ( ' ')a a a a a a a a

iG t t dt dt U t t g t t g t t g t t
 

       
 

        


 

 (3.27)

ここで
(0) (0)

0
ˆ ˆ( ') T[ ( ) ( ')]a a a ag t t i C t C t

        (0) (0)

0
ˆ ˆ( ') T[ ( ) ( ')]a a a ag t t i C t C t

       
 (3.27)’

Ũ(t − t’) = v(t − t’)δ(t − t’) (v(0) = U0) (3.27)’’

である．また
(2)

1 1 2 2 1 1 2 2 2 2 22

1( ') ' ' ( ') ( ') ( ) ( ')a a a a a aG t t dt dt dt dt U t t U t t g t t g t t
   

     
   

           


 

2 1 1 1 1( ' ) ( ') ( ' ')a a a a a ag t t g t t g t t          

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 22

1 ' ' ( ') ( ') ( ) ( ')a a a adt dt dt dt U t t U t t g t t g t t
   

   
   

         


 

2 2 2 1 1( ' ) ( ') ( ' ')a a a a a ag t t g t t g t t           (3.28)

及び

Fig. 1  Illustration of configuration, in which both spin-up (↑) and spin-
down (↓) electrons occupy state a.
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(3) 3
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( ') ( ) ' ' ' ( ') ( ') ( ')a a

iG t t dt dt dt dt dt dt U t t U t t U t t
     

 
     

             


 

3 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1 1( ) ( ') ( ' ) ( ') ( ' ) ( ') ( ' ')a a a a a a a a a a a a a ag t t g t t g t t g t t g t t g t t g t t                      

3
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( ) ' ' ' ( ') ( ') ( ')i dt dt dt dt dt dt U t t U t t U t t

     

     

            


 

2 2 3 3 3 3 2 2 1 1 1 1( ) ( ') ( ' ) ( ') ( ' ) ( ') ( ' ')a a a a a a a a a a a a a ag t t g t t g t t g t t g t t g t t g t t                      

3
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( ) ' ' ' ( ') ( ') ( ')i dt dt dt dt dt dt U t t U t t U t t

     

     

            


 

3 3 3 3 1 1 2 2 2 2 1 1( ) ( ') ( ' ) ( ') ( ' ) ( ') ( ' ')a a a a a a a a a a a a a ag t t g t t g t t g t t g t t g t t g t t                      

3
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( ) ' ' ' ( ') ( ') ( ')i dt dt dt dt dt dt U t t U t t U t t

     

     

            


 

3 3 1 1 2 2 2 2 1 1 3 3( ) ( ') ( ' ) ( ') ( ' ) ( ') ( ' ')a a a a a a a a a a a a a ag t t g t t g t t g t t g t t g t t g t t                      

3
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( ) ' ' ' ( ') ( ') ( ')i dt dt dt dt dt dt U t t U t t U t t

     

     

            


 

1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 1 1( ) ( ') ( ' ) ( ') ( ' ) ( ') ( ' ')a a a a a a a a a a a a a ag t t g t t g t t g t t g t t g t t g t t                      

3
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( ) ' ' ' ( ') ( ') ( ')i dt dt dt dt dt dt U t t U t t U t t

     

     

            


 

3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2( ) ( ') ( ' ) ( ') ( ' ) ( ') ( ' ')a a a a a a a a a a a a a ag t t g t t g t t g t t g t t g t t g t t                      
 (3.29)

である．(3.27)-(3.29)式に示すファイマンダイヤグラムを
Fig. 2に表している．次に今回導出する < Ĉ+

a↑Ĉa↑ >は，これ
らの解析的な結果を基に以下のように与えられる．

 (1) (2) (3)
0 ( ) ( ) ( )

2a a a a a a a a
iC C n G ω G ω G ω dω
π



        



        

 (3.30)

なお

0 2

1 1(1 )
2 1 4

n
x

  


 (x = V0/(Ek − Ea)但し Vak = Vka = V0とした)

 (3.30)’

ここでG̃(n)
a↑a↑(ω)はG(n)

a↑a↑(t−t’) (n = 1, 2, 3)のフーリエ変換で
ある．よって

 20(1)
0( ) ( )a a a a

UG ω n g ω     


  (3.31)

0 2

1 1(1 )
2 1 4

n
x

  


  (3.31)’

(0)

(0)

( )( ) ( )
1 ( )Σ ( )

a a
a a a a

a a

g ωg ω g ω
g ω ω

 
   

  

 
 k

  
  (3.31)’’

(0) 1( )a a
a

g ω
ω ω iη  
 

  ， (0) 1( )g ω
ω ω iη  
 k k

k
   (η → +0)　及び

2 2
0 0(0) (0)Σ ( ) ( ), Σ ( ) ( )a a a
V V

ω g ω ω g ω     

   
    
   

k k k
  

 
  (3.31)’’’

及び

     
2 2 23 20 0(2)

0 0( ) ( ) ( ) ( ') '
2a a a a a a a a

U i UG ω n g ω n g ω g ω dω
π



         

       
       
 

 

 (3.32)

     
3 3 24 30 0(3) 3

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ') 'a a a a a a a a
U i UG ω n g ω n n g ω g ω dω

π


          

       
       
 

 

     
2 3 2 220

0
1 ( ) ( ') ' ( ") "
2 a a a a a a

Un g ω g ω dω g ω dω
π

 

       

       
       


 

   
3 3202

0( ) ( ) ( ') '
2 a a a a
i Un g ω g ω dω
π



    

   
   


 

 
3 3

201 ( ) ' " ''' ( ') ( ") ( ''') ( ''' ')
2 a a a a a a a a a a

Ui g ω dω dω dω g ω g ω g ω g ω ω ω
π

  

         
  

        
          


 

( ''' ")a ag ω ω ω      (3.33)

これより < Ĉ+
a↑Ĉa↑ >は，

Fig. 2  Feynman diagrams for the a) first-, b) second-, and c) third-order Green’s functions as shown in eqs. (3.27)–(3.29). The straight lines represent the 
electrons in state a↑ (ga↑a↑(t−t’) or ga↓a↓(t−t’)) and the semicircular wavy lines represent Ũ (t−t’).
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 2 3/2 2 2 3 2 4 2 5/2
0 0 0 0

ˆ ˆ 2 (4 1 / ) 4 (4 1 / ) 3( ) (1 4 )a aC C n yn x y n x n x x   
             

2
3 3 2 3 2

0 0 0 0 02 2

1 4 1 / 1{ 2( ) (1 6 10( ) 5( ) ) 18 ( )
(4 1 / )
x xy n n n n n

x x x    
 

      


 

2 4
2 4 2 9/ 2

1 10 02 7/ 2

(1 / 4 1 / )(4 1 / ) 8 (4 1 / ) [4 ( ) ( )
16(4 1 / )
x xx n x Q n P x

x
 

 
 

     


 

2 2 30 0( ) ( ) ( )]}Q n P x Q n     (3.34)

ここで，

0 0 0/ /ay U V U V k  
2 3 0 2

1 20 0 0 0 0 0
3( ) 1 6 10( ) 5( ) , ( ) (1 4( ) )
2

Q n n n n Q n n n              

2 3
3 0 0 0 0

15 23 49( ) 3 ( ) ( )
2 4 4

Q n n n n         (3.34)’

2
2 2

1 202 2

1 1 4 1 / 1 4 1 /( ) (1 ), ( )
2 1 4 1 / 1 4 1 /

x x x xP x n P x
x x x x



    
   
     

 

ところで (3.34)式は以下のように表せる．

0

ˆ ˆ ( )m
ma a

m
C C y λ x



 



    (3.35)

但し
2 3/ 2 3

0 12 2

1 1 1( ) (1 ), ( ) (1 )(1 4 ) ,
2 1 4 1 4

λ x λ x x x
x x

     
 

  
 (3.35)’

である．
Fig. 3はグリーン関数により得られた解析的な値 (3.34)式

と (3.21)式での始状態を基に (3.2)-(3.20)式を数値的解いた値
を比較したものである．クーロン相互作用U0を横軸にとっ
てあるが，Fig. 3 c)が示すように V0が大きい場合，U0は広
範囲で数値解と解析解の整合性は良好であるが，V0が小さ
くなるにつれて整合性は乏しくなる（Fig. 3 a), Fig. 3 b)）．こ
れは (3.34)’式で定義される y = U0/V0に起因する．(3.35)式に
示すように < Ĉ+

a↑Ĉa↑ >は，ymλm(x)の線形結合で表現されるか
ら，V0が大きい場合 yは小さくなり，U0は広範囲で数値解
と解析解の整合性は良好となると考えられる．なお V0の値
によらずU0がある値までは，グリーン関数による摂動計算
と数値解による結果は整合性がよいことより，(3.22)-(3.23)
式による数学的操作を通じて．連立微分方程式の数値解は基
底状態の期待値を表しているものと思われる．
ところで (3.2)-(3.20)式から構成される一群の連立微分方
程式は他にも有益な情報を含んでいる．たとえば (3.5)’’式で
示される f2(t)は，状態 a↑及び状態 a↓の相関を表現している．
同様に (3.12)’’式で示される f9(t)は，状態 k↑及び状態 k↓の
相関を表現している．今回は状態 a↑及び状態 a↓の相関，即
ち＜ Ĉ+

a↑Ĉa↑Ĉ+
a↓Ĉa↓＞についての数値計算結果とグリーン関数

による解析的結果との比較を行う．まず次式で定義される 2
体のグリーン関数Gaa (t, t’, t’’, t’’’)を導入する．

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ', '', ''') T[ ( ) ( ') ( '') ( ''')]aa a a a aG t t t t i C t C t C t C t 
      

( )

0
( , ', '', ''')n

aa
n
G t t t t





    (3.36)

ここで

Fig. 3  Comparison of <Ĉ+
a↑Ĉa↑> derived from eqs. (3.2)–(3.20) (numerical calculations, black circles) and <Ĉ+

a↑Ĉa↑>calculated from eq. (3.34) (perturbation 
calculations, solid lines) with respect to the Coulomb repulsive interaction U0. Ek = 2 eV, Ea = −3 eV, a) V0 = 0.5 eV, b) V0 = 1.5 eV, and c) V0 = 3.0 eV.
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n
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n
    

 
 

(0) (0) (0) (0)
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0
ˆ ˆ ˆ ˆˆT[ '( ) '( ) ( ) ( ') ( '') ( ''') ]n n a a a adt dt H t H t C t C t C t C t

 
 

   
 

     (0) (0) (0) (0)
1 1

0
ˆ ˆ ˆ ˆˆT[ '( ) '( ) ( ) ( ') ( '') ( ''') ]n n a a a adt dt H t H t C t C t C t C t

 
 

   
 

     

 (3.36)'

である．2次摂動までの計算を行うので
(0) (1) (2)( , ', '', ''') ( , ', '', ''') ( , ', '', ''') ( , ', '', ''')a a aa a a a aG t t t t G t t t t G t t t t G t t t t    

 (3.37)

これより 1次摂動での 2体のグリーン関数は，

(1)
1 1 1 1 1 1 1 1

1( , ', ", ' '') ( ' ''') ' ( ') ( ) ( ') ( ' ")a a a a a a a a a aG t t t t g t t dt dt U t t g t t g t t g t t
 

       
 

        


 

1 1 1 1 1 1 1 1
1 ( ") ' ( ') ( ' ') ( ' ) ( ''')a a a a a a a ag t t dt dt U t t g t t g t t g t t

 

       
 

       


 
 (3.38)

2次摂動での 2体のグリーン関数は，

(2)
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 22( , ', ", ''') ' ' ( ') ( ') ( ) ( ')a a a a a a

iG t t t t dt dt dt dt U t t U t t g t t g t t
   

   
   

         


 

2 1 1 2 2( ' ") ( ' ') ( ' ) ( ''')a a a a a a a ag t t g t t g t t g t t             

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 12 ( ' ''') ' ' ( ') ( ') ( ) ( ')a a a a a a
i g t t dt dt dt dt U t t U t t g t t g t t

   

     
   

          


 

1 2 2 2 2( ' ) ( ') ( ' ")a a a a a ag t t g t t g t t          

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 12 ( '') ' ' ( ') ( ') ( ' ') ( ' )a a a a a a
i g t t dt dt dt dt U t t U t t g t t g t t

   

     
   

          


 

1 2 2 2 2( ') ( ' ) ( ''')a a a a a ag t t g t t g t t          

1 1 2 2 1 1 2 2 2 2 2 22 ' ' ( ') ( ') ( ) ( ') ( ' ")a a a a a a
i dt dt dt dt U t t U t t g t t g t t g t t

   

     
   

          


 

1 1 1 1( ' ') ( ' ) ( ''')a a a a a ag t t g t t g t t          

1 1 2 2 1 1 2 2 2 2 12 ( ' ''') ' ' ( ') ( ') ( ) ( ')a a a a a a
i g t t dt dt dt dt U t t U t t g t t g t t

   

     
   

          


 

1 1 1 2 2( ' ) ( ') ( ' ")a a a a a ag t t g t t g t t          

1 1 2 2 1 1 2 2 2 2 12 ( '') ' ' ( ') ( ') ( ' ') ( ' )a a a a a a
i g t t dt dt dt dt U t t U t t g t t g t t

   

     
   

          


 

1 1 1 2 2( ') ( ' ) ( ''')a a a a a ag t t g t t g t t           (3.39)

(3.38)-(3.39)式に示すファイマンダイヤグラムを Fig. 4に
表している．これより，前と同じくフーリエ変換を施し
< Ĉ+

a↑Ĉa↑Ĉ+
a↓Ĉa↓ >を求めると

2 2 3/2
0 0 2

1ˆ ˆ ˆ ˆ (1 ) (4 1 / )
1 4

a a a aC C C C n n y x
x

  
          


 

2 2 2 2 4 2 3 4 2 5/2

2

3 1 3 1( 3 4 1 / ) (4 1 / ) (1 ) (1 4 )
16 4 1 4
y x x y x x

x x
       


 

2 2 2 3

2

13 (1 ) (4 1 / )
1 4

y x
x

  


  (3.40)

これより

0

ˆ ˆ ˆ ˆ ( )m
ma a a a

m
C C C C y κ x


 
   



    (3.41)

ここで
2 2 2 3/2

0 10 0 2 2

1 1 1( ) (1 ) , ( ) (1 ) (4 1 / )
4 1 4 1 4

κ x n n κ x x
x x


       

 
 

 (3.41)’

Fig. 5はグリーン関数により得られた解析的な式 (3.40)式と
連立微分方程式を数値的解いた f2(t)値の時間平均を比較した

Fig. 4  Feynman diagrams for a) first- and b) second-order two-body Green’s functions as shown in eqs. (3.38) and (3.39). The straight lines represent the 
electrons in state a↑ (ga↑a↑(t−t’) or ga↓a↓(t−t’)) and the semicircular wavy lines and wavy lines represent Ũ (t−t’).
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ものである．Fig. 3と同じ傾向を示し　やはり V0が小さくな
るにつれて整合性は乏しくなる（Fig. 5 a), Fig. 5 b)）．(3.40)
式に示す様に V0が小さい場合 yが大きくなりその為に整合
性が悪くなると思われる．確かに整合性は V0が小さくなる
につれて乏しくなるが，解析解 (3.40)式と数値解との間に著
しい乖離は認められない．むしろU0が小さい場合整合性は
良いと言える．これより (3.22)-(3.23)式による数学的操作を
通じて．連立微分方程式の数値解は 2粒子相関についても基
底状態の期待値を表しているものと思われる．

４　結　　　言
これまで我々は，量子力学において一番始原的な Schrödinger 
の波動方程式から導出される一連の連立微分方程式を用い
て，多くの解析を行ってきた48-55)．この方法では前述したよ
うに波動関数の時間発展を解析するので，非定常状態の解析
が可能である．また多体項が存在する問題でも系がフェルミ
粒子で構成される場合，パウリの排他律により系を記述する
連立微分方程式の数は有限となる．
多体項が存在する定常状態の場合，グリーン関数を用いた
解析では系を正確に記述する為のグリーン関数の数は∞であ
り発散する．即ち開いた系である．しかし我々の提唱する方
法によれば，前述したように正確に系を記述する微分方程式
の数は有限であり閉じた系を構成する．そこから数値的に厳
密解が求まる可能性はあるが，それに際しては注意が必要で
ある．系の時間発展の微分方程式は正しいのであるが，始状
態（初期値）の選択は極めて重要である．非定常状態の解析
ではそのまま始状態に想定する値を代入しその後の時間発展
を解析すれば良いが，定常状態での解析では始状態に想定す

る値を直接代入すると基底状態の期待値とは違う場合があ
る．2.理論の箇所でも述べたようにこれには系を記述するハ
ミルトニアンの固有状態が関与している．そこで (2.28)式

0 0( ) / 0 ( )c c cV t V t t t t V t V t t       (2.28)

として転送行列の時間変化を導入し，t ≥ tcで時間平均をと
ればその値が基底状態の期待値と一致することを解析的に示
した．

3．計算結果の箇所では，2．理論の節で得られた結論を基
に多体項が存在する極めて簡単な場合の定常状態について議
論を展開している．2．理論の節では多体項が存在しない為，
理論解との比較・参照が容易にできたが，(3.1)式で表され
るハミルトニアンは極めて簡単とは言え多体項を含んでいる
ため理論解との比較が困難である．そこでグリーン関数を
導入し，正確に系を記述する微分方程式 (19ヶ(3.2)-(3.20)式 )
から得られる数値解との比較をおこなった．その際 (2.28)式
に対して (3.22)–(3.23)式による操作を通じて，t ≥ tcで時間平
均をした値が基底状態の期待値と一致するか確認を行った．

0

0

( )
( ) ( ) ( )

/ (0 )
c

a a
c c

V t t
V t V t V t

V t t t t


     
k k   (3.22)

       
0

0

( )
( )

/ (0 )
c

c c

U t t
U t

U t t t t


   
  (3.23)

< Ĉ+
a↑Ĉa↑ >及び＜ Ĉ+

a↑Ĉa↑Ĉ+
a↓Ĉa↓＞の数値解とグリーン関数から

導出される値の対応は良好であり，これより (3.22)-(3.23)式
による操作により，数値解は基底状態の期待値を表現してい
ると思われる．
これまでにも述べてきたが，粒子数が多くなるにつれて系
を記述する微分方程式の数は急激に増加するが，方程式を数

Fig. 5  Comparison of <Ĉ+
a↑Ĉa↑Ĉ

+
a↓Ĉa↓> derived from eqs. (3.2)–(3.20) (numerical calculations, black circles) and <Ĉ+

a↑Ĉa↑Ĉ
+

a↓Ĉa↓> calculated from eq. (3.40) 
(perturbation calculations, solid lines) with respect to the Coulomb repulsive interaction U0. Ek = 2 eV, Ea = −3 eV, a) V0 = 0.5 eV, b) V0 = 1.5 eV, and c) 
V0 = 3.0 eV.
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を減らすには数多くの演算子の積からなる項（例えば今回の
計算では g1(t)～g6(t)など）は基本的に数値が小さいと思われ
るので，それに対する平均場近似を行えばよいと思われる
が，それについても今後さらに詳しい議論を行う必要がある．
最後に今回一連の計算は量子力学で従来行われている積分
形による量子力学的期待値導出とは，まったく反対の演算で
ある微分形で量子力学的期待値を導出するものである．微分
形では積分形に特有の特異点による積分可能性や発散の問題
などを回避できる可能性があるし，微分形のほうが計算が比
較的容易である．このような積分形の難点を回避する微分形
による期待値導出の手法は今後さらなる可能性があるものと
考えられる．
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