
閉区開の各点で不連続な凸函数について

吉田誠一郎

エの区間△における凸函数の定義の仕方は二通りある｡

〔1⊃ xlく*2<*3である様な△の任意の三点xi, X2, Xsに対して常に

I (xz)≦
(x3-Xi)f (xd+(xa-*0/(*0

X3-Xi
が成立つとき′(罪)を△における

凸函数と云う｡そして常に不等号だけが成立つとき狭義の凸函数と云う｡

C2つ△の任意の二点xi, Xzに対して常に

/OO+/OO
が成立つとき/ooを△における凸函数と云

う｡そしてxlキx2のとき常に不等号だけが成立つとき狭義の凸函数と云う｡

定義〔1コの意味での凸函数は△の内部で連続であることは知られている｡定義C2〕の

意味での凸函数が〔1〕の意味での凸函数にならないときはノ(∫)は△の内部の各点で不

連続で,内部の各点の近傍で上に有界でないと云う性質を持たねばならない｡ I)こゝでは

その様な函数を作ることについて述べる｡閉区間〔a, b〕があるとき,それを含む半開区

間Ca, c)においてその様な函数が出来れば,これを〔a, b〕に制限した函数もその様な

性質をもつことになるから△が半開区間のときを考えればよい｡簡単なために△-〔0, 1)

とする｡以下定義は〔1〕, 〔2⊃ ---で表わし,定理は(5), (6) ---で表わすことに

し, Cx〕はxを越えない最大の整数(Gaussの記号)を表わすものとする｡

C3)自然数,整数,有理数,実数の全体をそれぞれN,I, R, Zとし半開区間CO, 1)

を△とかく｡

△の実数を類別することを考える｡

∫, y∈△でx-y∈Rのときx…yと定めると同値律が成立つ｡即ち

X=X

K≡y-+y≡k

x, y, z∈△のとき

K≡y, y=z-^-x=2

〔A〕 a∈△のとき{x X∈△, x…alを△aとかき△の那陀作る集合族(△x)をG

とかく｡

(5) Gの二つの元△a, △bに対して
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Da,b^中--ai+bi-〔ai+h〕, al∈△a, &i∈△b)を作ればDa,b∈Gである･

〔証明〕 x′, x′′∈Da,bとし

x'--a′l+b′1 1〔a′1+b′1〕, X′′-a′′1+b′′1-〔a'′1+b′′1⊃

a¥,a′′1∈△a, b′., 6"i∈△bとすれば

x′, x′′∈△でa′1-a′′1∈R b'i-b′′1∈R

∴x'-x′′- (a′l-a′′l)+(6'i -b′′1)-Ca′l+b′1〕+〔ん′′1+b′′1〕∈R

∴x!=x!!

次にx′′′…x′とすればx′′'-x′-r, a′i+r-fli′′′とおくときr∈足, al′′′-Cfli′′′]∈△a

x′′′-x′′′-Cx′′′〕 (∴x′′′∈△)

-x!+r-〔x′+r⊃

-<*i'"+b¥ -Ca'i+b'x}-[_ax">+b¥-^a¥+6'0]

-al′′′+b′1-〔al′′′+b′1⊃ (VJt∈Z, m∈Iのとき〔1 m⊃-〔x〕-m)

-al′′′-[a了′]+&,′-¥-a/′′-Cal′′′〕+6,']∈ a,b

∴ a,b∈G (終)

従ってDa,bは△a+b-〔a+b〕ともかくことが出来るO

(6)有理数の定数kがあるときGの元△aに対して

"k,a ′+r-〔ka′+r〕, a′∈△a, r∈R)を作ればEk,a∈G

〔証明〕 k-OのときはO,a △o

A+Oのときはx′, x′′∈ k,aとし

x′-ka,¥′+ri-〔kal′+rl⊃ズ′′-ka窒′+ra-〔ka乞′+r2〕

al′, a乞′∈△ ri, r2∈Rとする

al′-a包′∈Rであるからx′-x′′∈Rとなりx′…x′′となる｡

次にx′′′=x!としx′′′-x′-r3, ri+r3-^4とおけば, rs, rt∈:R

∬′′′-∬′′′-C∬′′′〕

-x′+r3-〔x!+r3〕

-kd¥′+r4-〔kal'+rl〕-[kax′+r4- 〔hal′+rl 〕]

-kai'+rA-Ckai'+rO

∈Ek,a

∴ 'k,a∈G (終)

従ってEk,aは△ka-〔kaつともかけるo

(7)有理数の定数h, hがあるときGの二つの元△a, △bに対して

Fkltk望,a,b-中-k¥a′+k2b'+r- 〔kla′+kib'+r〕, a′∈△a, V∈△b, r∈Rlを作

ればki,ki,ai,b∈G
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〔証明〕 Ekl,a=-△a, Eh,b-△βとおけば

Fki,h,a,b--a,β ∈G (終)

従ってki,kz,a,bは△kia+kib-〔ki+k2b〕ともかけるo

C8〕 Gの元△a, △bに対して△a+b-〔a+b〕を△a+△bとかき, k∈Rのとき

△ka-〔ka〕をk△aとかく,またkl, k%∈Rのとき△kia+k2a-〔k¥a+k%b〕

をkl△.+h△bとかくo

kl, ki ∈Zのとき上の定義の間に矛盾はないO例えば△a+△a-2△a,

△2α-〔2α⊃-2△α

(9) Gの元△a, △bに対して〔8〕により加法△a+△bを定義すればGは加群

を件る.

〔証明〕 △a+△b-△b+△aは明かであるo

結合律: (△x+△y)+△2-△x+y-〔x+y~)+△2

=△x+y-[_x+y〕+2-〔x+y-〔x+y〕+Z]

=△x+y+z-〔x+y+z⊃

同様にして

△x+(△y+△2)-△x+y+z-〔x+y+z〕

単位元: △x+△0-△.Y即ち△Oは単位元であるo

逆元: △x+△(-*)-[-*]- △*+(-*)-[-*]-〔*+(-*)-[-*]〕

=△0-トx]-〔0-L-xl〕

-△o

即ち△xの道元は△C-*)-C-*〕 (終)

(10)集合族Gを定義域とし△∬, △γ∈Cのときg(△∬･十△γ)-*(△∬)+*(△γ)

となる様な函数g(△∬)を定義することが出来るo

〔証明〕 G一七△01-Goとし之は既に整列集合になっているとするo Goの最初の元を

△αとし,これに含まれる一つの数α′をとり固定するo ど(△α)-｡′と定め

k∈Rのとき

g(k△J-ka′と定めるe

<v<△a)の最初の元を△bとする･

もし△b-k△a(k∈R)ならg(△b)は既に定義されているo △bキk△XVk∈R)

なら△bに含れる一つの元b′をとり固定するo

g(△0-b'としk∈Rのとき

g(k△b〕-wと定めるo

このときK k望, k3∈Rでkl≠0ならkl△b+h△a≠k3△aであるoそれは

0
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もし等号が成立てば△b-込=奥-△aとなり不合理であるからである｡

kl

kl,k2∈Rのとき

g(kl△,+h△p-*lォ′+k%b′と定めるe

次にGoの元△γの前の元全体の集合をGγとしその任意の二つの元△ガ'･

△x〟に対してkl,k2∈Rのときkl△x′+k2△x′′なる元を作るoその様な元の

全体をC′γとする｡G′γの任意の二元から又同様なことを考えてG7･からC′γ

を作った様にしてG′′γを作るoこの手順を続けてCγ〝′-Gγ(㌧･･を作り

Un"OGγ<サ>-Gγ*とするoそしてGγ*の任意の元に対してはgの値が定まっ

ていて,その二つの元△x'>△票Uに対しては

g(△雷′+△告we△'')+*(△告,)となる様に出来ると仮定する｡

△γ∈G丁のときはg(△γ)は既に定義されている｡△γ年GTのときはkl,kz,

k3∈R-・;*!キ0･'-.A'i上,十/^'-¥ヂ!=*,.ゝさユタ1-,j.サ∈(7丁'△γの

一つの元をγ'とし

a(△γ)-γ′と定義するo

叉k,,ki∈R,△雷′∈Gアのとき

*(*.△γ+k2△fO-klT′+kzgC△雷′)と定義するoかくして△γの前の元から

C芦を作-たのを同様にしてtGγ∪△γ)より(Cγ∪△γ)*を作ればその任意

の元についてgの値が定義されその二つの元△yt+△;,に対して

a(△△許)-*(△｣>+*(△茅)が成立つ｡

Jトそれは△JUJfe.△γ+△票,△If"*Vx△γ+△3･

(k¥,kz∈R,△3,△票∈G苦)とすれば

△:'+△*
x"△票′,とおくとき△苦,′′∈Gr

∴△茅+△蝣-ikl+kz)△γ+△告,･

∴gC△r>+△ォ0-(*,+*a)γ'+g(△芝,,)

･(ki+kz)γ'+a(△告,)+*(△誉′)

蝣kir'+g(△｣)+**γ'+g(△3*,,,)

-a(△ro+｣(△v'J

故に超限帰納法によりGのすべての元に対してgの値が定よりCの任意の

二つの元△ガ,△γに対して

ど(△∬+△γ)-｣(△∬)+*(△γ)が成立つo(終)

(ll)△を定義域とする函数/ooを

/(*)-｣(△x)と定義するとき/GOは次の性質をもつo
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(i) /(**- 〔kx〕>*/00 (x∈△)

(ii) ∫(豊) /OO + /OO (x, y∈△)
C証明〕 kx-Ckxコ∈△kx-k〔x〕-k△x

∴ f(kx - 〔kx〕we*△x)

-*i'(△x

-*/00

1

また竿∈△也-1｢△x+y-〔x.,〕
2

･′ (掌)-'(寺△'x+y-｡x.,〕 )

=÷g (△x+y-｡x.,〕)

-÷g(△∬ +△γ)

- <g(△,:>+*(△y))

-÷{/oo+/(30} C終)

(12) △を定義域とする函数/GOを上の様に定めるときカ00- (*-÷)2とし,

FOO-/OO+K*)とすれば, F(x)は△における凸函数である.

〔証明〕 △の任意の二点xl, X%に対して

hi-

2

xl+x2

2

辺々加えれば

)-÷ {/(*o状*ォ)}

)<÷{*oi) + K**)>

)<÷{FQxOげoo> c終)

*wが△の任意の点の任意の近傍で非有界なことはa年△Oのとき/(ォ)キ0･そしてk∈R

のときf(ka-Cka⊃)-*/00,よって任意のK>0を与えたとき適当な正の有理数kをと

ればk¥f(a-)¥>K, -k¥Kd) <-Kとなるoしかも△ka-〔ka〕の点は△上で禍密に存

在しているから/ooは△の任意の点の任意の近傍で上下に有界でない｡従って^00

もまた此の様な性質をもつことになるo従って^ooは△の任意の点で不連続になる｡

C註〕 1)吉田;長崎大学学芸学部自然科学研究報告第9号P.5
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