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ON A CLASS OF UNIVALENT FUNCTIONS

単葉函数の或る部分族について

山口 国夫

(Sept. 11, 1961)

函数

CCl

f(z)-z+ ∑ anz'乙
n=2

をZ¥<1において正則,単葉にして,且つ

Reォ≧吉

であるものとし,此等の函数族をSt*と略記することにする｡一般のZ|<1で正規

化された正則単葉函数をS,その部分族の星型写像函数をSE,吏らにその部分族の

凸型写像函数をCとする｡良く知られておるように, /GO∈SLなるための必要且つ

十分条件はRe{zf′(*)//(*)}≧0にして, /GO∈Cなるための必要且つ十分条件は

Re{zf′′(*)//′GO}≧-1であり,且つ/GO∈CならばRe{zf′(*)//(*)}≧1/2であ

るが,その逆は必らずLも成立しないO従って此等の間には次のような関係が成立し

ておる｡

S⊃Sc⊃Sl*⊃C.

Schild [1]の得た成果を応用して,二三の定理を誘導しよう｡

定理1. /GO∈Sc*ならば

品≦!/'(*)!≦品佃<1)
が成立する｡且つこの不等式は改められない｡

証明・/GO∈St*ならば, Schild [1]の証明から

霊l-1<z詔 (回<1)

が成立しておる｡従って
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lzf′GOI-I/OO】≦lzf′GO-/GOKlz?¥f′(z)l.

両端の不等関係から

Izl(1-1*1)1/′(z)¥ <¥ftz)¥ <¥z¥(l+¥z¥)¥f'(z)¥

が得られる｡ Schild [1]が求めた歪曲定理

諸法≦!/(*)!≦i㌔佃<1)
と組合せて

1 1

両秤<l/'(z)l<軒二了秤(I*I<1).

特別な函数f(z)-z/(l+z)を考えれば, f′(z)-i/a+zy, zf′(I)//(z)-l/(l+z)に

して, |z|<lに対しては

1三二-1 --i-1-c

であることに注意すれば

Re(普),去(IォI<1).
従ってf(z)-z/a+z)∈St*である｡且つこの函数に対しては

1

面前≦!/'(*)!≦品
にして,Z-±r(r>0)に対して等号が成立するから,定理の不等関係は改められない｡

定理2. f(z)∈Sc*ならば, lzl≦r<1において

arg z認[≦arcs- r
が成立する｡且つこの不等式は改められれない｡

I

証明.すべての/(ォ)∈SL*に対して, zf′(*)//(*)の写像域は中心1/(1-M2),辛

径回/(1-lzl2)の円である｡従って

arez /W唇resin 1-r2,了去-arcsinr.
特別な函数/(*)-*/(!+ォ)に対しては, zf′(*)//(*)-l/(l+ォ)であるから言zl≦r

に対する像が閉円となるから等号が成立する｡
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定理3. /(*)∈St*ならば

冒~云~
2π

0 ¥f(reiO)¥2dd<了宝(r<l)

が成立する｡

証明. /GOはIォI<1で正規化正則函数であるから

Cl〇

/(*)- ∑ anz'(O!-l)
77SI

とおけば, Parsevalの定理[2]により

1-- ∞

¥f{rel-)¥2dd- ∑ an zrz (r<l)
n-l

3

となる｡然るにSchild [1]の定理により/GO∈St*に対しては

¥an¥≦ (n-2,3,-･)

であるから

去J:π¥f(reiO)¥2dd≦ Sr2n-孟(r<l).
次の定理はSchild [1]がSchwarzのLemmaを中心として,幾何学的方法で証

明したものであるが,これの右辺を異なる方法で証明しようO

定理4. (Schild) g(z)∈Sc*ならば

zg′(Z)

9W

が成立する｡この不等式は改められない｡

証明g{z)-Jzf(z)∈SL*とすれば

慧針去
/(ォ)-*/′(Z)

(|2|<1)

局.1+ zf′(ォ)/CO
然るにSchild [1]の定理によりg(z)-Jzf(z)∈SL*ならば/(ォ)∈St∈Sであるか

ら, Nevanlinnaの定理[3]により

zf′(I)

/(*)

i+;~.

1-|2|

が成立する｡故に
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≡ 1+呈豊)-読
となる｡即ち定理の右辺が証明された｡
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