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ON A CLASS OF UNIVALENT FUNCTIONS (II)

単葉函数の或る部分族について (II)

山口 国夫

J. ClunieおよびF.R. Keogh [1]はlzl<1を星型領域に写像する函数

∞

/(*)-*+ ∑ anz"
71=1

の係数と,回<1の/(ォ)による写像領域の面積との関係について興味ある結果を導

いておる。筆者は彼等の方法に従って,前論文[2]で取扱った画数族S吾について

評価を試みたが,次のような結果が得られた。

定理1. |ォ<1において正則単葉である函数族

CIO

f(z)-z+ ∑anz"
ォ=1

の中で,特に条件

Re(普)≧言
を満足する部分族を&* [3]と略記することにすれば, /GO∈S書によるZ¥<1の

写像領域の面積を』とするとき

Kl≦浩董(n≧2)

が成立する。

証明.

(1)

とおく。更らに

(2)

K*)-豊-i2

900-吉・豊h(z)- 2flfGO -1

200) +1

と仮定すれば, /GO∈SL*であるからRe」(z)>0が成立して¥Kz)¥<i (|*|<i)を

得る。但し



2

とする。 (1)と(2)から

となるから

(3)
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∑β 7"-∑(n-1)anzn.

両辺のznの係数を比較することにより

(4)βn-1+2tt2βn_2+3tt3βn_3+-+(tt-1)on-1β.-(サーV)an(n≧2)

即ち(3)の右辺におけるanは,左辺におけるォ2,dn-1のみに依存する。従っ

てn≧2に対しては

(5)z+岩kakzk¥h(z)-義(k-V)akzk+真bkzc

とおくことができる(5)の両辺の絶対値を自乗したものをz¥-r<lの周りに積分

すれば,Iz¥<1においては¥Kx)¥<lであるから

∫2(fc-1)a*zfc+2bkzk

¥7c=2k=n+l/義(fc-1)玩kr+真1盲k云)dz

・Jz+岩kakzk紅岩kakzk)dz.

これから

n∞～-1
∑(fc-i)2K|V*+∑¥bk¥2r2≦r2+∑k2¥ak¥2r2k
fc-2k-n+lk-2

となる。γ-1ならしむれば

n-1
∑(k-iy¥ak¥*≦1+∑研ak¥'<
k=2

即ちn≧2なるときは

(6)

zai

(w-1)2|aj2≦1+ ∑ (2fc-1)|a*|2
A:=2

-2(吉堀(k一言||a,!2} <2(l+蓋k¥ak¥z).

今/COによる回<1の写像領域の面積をAとすれば,次式で与えられる。
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これから

(7)z/-2πJ[1+J}k2¥ak¥2r2k-2)rdr-

。¥fc=2/π(1+義k¥ak¥2j.

従って(6)と(7)から

Kl≦浩一(I)喜(n≧2)

が得られる。

次に(6)および(7),又はこの定理の結果から直ちに次の性質が得られる。

定理2.

Cく)
f(z)-z+∑anz"∈SL*
n=2

がz|<lにおいて有界ならば

a'--[n/

である。
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