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T1空間の公理系の独立性の初等的証明と,

或る位相空間の性質について

吉田 誠一郎

自然数,整数,有理数,実数の全体の集合をそれぞれN, I, R, Zで表わし,集合

Ⅹの濃度,閉包および補集合をそれぞれ夏, xa, xcで表わすことにする。また一次

元Euclid空間をElで表わすことにする。

さてTl空間の公理系は次の様にも表わすことができる。

(I) (XuY)α-ⅩαuYα

(II)貢≦1のときxa-x

(Ill) Xαα-Ⅹα

この公理系の独立性の証明の中

(I)

(Ill))

国師g

(Ill))
-(I)が成立たないこと,および

-(II)が成立たないことの証明は容易である。証明の核心は
31日)

(II) )
- (Ill)

が成立たないことを云うことであるが, Kuratowski; Topologie Iに述べてある所謂

instructiveな例はDirichletの函数/(.)-{吉雲芸) vに-いての性質を用
いるもので,その性質の説明には可成りの準備を必要とするので,ここではそれに代

る初等的な証明を試み,次いでその際に用いたⅩαの定義を少しmodifyして一つの

位相空間を作り,その空間の持つ二三の性質を調べることにする。

(I)

(II) )
-(Ill)が成立たない証明。

まず集合Zと半開区間Ii=<i-l,i) (i∈I)を考える。 Zの部分集合Ⅹに対し

てⅩαを次の様に定義する。

Ⅹa=Ⅹ∪( =望IiUw
i:Ⅹnli≧戦o

すると豆<輪。のときxa-xとなるから(II)は勿論成立つ。

次に

ⅩauY代-Ⅹ∪〈 U IiUIni}uYut u IjUIy+i} (it3∈I)
i: Ⅹnli≧斌3: YnIj・≧浪っ
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-ⅩuYut =望IiUIi十1)Uf u IiUIf+l}
i: Ⅹnli≧浪i: YnIi≧浪0

-ⅩuYUt U IiUIi+l}
i: ⅩnIi≧浪o orYnIi≧Ro

-ⅩuYuf If UIi+i}
i: (XUY)下訂≧輪。

-(ⅩuY)α

即ち(I)は成立つ。

特にX-Ixと考えると

故に(1)1

(II)J

Ⅹα-IIU Xαα-IIUI2UI2

OK^ea日割

-(Ill)は成立たない。 (終)

5

次に上のⅩaをⅩの閉包と考えてもZには位相が導入できないので,之を少し

modifyして

(A) xa=xu{ u ij
i: ⅩnIi≧浪o

とすると之はTl空間の公理を満足する。 Zに(A)による位相を導入した空間を

ZAと書くことにし,この空間の性質を調べることにする。

CD ZAにおける閉集合は

(uIi)uM
i∈P

(p⊂I; vi∈I, M百石<斡o; ( u Ii)nM-tf)
teP

の形となり,開集合は

∪(Ii-MO (S⊂I; Mi⊂Ii;蒔く輪.)
teS

の形となる。

[証明] Ⅹ⊂Z, Ⅹα-Ⅹとする。

til面亮≧輯O, i∈I}-P; {i|XniK斡O, i∈I}-Q

とおけばP,Q⊂I;PnQ-¢である。そしてⅩ-(∪ⅩnIi)∪(∪ⅩnIi)となるo
i∈P i∈Q

ここでP又はQは空集合であってもよい。

P幸¢のときio∈Pなら君斤㍍≧斡o ∴ Ii。⊂Ⅹa

もしIi3-Ⅹ幸¢ならπo∈Ii。-Ⅹとすれば

a;o∈Ii。⊂x-f %0在ⅩよりⅩa≠Ⅹ
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となり不合理である。故にI*ォーX-¢従ってIi。⊂Ⅹ,即ちIi。nX-I,0

∴∪ⅩnIi-UIi
i∈Pi∈P

また∪ⅩnI*-Mとおけば
rsQ

(UIi)nM⊂(uIi)∩(UIi)-¢(VPnQ-の
i∈Pi∈Pi∈Q

そしてVi∈I,酢1;<輪oとなるO

即ち閉集合は

(uiouM(P⊂I;V*∈I,面両輪o;(ulO

JEPnM-¢)

の形になる。逆にこの形の集合が閉集合であることは明かである。

次に集合Yが開集合である条件は上の様な(UIi)uMに対して
?eP

y-z-{(uiouM)
ieP

の形となることである。之を変形すれば

y-(z-uion(Z-M)
i∈P

I-P-Sとすれば

Z-uIi-UIi
i∈Pi∈S

∴Y-(uIi)∩(Z-班)-uIi-班
ieSieS

(uIi)nM-¢より
i∈P

M⊂Z-UIi-UIi
ieP16S

∴班-Mn(u10-UMnIi
i∈Si∈S

今Mnii-Mta∈S)とおけば面<札でIi⊃Mゎ従ってLnM,-¢a*3)

よってIi⊂M;,即ちIinMe,-Ii(i幸j)

∴Y-uIi-UMnIj
i∈S3-∈S

-(UIi)∩(UMy)c
i∈S31∈S

-u{iォn(uM,)e}
i∈S3'∈S



所が
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Iin( U M,)C-I,∩( n M;)
21∈S 3'∈S

7

- ∩ (IinM;)
ieS

-IinM冒(v I*nMS-If (i幸i))

-lt-Mt

∴ Y-∪(Ii-MO (S⊂I;M,⊂Ii;面<輪.)
ieS

そしてこの形の集合が開集合であることは明らかである。 (終)

(2) Zaは不連結なseparableな空間である。

[証明] ZAの真部分集合Ilを考えると之は閉集合であって同時に開集合であるか

らZAは不連結である。 (終)

また衰=恥でVi∈I,折If-斡OよりRa-Z,故にZAはseparableであるo

(3) ZaはTl空間であるがT2 (Hausdorff)空間ではない。

[証明] Ilの異なる二点a,bをとるとaを含む開集合V(o)は

∪ (I-MO (1∈S⊂I; a<SMr, Mj⊂Ii;面<輪。)
i∈S

の形になり, bを含む開集合V(6)は

∪ (Ii-MO (1∈S′⊂I; bsm; Mfclf面<輪o)
ieS'

の形になる。

∴ V(o)nV(6)⊃(Ii-Moロ(IlnMi)

もL V(a)nV(6)-¢なら

(Ii-MO n (Il-MO-¢

∴ Ii-Mx⊂Il-(I1-MO-Mf

所がi書面>斡0,両<輪oこれは不合理である。故にV(a)nV(6)幸¢となりZA

はT2空間ではないことになる。 (終)

ZAはT2空間でないからZAにおける点列は異なる点へ収放し得るが,直接に容

易に次の事を証明できる。

(4) ZaにおいてIlに属する異なる点より成る点列極れ)をとれば, Ilの各点

はその極限点となる。

[証明%n∈Ii (n∈N) ,
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a;i≠ (l,3∈N; i幸j)とする。

Ilの任意の点a;をとればこれを含む開集合V(aOは

∪ (Ii-M,) (1∈S⊂I;鴫Mi; Mi⊂Ii;面<輪.)
i∈S

の形になる。このときV(aO⊃Ii-Mx所が面<斡oよってIl-Mlは{ォサ}の殆ん

どすべての点を含む。故にa;は{xn}の極限点となる。 (終)

以上の事からIlに含まれる点より成る点列がElにおいて発散してち, ZAでは収

赦し得る。またπn-(-1)冗-1吉とすると{%n}はElでは0に収赦するがZAでは

収赦しない。よって点列がElにおいて収赦するという命題と, ZAにおいて収赦す

るという命題との間には論理的な包含関係はない。同様なことが集合列の極限,函数

の連続性についてもいえる。

(5) Zの部分集合の列{Xn}があるとき

1)位相がない場合にtⅩπ)が収赦する。

2) Elにおいて{XJが収蝕する。

3) Zaにおいて{XJが収赦する。

という三つの命題の間には論理的包含関係はない。

[証明] (i)
x-2n-1-〈0 ,吉)

・2n -〈言, 1)

Zに位相がないときは

Elにおいては

とすると,

hmXB-<O, l)
n-"x〇

lim Xπ-¢
?～ーCIO

瓦Xn-<0,1> ; limXB-

ZAにおいては

砿XB-Ir, limXn-Ii ∴ limXra-Ii

即ち集合列{XJは位相のない場合とElにおいては収蝕しないで, ZAにおいては

収蝕する。
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(ii)
x2n-l-〈1-読,昔)
X-2n- ¥1>
3 1

百十M+l )

とすると,

9

位柏がないときは

施Ⅹn-く1,昔〉;些Ⅹn-く1,昔)

Elにおいては

瓦Ⅹn-〈1,昔〉;些Ⅹn-く1,号〉

・i-Xn-< >i>

ZAにおいては

瓦xn-<0,2)旦垂Xn-<l,2)

即ち集合列{Xサ}は位相がない場合とZAにおいては収倣しないで, Elにおいては

収蝕する。

6円D

・2n-1-く1-品,昔〉∪ (2+吉)

・2n -〈1,昔+孟)
とすると,

位相がないときは

砿Ⅹn-〈1,号〉;些Ⅹn-く1,昔〉

・i- Xn -<(l, -|>>

Elにおいては

瓦Ⅹn-〈1,号〉∪{2};些Ⅹn-〈1,号〉

ZAにおいては

11品xra-<0,3) ;旦堅Xra-<l,2)

即ち集合列{XJはElとZAにおいては収蝕しないで,位相がない場合に収蝕する。
(終)

(6) ZからZへの歯数/(*)があるとき,
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1) fix)がElからElへの曲数と見て連続である。

2) f(x)がZAからZAへの函数を見て連続である。

という二つの命題の間には論理的包含関係はない。

[証明] (i) /(*)-昔πを考える。

これはElからE1-の画数として連続である。これをZAからZAへの画数と考

えると, Zの部分集合Ⅹ-く昔,昔〉をとると

/(x)-く言,昔)

以下では(∫(X)}αを′(Ⅹ)αと略記すると

∫(Ⅹ)α-Il , Xα-<0, 2)

/(xa)-< >y

故に/(Xa)⊂farは成立たない。即ちf(〟)はZAからZA -の曲数と考えると

連続ではない。

(ii) /(*)-㌶-M ([ ]はGaussの記号)を考える。

i∈IのときKx+x)-f(x)となり,

a;∈Ilのときf(訂)-サとなる。

故にf(〟)はElからElへの函数と考えると点π-1 (l∈I)において不連続になるch

次に/(Z)-<O,l)-Iiであるから任意のⅩ⊂Zをとると

∫(Ⅹ)⊂Il ∴ ∫(Ⅹ)α⊂Il

a) yi,衰石若く恥のときxa-x

このとき′(Ⅹα)-∫(Ⅹ)⊂′(Ⅹ)α

b) ai:Xnli^恥のとき

ⅩnIiに含まれる異なる点より成る点列{サ}をとる事が出来る。すると

/(*0∈Ilでn幸mのとき/Oサ)幸f(xm)

よって{/(*サ)}はIlに含まれる集合で{/(ササ)}-恥となる。

よって′(Ⅹ)α⊃†∫(礼))α-Il

(*), (**)より/(X)--Iiとなる。また/(Xa)⊂/(Z)-Ii

よって/(Xa)⊂/(X)-

(*)

(**)<蝣
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故に/(*)はZAからZA-の函数と考えると連続である。 (終)
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