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Euclid 空間に適当な元を添加して

閉区間と同相にすること

吉田 誠一郎

(昭和39年9月30日受理)

函数論においては-を一つの数と考え,その近傍や,その点からの距離を考えたり(所謂距

離空間とは異なるが)することがある｡実函数を考える場合にも之に倣って実数全体の集合に

士-に相等する元を添加し,これらに適当な近傍を与えることによって閉区間と同相にし,例

えば数列の極限,定発散などが殆んど同じ取扱をされるようになるなどの便宜が得られること

が考えられる°このようなことについて考えてみることにする°

実数全体の集合Zに二つの元U¥, U2を添加し,これらの元と任意の実数aとの間に次の順

序を定める°

U2<~ a <M¥

また実数同士の問の順序は普通の大小関係と同じにする° Zにui, U%を添加した集合を

<ォ2, 111>で表わし, Z白身は(u¥, U2)とも表わすことにする°更に<-l,l>をIl,

く112, U¥>をJlとも表わす°また(-1,1)をIl-, Ol, U2}即ちZをJIOとも表わす

ことにする°以下E, ∂などは正の実数とする°

a〔Ilのときaの8近傍は従来のように･fx:a-｣<x<a+牀) nIlとし,またa〔JIOの

ときaの6近傍は従来のようにx:a-6<x<a+牀としtil, UサのE近傍はそれぞれ

Ucォi, 0 -{x:÷<て≦ulI

U Ql12, G-) -{x : U2≦,:<一一圭一)

とする°かくしてJlに位相が導入される°

cD IiとJlとは向相である°

(証明〕写像′をIIOからJIOの上への狭義の増加連続写像とすると,子1はJIOからIIO

の上への狭義の増加連続写像となり,従って′はIIOからJIOへの位相写像となる°また

lint/C0-- UrnfC0---とする°このようなfCt)の例は′dO-taタl晋C-1<tt一一>-1

<1)である°

′Cl)のIlへの拡張¢(～)を作り

¢co-

/CO o〔 Il-)

U¥ a-n

u2 a--1;
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とすると¢~1もJlにおいて定義されて

¢・1Cs)-<1 (sJJi-)

-1 (S-U2~)

とすること;I:出来る｡

¢Ctjがi-1で連続なことは,任意のEを与えたとき¢CD-ォi〔U(Ml,ォ?)は明かo

次に¢-.(吉)-∂′とおき1-8′-8とおく°

0<1-1<8のとき8′<a<l

∴ ¢co>¢(8,)-言

放に8′ :t<lのとき即ちx〔UCl, S)のとき¢COeU(ui, ｣)となる°故に¢(i)はt-

1において連続である° ｢司様にしてt--1においても連続であることが云える°

次に¢ L(s)がS-ll¥, S-U2において連続であることも大体同じように云える° (終)

〔1〕二次元の場合-の拡張｡

12-II XIl, h XJI

I2--Il-×Il-, J2--J10×JIO

とし(ォ, 6)〔I2又は(a, ft)〔J2のときcォ, *Oの8近傍とはU(a, <S)×U(b, ｣)と

する°例えばJ2の点Ol, Uz)の8近傍は

{ cx, jO ‡<x≦U¥, U2≦y<-h

負(a, Mi)の8近傍は

血γ):a-｣<x<a+｣, ‡<y≦ultとなる°

(2)IsとJ2とは同相である°

〔証明〕 IlからJlへの同相写像を¢Ct)とするo之を用いてI2からJ2の上への写像Fを

F(O, v〕) - (¢Cx), 串oo)とすればよい° (終)

〔2〕n次元への拡張°

Iπ-IIXIIX-･-･×Il, Jπ-JIXJ1--･×Jl
＼ ､! / ､ ヽ/ /

nケnケ

Iサー-Il-×IIOx-･-･×Il-, J*--Jl(×JIOx-･･-×JIO

とLIn,叉はJnの点Ol,X2-- *B)の6近傍は

UOci,ォ?) ×UQ%2, <?) × ×U(.Xn, ｣)とすればよい°このとき次のことは容

易に云える°

(3)IサとJnとは同相である｡

〔3〕極限値の定義の統一O
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Urn %n -ォ, lim xn -士-,などの定義は統一されて
TV ->…くI

xn〔Jl, p〔Jlのとき

IimXn-力とは
n⇒ul

V牀, gS:n〔U (ォl, S) ->xn〔U dp, <?)と定義される°

またUrn f(_x)-b, lim fQx)土∞, Urn fQx〕-ォ, Urn f(_x〕-士-の定義も統一されて
x⇒a xうa x⇒±°° x⇒±二°｡

x, fix), p, q〔Jlとするとき

Iim fQxj-qとは
x-うJ)

VE,王8:x〔U(少, 5) ->ノてx)〔U Cq, ｣)

と定義される°

〔4〕閉区間における連続函数の性質の拡張｡

中間値定理,最大値.最小値の存在,一様連続性などがJlにおいても大体成立つo例えば

C4)/QO〔Ji- (x〔Jl)でsooがJlにおいて連続なら/ooはJlにおいて有界で,

最大値最小値をもつ°こゝに/COがJlの点xoで連続とは任意のEに対して適当な8を

とれば

x〔UC*O.ォ)のときf〔x)〔UC/C*O, ｣)が成立つこととする°尚条件からfCx〕〔JIO

(x〔Jl)を除くと最大値がulとなることもあり得る°

一様連続性などを考えるには二数の差或は区間の長さに当るものの拡張が必要になる°

〔5〕a, b〔Jlのときm(a, 6)を次のように定義する°

1-) m(a,b~)-m(6, a)

2-) a-bかつそのときに限りmQa, o)-0

3-) u2<a<b<cuiのときm(a, b~) -b-a

4-) 0<a<uiのときm(a, ui-) ---,桝(a, u2-) -u¥

5-) u2<a<0のときtil(^2,ォ)-｣- m(#, u¥)-u¥
la:

6-) a-0のときwC^2,a)-m(a,mi)-mi

7-) mC^2, u¥)-u¥

このm(a, )は普通の測壁の性質はもたないが,之を用いて閉区間におけるいくつかの性

質がJlにおいて成立つ°

(5)助定理

xQ, %n, yn〔Jl

xn -xo Qn-ul〕

mQxn, yn)-0 (n-ul)

l

′

-

-

-

1

ノ

=> Vn -+XQ

〔証明〕任意のEを与えたとき適当なBをとれば鵬UCォi, 8)のとき
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ノ

′

＼

-

＼

xnCUOo, ｣) (1)

mCxn,, yn~)<.どC2)
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が成立つ°

(イ〕xo〔JIOのとき

(1)よりx0-6<xn<xo+6(3)

之よりxnCJIOとなる｡もし無限に多くのnに対してyn〔J1-JIOなら無限に多くの7lに

対してyn-u¥となるかyn-u2となる°例えば始めの場合には

yn-ォiとなるときはmCxn,yn.)<｣より0<Cxn<CU¥でなければならぬ°すると

m(jx.n,yn)-÷<ど即ちJ-<s

xnとなるようなyiが無限に多く在存するOこのとき÷
<xπ<〝1

所がC3)よりxn<#o+6

∴吉<X｡+S

xo≦oなら書くE となるから予め6<1としておくと不合理になる°

また#o>0のときは予め｣<.-in Oto,去)としておくと吉<cxo+6<2xoより不合理
になるO故にyn-wiとなるようなnは高々有限個しかない° u2についても同様｡よって

殆んどすべての7lに対してyn〔JIOとなる｡よって適当な8′ (≦8)をとればn〔U(Ml.

8′)のとき常にyn〔JIOとなりC2)より

m(jCn, yn~) -¥Xn->i<｣

之より一牀<Xn-yn<s (4)

(3)+ COよりxQ-2｣<yn<xo+28

∴ yn〔UUo, 2<?)

(ロ)xo〔Jl-Jl-のとき

例えばxo-〝1のときを考える°

(1)より÷<xn≦ul之と(2)よりyn=1=^2°Xn-U¥のときは0<>≦ulとなる

筈であるからyn-uiならyn〔UQxo, O

yn<M¥ならmQxn, yn) -｣こくEよりyn>‡Vn

∴ yn〔U(*O. <?)

また吉<-xn<CU¥のときは

yn-wiとなることはない°それはもしyn-ォiならm(Xn, j>0-÷>8となり

不合理°

U2<.yn<M¥よりmQxn, yn) - lxn-yn <8よりxn-｣<y*<cxn+牀

∴吉8<Lyn.<M¥
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予めE<1としておいたとして

÷-牀--6了とおくとyn∈U(ui,ォ?')で6'-品よりIint6′-0即ちSが十e-う0

分小さいときは6′もまた十分小さくなる°

(イ) (ロ)よりyn-xq(jl-ul)となる° (終)

(6) /OO〔Ji- Cx〔Jl)で/GOがJlにおいて連続なら,任意のEを与えたとき適当

な8をとればP, q〔Jlでm Cp, <?) <Sのとき常にm (/GO, /〔qX> <<?が成立つ｡

〔証明〕この命題の結論が成立たないとすると,適当なEoをとればどんな8をとってもJl

の適当な二つの元P, qをとればmCP> (?)<Oであるのにm(ftp), /(?))≧Eoとな

る°今8として0に収故する正数列{ォー}をとり, 8nに対して上のような性質を持つP, q

に相当するものをpn, Qnとする｡即ちpn, qn〔Ji, mQpn,qn)<.bnであるのに

mCftpn),fCq*))≧Eoである° JlはIlと同相であるからcompactである°よって

¥pn}より適当な部分列{/>サ.蝣}を抜出して之がJlの或る元Poを極限値としてもつように

(収故とは限らない° Poはulと一致してもよい｡)出来る{Pni}に対応する{?サ}の部

分列を{Qni}とすると

8ni-0 (i-ul〕 m Qpni, Qni) <C8niよりm CPni, Qni) -0 (i-Ml)となる°

そして♪ni-蝣Po O-ul)であったから助定理によりqni-蝣pQ 0-ul)となる｡

所が/ooのJlにおける連続性からi-ulのときfCpni〕-fQi), fQQnO-KPOとな

る°

所が/OOC Ji- C*GJOよりfCPoX /(サ, fdqm〕 〔JIO

よって上述のEoに対しても適当な∂′をとれば

i〔U Oi, 8′)のときfCPni〕〔U C/CAO, E^K

/ooCu(/rw, 4Q-)となるo

之より′O>c0- 2- JCpnO<fCPo〕+芳

/cJo)-|--</Cォ.O </C｣o)+チ
よってfCpnO-fCqm〕 <<?o

∴ m QfQpni). /G7-0) <どo之はnのいかんによらずm C/O), /(<?O) ≧ccoで

あることと矛盾する｡ (終)

(7) /ォ00〔Jl-(XCJO O-l, 2, 3,・・・-)とし/サ00がJlで連続でUrnfnQx~)
uBaH

-fCx) Cx〔Jl)でしかも一様にAOO-fCx〕となれば/QOはJlにおいて連続である°

〔証明〕定理(4)よりAOOの有界性を用いて/ooCJl- (*〔Jl)を云うとあとは普通の

方法で出来る｡ (終)
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