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abstract

Present authors showed the definition of kinematic frictional force

Fk = μ'N is of no significance in some cases under the condition μ' > μ where μ and μ' are

coefficicents of static and kinematic friction, respectively. In this paper, the authors dis-

cuss the problem consisting in Coulomb's Law on frictions and propose two models improv-

ing the Law. Also the authors discuss the motion and show the problems are removed for

each model.

§1はじめに

アルミニウムどうLでは動摩擦係数p'が静止摩擦係数〟より大きいことが知られている1,2)

著者らは球や円柱などの軸対称物体に初角速度woを与え,重心の初速度y0-0で,傾角0の

斜面上に静かに置いた場合のころがり運動を調べた.その結果p'>〟のある条件では,これ

までのクーロンの法則にしたがう限り,滑りがなくなった時刻以降で,動摩擦力の定義式
-・-・-ト

Fk-〟'Njは意味を持たなくなることが明らかとなった3'.本稿ではクーロンの法則のこの問題

をさらに調べ,それを改良する2つのモデルを提案する.さらにII >IIを中心にしながら,

そのモデルの下での運動を調べる.

§2準備と運動方程式

座標系及び記号は図のようにx軸を斜面に沿って上向きを正に取る.また球や円柱など軸対

称物体の半径をα,質量を〟とし,重心の速度(x成分)をv,重心のまわりの回転の角速度

をW(図のような回転の方向を正とする),重心を通る回転軸のまわりの慣性モーメントをI
->

とする.そして面からは静止摩擦力Fs-Fsi,または動摩擦力Fu-F>iを受けるものとす
I-----a J

る.さらに面からの垂直抗力をN-Njとする.
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==コ巳コ

さて球に静止摩擦力,または動摩擦力としてF-Fi

がはたらくとき,方程式系は次のようになる.

M雷-F-Mgsin9

0-N-MgcosO

rdco
-di---aF

(2-1)

また,球と斜面との接点の滑り速度をu(x成分)

摩擦力は

u= v-a(d

Fk¥ - n'N - 〟'Mgcos9, Fk - n'N^諾)
で与えられる.

Fが静止摩擦力Fsの場合の解は

Magsin6
Ma'+I

Mag sin 6
W

Fe-

Ma'+I

IMgsin 6
Ma'+I

N-Mgcos6

巳コ巳ココ==コ

静止摩擦力Fs (または動摩擦力Fk)

と動を受けて,球が斜面を運動する場合の
座標の取り方を示す｡斜面上向きをx

軸の正方向に取り,また回転の正の方
向は図に示すように取る

(2-2)

(2-3)

である.ただしvn,(orはv,Wの初期値である.

ここで動摩擦力の下での運動を,滑りの速度uが負の場合と正の場合にわけて調べてみる.

u<0の場合には,運動方程式は次のようになる.

dv da)

--α1,五-一筆u-v-acoat

-3T-ォi+空- Ω!, Fk-iiMgcos6
du

at

ここで重心の加速度をα1 …gin cos6-sin9)とし,また滑りの加速度を

・.-α1+掌-gcos6¥fi'(l+掌-tan
と定義する. (2-4)の解は

〟- αJ+vq, C0 - -辛-coo, u - °it+u｡- Ωxt+vs-aco｡

(2-4)

(2-5)

(2-6)

である.ただしt-0でのvの初期値はvn-0であり, oo,Uの初期値をそれぞれwn,upとし

ている.

このとき

・.≦Oの条件は<
v'1+掌)≦tan#

α1≦0の条件はp'≦tan6

となる.
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またu-0となる時刻をtuとすると(2-5), (2-6)より

/.. =

Fka/I+aJa g

aa)o _ COQ a(oQ

{fi (I+Ma2/1)cos 6- sin 6}

であり, c0-0となる時刻をtuとすると(2-4), (2-5)より

tw=

IiO n lco n

Fk a y>Mga cos 6

となる.したがって,

α1>0ならばt,,<t,.

α1-0ならばu.-t山

α1<0ならばL>L

である.

一方, u>0の場合は(2-1), (2-2)より

dv
--- -g{fi cos6+sin6) -a2
dt

dw

-ニー争u-v-aco, Fk- -fi'Mgcos6at

du

--α2+a㌢-Ω2dt

となる.ここで, α2,Ω2は(2-12)で定義し,常にα2<0であり,さらに

・2-α2+掌- -lg(u cosd+sin#)+
である.

また, (2-12)の解は

〟-α>t+vm, U-Q｡t+Ur c0--

fi'a Mg cos 0

Fka t+U)n

(2-9)

(2-10)

(2-ll)

(2-12)

(2-13)

(2-14)

となる.ただしyO2>Wo2>w02はt-0におけるV,U,山の初期値である.

ここでum-0とすれば, u-〟,t<0となり,滑りの速度成分の初期値が零の場合には

u>Oと仮定したことと矛盾するので, u>0の場合は実際には起こり得ない.

§3 ll′>〟の場合のクーロンの法則について

第一の問題はクーロンの法則

〟 ≧吾(3-1)
がn >vの場合にはどうなるかである.ここで動摩擦力は,面と面との接触した部分が互い

に相対的にずれて動くときに,一方の面から受ける力である.動摩擦力の大きさは〟′Ⅳである

から,垂直抗力Nによってその大きさは一義的に定まってしまう.それに対して,静止摩擦

力はその大きさは未知(数)である.

ここで物体の運動状態を④質点の運動または物体の重心のみの運動で,回転の運動を伴わな

い場合と, ⑤球などのように物体の重心の運動とともに回転の運動も伴う場合に分けて考察す

る.

(彰の場合では,特に物体(または質点)を斜面に静止して置いた場合について調べる.
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著者らはf」>fiの場合で,p'≧tanflのときに動摩擦力がはたらくことに疑問を持ってい

る.

さて,〃>p'の場合は,物体はtan6>11を満たす傾角0で滑り落ち始めるから,物体は斜

面から動摩擦力を受ける.

fi>tan6>〟の場合はどうであろうか.この角度では最大静止摩擦力の傾角0より大き

いので,仮に動摩擦力がはたらくとして(2-2)でu<0,つまり

F-Fk-iiN-fi'Mgcos6珂ればdv
M---MgcosOiii
at-tan6)>0となる・すなわち,

物体は動摩擦力によって静止した状態から,重力に逆らって斜面上方に向かって動き出すこと

になる.実際には,このようなことはあり得ず,斜面に静止したままである.そこで傾角βを

さらに大きくしてtand>v'hなるとき,物体は重力により斜面を滑り落ち始める.

したがってII>IIの場合,′

p'≧tan6-
Mgsin 6 F

Mgcos 9 N
(3-2)

が成り立っβでは,物体は斜面に静止したままでいる.すなわち, (3-2)を満たすβでは,料

面から受ける摩擦力は静止摩擦力である.

したがって6)の場合には, (3-2)は,物体の静止の状態から,動き始める限界の0の式とし

ての意味を持ち, p'が静止摩擦係数の意味も合わせ持っことになる.

次に⑥の場合を考える.

球と斜面との滑りは,滑りの速さの成分u-〟-aCdで示される. u-0が成り立っ場合は

滑りはなく,静止摩擦力の下での運動となる.そこで,ここでも球に重心の初速度も重心のま

わりの初角速度も与えず斜面上に静かに置いた場合を考える.

(2-1)でFを静止摩擦力としても,動摩擦力としても,その解である(2-3)または(2-6)

から,球は回転とともに重心の運動を始める.すなわち, 6)の場合と違って,球が運動を始め

る現象だけでは,摩擦力が静止摩擦力か動摩擦力かは判断できない.

いま, uも未知数であり,面からの摩擦力も静止摩擦力か動摩擦力かわからない.そこで仮

に,動摩擦力がはたらくとして,滑りの速度成分がu<0,すなわちv<aa>とすれば,重心

の運動方程式(2-1)から6)と同じ結論が成り立っ.摩擦力によって重力に逆らって斜面上方

に向かって動き出すことはないのでu<0はあり得ない.

ここで別の視点から運動を調べてみる.

まずIi>tanOの場合を考える.この場合はv-αxt>0であり,

¥i aMg cos 6
SHE t<0であるからu-v-a(d>0となる.しかしこの場合は, t-0で

un-0となるので§2の議論から同じ矛盾が生じ, u>0もあり得ない.したがって

H >taneの場合には残るはu-0のみである.すなわち,静止摩擦力の下での運動だけとな

る.もちろんこの場合の方程式系の解は(2-3)を用いなければならないことは言うまでもな

い.

次にtan6>11の場合を調べてみる.仮に動摩擦力がはたらくとしてu<0とすれば,加

速度α1…gcosi/i-tanO)<0となり, (2-6)より,球は滑りながら斜面を転がり下ってい

く.したがってこの場合はfi>Uの場合のtan6>fiのときの運動に全て対応する.

以上のことから,球のように重心運動と重心のまわりの回転運動がともにあるような⑤の場

合でも,また④の場合の結果からも,静止摩擦力のはたらく傾角βの範囲は
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p'≧tan#-
Mgsin 6

Mgcos 6 N
(3-3)

で与えられることになる.

そこで著者たちはfl >IIの場合について,これまでの静止摩擦力の限界を示すクーロンの

法則及び,動摩擦力(Fk -u'N)の不備に対して次の2つのモデルを提案する.

モデル1は測定された〃に積極的な意味を持たせないモデルである.すなわちクーロンの法

別に対応する式として,静止摩擦力がはたらく条件として,

p,≧吾
とする.したがって球状物体では(2-3)より,

・(I一掌)≧tan#

(3-4)

(3-5)

となる.このモデルは静止摩擦係数と動摩擦係数が一致するモデルである.

モデル2は測定された〟に意味を持たせたモデルである.すなわち静止摩擦力がはたらく領

域を2つに分けて, 〟を第一静止摩擦係数, p'を第二静止摩擦係数として,さらに動摩擦係数

も〟!と考えるモデルである.
lllllllllll.lllll> -

第一静止摩擦力Fc, -F｡, iのはたらく領域は,

〟≧告
---- -> --->

とする.さらに第二静止摩擦力F�"-F�"iのはたらく領域は,

p,≧告>p
とする.またp!N≧Fv>〟N≧Fslの関係が成り立っ.

したがって球状物体では,第一静止摩擦力のはたらく範囲は

〟(1+

Ma'

∫ )
≧tanβ

となり,また第二静止摩擦力がはたらく範囲は

・I-
Ma'

/ )≧tanβ,〟(1+

となる.

最後に,動摩擦力のはたらく領域は

//(l+
Ma'

∫ )
< tanβ

(3-7)

(3-7)

(3-8)

(3-9)

(3-10)

となる.

この第二のモデルでは,第二静止摩擦係数として測定したp'と動摩擦係数の立場で測定し

たp'がはたして一致するかが問題である.さらに, 2つのモデルのどちらが適切かは実験で

確かめる必要があろう.

さて〟,p'の場合には,これまで通りであり,ク-ロンの法航≧吾から・球状物体で
I--Jト

は(2-3)より静止摩擦力Fsがはたらく条件として
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〟(.・掌) ≧tan6 (3-ll)

となる.

以下ではこの2つのモデルについて,簡単な運動で調べてみることにする.すなわち,球状

物体を垂心の初速度は与えずに,垂心のまわりの初角速度woを与え,傾角0の斜面上に静か

に置いた場合の運動である.

§4モデル1の場合の運動とその検討

この項で著者らはモデル1,すなわちpL -flの場合について検討する.

初め,初期条件より滑りはU(¥-vn-dQ)?,--flWn<0であるから,方程式系

(2-4)を用いる.まず, (2-5)で定義される滑りの加速度Ω1の符号によって3つに分けて議論

することにしよう.

(i) Ω1-0の場合

u-Qxt-a(oo<0が常に成立しているので,動摩擦力はxの正方向にはたらく.逆にいえ

ば,この場合は動摩擦力は球の斜面に対する滑りをさまたげる方向にはたらくにも拘わらず,

滑りの大きさは絶えず増加する場合である.

Ω1< 0の条件はp' (1+
Mal

/ )
<tan#である.したがって当然H<tan6であるから,

(2-8)よりαl<0となる.このとき(2-6)よりv-αi*<0,すなわち垂心の位置は斜面を

下がっていくことがわかる.また回転の角速度Wは(2-10)より,時刻twでW-0となり,

回転は止まる.その後はW<0なので今までとは逆に回転を始める.すなわち重心は常に斜面

を下りながら,回転は初めは斜面を登る方向に回転(w>0)し,時刻tw以降では負に回転

(a)<0)する. Ω1<0の場合のこの結論はp'(1+掌) < tanβを満たすかぎり成り立っ.

伍) Ωl-0の場合

この条件は/(l+掌-tanである・すなわちI<flyl+掌-tan6であり,

α1<0となる.この場合も(2-4)よりu--acoa<0で動摩擦力は常にxの正の方向にはた

らく.またv-αJ<0であり, (2-10)の時刻twでW-0となる. p'

成り立っかぎり,定性的に(i)と同じ結論が得られる.

(.・掌) -tanβが

(iii) Ωl>0の場合

ll -IIであるから,この条件は(2-7)より,常に静止摩擦力が働く条件(3-5)を満足する.

したがってu - 0以降では静止摩擦力の下での運動となる.

この場合はさらに重心の加速度αlの符号によって3つに分けて考える.

帆 α1>0の場合

これに対する条件は

>a >tan6 (4-1)
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である.

つぎにその運動を調べる. 〟-αS>0であり, (2-10)より時刻twでW-0となる.また

(2-9)より時刻tuでu-0となり,さらに(2-ll)よりL<Lである.

したがって,まず初めはv>0,a>0,w<0であるから,球は斜面からxの正方向に動摩

擦力を受けて正に回転しながら重心も斜面を登る.しかし,時刻luでu-0となり,その後

は静止摩擦力の下での運動となる.

すなわち, tu以降ではtの代わりにt′ t-Lで定義されるt!を用いると

vu…vCtJ-v(t′-0)-αi'ォ>0

であり,また

wu…<o(0 -to(t′-0)

とおけばu(tj-vu-a(サ,,-0であるからwu-且>oとなる.したがって,球の運動は
a

t'-Oで<ou >0, vu >0, uu-0の初期条件の下で,静止摩擦力を受けて斜面上を回転しなが

ら登っていく運動となる.

図と同じ座標の取り方をして, t′≧0でも今までと同じ記号U, CO, Vを用いると,(2-6)より

Magsin 6
Ma'+I t!+VU, (O

が得られる.

したがって,球はさらに時刻tw′ -

Mag sin 6
Ma'+I

t′+(*), Fc-

wu(Ma2+/)

Mag sin 6

IMgsin 0
Ma'+I

(4-2)

-tu′まで登り, v-ac0-0となり,

その後は球はやはり静止摩擦力を受けながら単に転がりながら下る.

(B)α1-0の場合

この場合の条件は

・(
n'1+掌)>'tanfl (4-3)

であり,静止摩擦力がはたらく条件(3-5)を満足する.

(2-6)よりv-0なので,初めのうちは重心は斜面を止まったままであり,またL-Lで

ある.したがって球は斜面からxの正方向に動摩擦力を受けながら斜面を登る方向に正に回転

しているが,球の重心は斜面の一点に止まったままである.それから時刻luで

v-0, (0-0, u-0となり,それ以降では静止摩擦力の下での運動となる.すなわち斜面上

に垂心の速度も重心のまわりの回転運動も与えずに,静かに置いた場合の(2-3)にしたがっ

た運動となる.

(C) α1<0の場合

この場合の条件は

v'(i+掌J >tanO>fi (4-4)
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となり,静止摩擦力がはたらく条件(3-5)を満足する.この場合は, 〟-α!*<0であり,ま

たL>t,.である.

したがって初めのうちはv<0,co>0,u<0であるので,球は斜面からxの正方向に動摩

擦力を受けながら斜面を登ろうと正に回転しているが,球の垂心は斜面を下がる.

次に時刻twで回転は止まり, tw以降の時刻ではv<0, co<0, u<0となる.動摩擦力はや

はりxの正方向にはたらき,球は負に回転を始めるが,重心は斜面を下がっていく.さらに時

刻luではu-0となり,それ以降では球は静止摩擦力の下での運動となる.ここでも,

t′-i-tuなるt′を用いるとt′-0での初期条件は

vォ-*>(O-v(t'-0)-avtu<O

wu…(t)(tu) -CO(t′-o) -且<o
a

(4-5)

となる.すなわち, lu以降では初期条件として重心に初速度vu (<0,斜面を下る方向)

と回転の初角速度a>u(< 0,斜面を下る方向)を与え, (2-3)にしたがって転がり落ちる運動

となる.

以上がモデル1に対する運動である.

§5モデル2での運動とその検討

==コまコ

第一静止摩擦力Fslと第二静止摩擦力Fs2の下での運動は(2-3)式にしたがうが, pと〟!

(第二静止摩擦係数)が式(2-1)または(2-3)に陽に現れていないので,いずれの場合も同じ

ように議論できる.

li <Uの場合については,これまでのクーロンの法則が成り立っとして取り扱えるので,

ここでは議論しないことにする.

密度の均質な球や球殻,円盤,円柱,円輪など軸対称の物体では,その軸のまわりの慣性モ-

メントIに対して掌≧1であるからv(i+掌)≧2pとなる・密度分布が軸対称な物体

ではU >2fiのデータはこれまでのところ得られていない.しかし,条件p'>〟(1+MaV/)

が成り立っ可能性はある.したがって,ここではII >11の場合について,さらに次の2つの

場合に分けて議論する.

FL'≦ 〟(l+Ma2//)

H >n{¥+Maa/I)

(I) y! ≦/z(l+Mz2/7)の場合について

まず(2-5)で定義されるΩ1の符号によってさらに次のi), (ii), ㈲に分けて議論すること
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にする.

(i) Ωl<0の場合

u-ΩJ-aiO｡<0が常に成立しているので,条件(3-10)には関係なく,動摩擦力はxの

正方向にはたらく.しかし滑りの大きさは絶えず増加する場合である.

・1< 0の条件は//(l+掌) <tan#である.したがって当然U <tan6であるから,

(2-8)よりα1<0となる.そこでこの場合, §4-(i)の結論がそのままあてはまる.

(ii) Ωl-0の場合

この条件は//(l+掌-tanである・

すなわち〟′<*(1+掌<41+掌-tanであり, α1<0となる・この場合も

(2-6)よりuニーa(^o<0で動摩擦力は常にxの正の方向にはたらく.したがって,定性的に

§ 4-(h)と同じ結果が得られる.

価 Ω1>0の場合

この場合もさらにα1の符号によって次の間, (B), (C)の場合に分ける.

帆) α1>0の場合

これに対する条件は

//(l+掌) ,p′ >tan6
である.

さて11 >11の条件では①fJL >fJL≧tan6と②〟′>tan6>vの2つの場合が考えられる.

①では/z(l+掌)

ft(l+掌)

>〝≧tanβである.次に②の場合は(5-1)より

>// >tan6>jiとなる.

①および②のいずれも条件(3-8)を満たすのでu - 0以降では第一静止摩擦力の下での運

動となる. (2-6)よりv-αit>0であり,またL<Lとなるので, t0-0になる前にu-0

となる.この場合の運動は第一静止摩擦力の下での運動であるが,基本的に§ 4 -価-(A)の

定性的な結論がそのままあてはまる.

(B) α1-0の場合

p'>〟の場合には
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u'(i+掌J >y!-tan6
である.さらに〃(1+掌)

〟′(1+掌>ォ(1+

>fl >flの条件を用いると結局,

Mae

/ J>[i -tanO>

となる.したがって第一静止摩擦力がはたらく条件(3-8)を満足する.

この場合の運動は, (2-6)よりv-0なので,初めのうちは重心はそのまま斜面を止まって

いる.そして時刻L-Lでu-v-ac0-0となり,重心のまわりの回転もなくなる.した

がって,時刻tu以降では第一静止摩擦力の下で, (2-3)式にしたがって斜面をころがり落ちて

行く.すなわち静止摩擦力の名称を除けば,基本的には§ 4-㈲-(B)の運動と同じである.

(C) α1<0の場合

fJL >fiの場合にはp (1+空) >〟′>〟であるから次の2つの場合が考えられる.
'(>-掌)>ォ(l+掌>tan9>〟′

・(
v1+掌>tano>〃(1・掌)>ォ'

(5-3)の場合は第一静止摩擦力がはたらく条件(3-8)を満足する.この場合v-α!*< 0で

あり,またtu>t,.である.つまりu-0になる前に,時刻tLJでW-0となり,回転が止まる.

tw以降では重心のまわりの回転方向が反対になる.さらに時刻tu以降では第一静止摩擦力の

下での運動となり,垂心の初速度と重心のまわりの初角速度を与えた場合の, (2-3)式にした

がった運動となる.

つぎに, (5-4)の場合を考える. (5-4)は(3-9)を満足するので, u-0の時刻tuまでは

(5-3)の場合の議論と同じであるが, lu以降では第二静止摩擦力の下での運動となる.すなわ

ち第二静止摩擦力を受けて重心の初速度および垂心のまわりの初角速度を与えた場合の,

(2-3)にしたがった運動となる.

(n) 〟′ >/z(l+Mf171)の場合について

次にp′>〟(1+Mf17/)の場合について調べる.この場合は常にp'>〃である.これまでと

同様, Ω1の符号でi), (ii), fflの場合に分ける(i) Qx<0の場合と(ii) Qt-0の場合は,

Ωl<0またはΩ1-0であることと(3-9)を考慮すると,第二静止摩擦力の領域であり,した

がって摩擦力の名称を除けば§4の1), (ll)の定性的な結論がそのままあてはまる.そこで

Qx>0の場合を検討する.この場合もα1の符号によって次の(D), (E), (F)の場合に分け

て議論する.
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(D) αl>0の場合

このとき//(l+掌)>ォ'>tan#である・そこで① i'>v(1+掌)≧tan6,

②fi >tan6>〟 (1+掌) の2つの場合を考えてみる.
①の場合は条件(3-8)を満足するから,第一静止摩擦力の下での運動となる.したがって,

時刻tu以降では摩擦力の名称は異なるが, § 4-㈲-間の結論がそのままあてはまる.

②の場合は条件(3-9)を満足するから第二静止摩擦力の下での運動となるL< Lである

ので回転が止まる前に,時刻luで滑りが止まる.この場合も§4-㈲-㈱の結論がそのまま

あてはまる.ただしlu以降は第二静止摩擦力を受けた運動となる.

(E)αl-0の場合

このとき<'(
v1+掌j>//-tanであるから,(5-2)よりp′-tan#>//(!+掌)と

なる.この場合も条件(3-9)を満足するのでlu以降は第二静止摩擦力での運動となる.時刻

L-t.でu-v-ac0-0となるから回転も滑りも止まる.したがって静止摩擦力の名称は異

なるが,§4-価-(B)の定性的な結論がそのままあてはまる.

(F) αl<0の場合

この場合は〟′(1+掌) >tan9>fi′であり,さらにtan#>//'>//(!+掌)となる・

この場合もL< t.であるから,回転が止まる前に,時刻tuで滑りが止まり, tu以降では(3-9)

より第二静止摩擦力の下での運動となる.すなわち,静止摩擦力の名称は異なるが,基本的に

は§ 4-価-(C)のように運動する.

以上がモデル2に対する運動である.したがってモデル1においてモデル2においても,著

者らが指摘した運動摩擦力の問題点は解決している.

§6まとめ

動摩擦係数p'が静止摩擦係数pより大きい場合,クーロンの法則p ≧ Fs/Nに問題点が生ず

る.これを改良するために2つのモデルを提案した.

モデルlは,クーロンの法則としてp'≧Fs/Nとする.このモデルは静止摩擦係数と動摩擦

係数が一致したモデルである.したがって実測の静止摩擦係数〟の意味があいまいになる.
チ

モデル2は,静止摩擦力がはたらく領域を2つに分け,第一静止摩擦力Fslの領域を
Jト

〟 ≧FJNとし,第二静止摩擦Fs2の領域をp'≧Fs2/N>pとした.この場合は第二静止摩



12冨塚明・松島晟・古賀雅夫・後藤信行

擦係数が動摩擦係数と一致するモデルである.

さらに著者たちは,これらのモデルに対して,球が斜面を転がり落ちる場合の簡単な運動に

ついて調べた.その結果,指摘された運動摩擦力の問題点は解決している.
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