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変断面任意形アーチの幾何学的非線形性解析
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1.序 言

本論文机 変断面任意形アーチの盤何学的非顔形問題

の-解析法として,増分形基礎微分方程式の離散的一般

解に基づく直接的かつ半解析的な割算手法を提示し,ア

ーチの分岐座屈,偏平アーチの飛び移り座屈,初期不整

を有するアーチの有限変形などの諸問題解析-の応用牡

について検討し,また,座屈前の触何学的非線形性を老

臆した,各種軸線形状を有するアーチの面内分岐座屈解

析を行ったものである

アーチを含む平面骨組構造物の大変形解析法に関して

は,すでに数多くの研究が行われている.これらは,

Newton.Raphsoll淡などを用いた反復割算により,非線

形力楳式を解析する直接解法,微小荷重を前程とした線

形計算の積み重ね手法に基礎をおく荷重増分法および両

者を併用した混合法に,概略,分類される,

直接解法に屑するもの として,rIuddlcstolll)紘,

shootingmetllOdにより,非線形連立微分方程式を初

期値間掛伽こ,直接,数倍解析し,アーチクラウンに集

中荷重を受ける円弧アーチの幾何学的非線形性を解析し

た

増分法に基づく解析法として柱,数値解析段階におけ

る計算機演算時間の短縮化を企図した解析淡が提示され

ている.前田ら2)は,各増分段階における反復計算回数

の械少により苦情 時間の短縮を可能ならしめる推定増分

法を埠来し,また,後藤らa)は,棒部材の解析解から導

かれた部胡剛性方程式を用いる接線剛性故により,演算

時間の節約と数値解の高精度化をはかっている これら

の二掛ま直線部材からなる平fb'骨組に対する解析括であ

るが,折線状の直樺要素集合体-の置換を前提として,

アーチの大変形解析への応用性についての検討が行われ

ている.
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さらに,Walker4㌧Dawe5),篠崎C)および Zlellkle-

wICZ ら7)は,曲線要素を用いたマトリックス変位絵に

基づく,アーチの大変形解析法を提示し,貿索分割数の

減少による言I算時間の節約を可純ならしめた.

また,棒状構造物に関して,堀井ら8)は,数個解析の

実用性の観点から,直接解放と増分法との得失について

詳細な検討を行い,酉野ら9)払 棒遡呈論の収定の範囲内

で幾何学的非線形性を厳密に考慮して,弾性棒の有限変

位に関する微分方程式を誘導し,有限変位理論について

考察を加えている

リブアーチ橋などのアーチ部材軸線は,放物線,カテ

ナリ-あるいはサイクロイドなどの非円弧形状となるこ

とが多いが,従来の誇研究においては,主として,円弧

アーチに関して,飛び移り座屈や分岐座屈などの幾何学

的非線形問題が解析されており,非円弧アーチについて

は,ほとんど解析が行われていない わずかに,アーチ

クラウンに鉛直集中荷重を受ける放物線アーチに関する

HuddlestonlO)の解析や挟矢比が 0.03程度以下の偏平

な放物線アーチおよび正弦曲線アーチに関する Dawe51

の解析が見受けられる程度であり,アーチ橋などにおけ

る通常の挟矢比を有する非円弧アーチの幾何学的非線形

性に関する数値的データの集積はまだ不十分であるとい

えよう.

また,骨組構造物に用いられるアーチ部材は,合判的勺

設計の要求から,変断LlhAl部材となることが多い.区分的

に一定の断面を葡する階段状変断Th-1アーチに関しては,

面内座屈および2次の応力問題に対する波田ら11)の伝達

マトリックス法に基づく解析法が提案さji't,ている この

方法によれは,連続的に変化する断面を有するアーチを

近似的に解析することもF可能であるが,より直接的な,

任意の連続的変断面アーチを原形のまま解析しうる解放

は,著者の知る限り,見当らない

本研究臥 長大アーチ橋などにおける変断iHT任意形ア

ーチの有限変形解析法として,カのつり合い条件におけ
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る非線形件を考慮し,捌 ､ひずみの前提のもとに,各増

おいては線形関係を用いて導かれた増分形基礎微分方程

式の郎散的一般解に基づく直接的かつ半解析的な-解析

法を掠示し,祷々の軸線形状を有するアーチや変断面ア

ーチについて,対称性を有する場合および初期変位が存

在する場合の有限変形,分岐座臥 飛び移り座屈などの

鶴何学的非線形問題解析-の応用性を検討したものであ

る

本解析淡によれは,アーチ軸等分点あるいは水平射影

軸等分点における,曲率半径,アーチ軸接線傾斜角,断

面2次モーメント,断面積などの鶴何学的諸量や荷重強

度などを用いて,変断面任意形アーチは直接的に解析さ

れ,直棒要素集合体や一定曲率曲樺要素集合体あるいは

階段状変析桁アーチなどの置換系-のモデル化を要しな

レヽ

2.増分形基礎微分方程式

ァ-チの変形状態における力の平衡灸件式に基づい

て,増分理論による有限変形解析における,変断面任意

形アーチの基礎微分力程式が誘導される

Fig.1に示すごと
いd,, く,変形前アーチにお

ける都制 (図心)軸
座標を J,曲率半径を

A(J)と し,変形前ア
ーチの法線および接線

力向の分布荷重強度を

I,(S)および q(J),分

布モーメント荷重強度

を I71(S)とす る.普

た,アーチ部材任意断

(a) 面のせん断九 軸力お

Fig.IArchElelnellt

よび曲げモーメントを

Q,NおよびM とし,
ア ーチ軸任意点の接線

回転角および軸方向ひ

ずみを 0および Eと

すれば,アーチ橋に作

用する死荷重や大部分

の活荷重な どの よう

に,アーチの変形後も

荷重方向が変化しな

い,いわゆる重力に基 づく荷重の作用を受ける,任意形

ァ-チの有限変形状掛 こおける平衡条件は次の3式にて
与 えられる.

蹄山 :

普 +(1十R意 )意 ･pcosO-qsll10-0
I(1･a)

意 -(1+R意 )% り slllO･ qcosO-O
･(1･b)

憲 一(1十百)i) 一 77l-0 ･ -(1･C)

また,変形前後のアーチ軸曲率半径 R,R*間の関係

式は,Fig.1に基づいて導かれ,次式となる･

去 -7Tk (五 十意 ) -(2)

有限変形平衡方稗式 (1･a)-(1･C)を応用することに

ょり,荷重増分 dP,Aq,A'ルに対する断面力増分 AQ,

LIN,AM を規定す る微分方毅式 として,増分形の平衡

方程式が求められ,次の3式となる･

I(3･tL)

砦 -Ag - ')等 ･/,AO･Aq･dqc-0
=(3･b)

豊 --AQ-QAe一山-A"TG-0 -(3･C)

ここに,Qおよび N 軌 初期荷重 P,q,/ルによる初

期断面力であり,irOは接線回転角 Cの増分である.悲

氏,式 (3･a)-(3･C)の最終項 Apc,Llqcおよび LINLc絃

不平衡カの項である.不平衡カ Apc,irqc,A"Lcは次の

各式にて与えられる

-(q+Aq)(sll-AO-LJC). ･･(4･a)

dqc-一AQ豊 川 de･(P十AP)(sュllAO-AO)

+(q十Aq)(cosLIO-1)･ ･･(4･b)

AnLc-AQAE ･ -(4･C)

また,断面力増分 AQ,AN,dM と変位増分 AO,LIw･

Au,軸方向ひずみ増分 Lleとの間には,次の関係が成

立する

AM--EI(S)豊 川 ･･(5･a)

AN-EA(∫)Ae-EA(S)[豊 一品 ]
-(5･b)

d(1-警 [笠 +品 一可 --(5 C,

ここに,E,G,〟,I(3)および A(ゞ)は,それぞれ,弾

性定数,せん断料生定数,せん断係数,断面2次モーメ

ントおよび断面積である また,Aw および LIEりま,そ

れぞれ 接線方向変位 W および法線力向変位 〟の増
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分である.なお,変位 du,Aw,dOの正方向は,Fig.1

(b)に示す荷重p,q,J化の正方向と,それぞれ,同じとす
る

導かれた増分形基礎微分方程式 (3･a)～(3･C),(5･a)

～(5･C)を用いて,変断面任意形アーチの有限変形が,

修正荷嘉増分手法に基づいて解析される.

3.基礎微分方程式の離散的一般解

変断簡任意形アーチの基礎微分方稜式 (3･a)-(3･C),

(5･a)-(5･C)札 アーチ都制の曲率半径 R(S),接線傾

斜角 p(S),断面2次モーメントZ(S),断面積 A(S),初

期荷重 p(S),q(S)あるいは初期断耐力 Q(∫),N(S)な

どの諸変数を係数とする連立微分方程式である.アーチ

部材の幾何学的形状や荷重形鰭などに任意性を保持した

まま,その-般解を解析的に求めることに=まとんど不可

能であると判断されるゆえ,本文においては,数値解析

の簡易化12)を目的として,① 正規型基礎微分方楳式の

積分力程式への変換と,㊥ 積分方程式の近似解法の応

用とにより,アーチ軸 )IL等分点における僻を求めるこ

ととし,積分定数を含む,離散点におけるこれらの半解

邪的な一般解を那散的一般解と称することとする.

アーチ軸長,アーチ支臥 基準曲げ剛性および基準伸

び剛性を,それぞれ,I,i,1Uoおよび EADとして,

- - - 孟 AQ, AN等-一品 JN,

AM*ニー去 AM･ AてV*-与れ

ALL*-÷d", ワニil･J
なる無次元量 LJQ史,AN群,AjlI*,Aw水,ALL*および粂臣次

元座標 qを導入する.ここで,簡単のために,JIQ*,

AN*,-,Au*を,改めて,dQ,AN, ･,AILと記すこと
にすれば,基礎微分方程式 (3･a)～(SIC),(5･EL)～(5･C)

は次のごとく無次元表示される

晋 -十 孟 丁･dN-蓋 N(甲)･AM

-L･2豊 ･AO･が上坐豊 -'qj1-)
(6･a)

晋-櫨 ･- 蕊 ()(7;:JM

･k2豊 ･- Bq錘宝 gc--'当
-(6･b)

等 -中 O-五品 ()(甲,･AN

-K2l誓 禁当 ･(6･C,
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晋 -y蓋 ･dM -- (6･d,

憲 司 孟 ｢･Aui 蓋 ･AN)

-(6･e)

等 -十 品 ･A-+JO

-お 品 ･AQ) -･ ･･(6lf,
ここに,Al'oおよび dJlEoは基準の増分荷重強度および

増分モーメント荷重強度である.また,

･粒 箸 , K2- 普 ,aZ-晋

J C
z/=T ･P=1瓦~
AJ)C(甲)
J/･.I

+iPiq-)i diid (cosAβ-1)
df･｡

〔q(甲)+Aq(甲)]

-1!･.
(sillAO-ilo)

- -五 品 AQdJII-L篭 ㌣ AO

Aqc(7)
･･III･､

Ei(_空と土坐_(吐]
LJJ,o (slllLJ0-AO)

･也吐完誓 1(cosAO-1)

- - 孟 ㌻為 - N

LJmc(甲)
LJJ7to

である.本論文 においてij:,断面積 Ao,断面2次モー

メントIoおよび支間長 Lによって表わされる無次元

量 a-Jjim foをアーチ部材の細長比と称することと
する なお,過去において建設されたアーチ橋 に関し

て,細長比 L̀の値はほぼ 100から320の間にあると

の調査結果が文献 13)に示されている.

アーチ部材軸座標 甲の原点を部材左裾 にとり,正規

形の基礎微分方程式 (6･a)-(6･f)を,変域 [0,甲]で

積分して,積分方程式に変換する.次に,Fig.2に示

すごとく,全変域 [0,1]を任意に ut等分して,左側

等分点より順に,0,1,2,-,I, ,utなる番号を付け

任,a.点 1における諸畳に添字 Lを4;指 することとすれ

ば,積分方捉式に等間隔の数値積分法を繰り返し適用す

ることによT),アーチ軸上の離散点 Iにおける半解桝的

な一般解が求められ,次の各式となる.

u H 立 川 仙〝 w

l)1･ql

Flg.2 1J1日CretePolntSalollgArchAxIS
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任意点 ′における諸点 AQ.,-,dEL,を左支点における

諸量 AQo,-,LIzE｡に関係づける要素 ak.,･.I,fk,相次

の各式にて与えられる

(tk･-6kl+,dZ;Dβ,}･Vト rJ.bkJ-I,N}･C/EJ
-k2q-,･d/I,+ohh,･が(LJPJ+JIPtc,))

bh,=6/E2',;opt,'V(T,.ahJ十I,0 ,.ckJ

+k23;J.dhj十6k,･が(相,+相C,)i
1

Lki-3か+,!oPLj･V(ak,-AjQ,/aえーbhJ
一∂k,･K2(A痕j+A病C,))

Elh･-8k4+,呂Pり･yIノ･CkJ
L'k.-∂k5+急 β･}･巾 ,.fkノ-A J/a〇･bkノ)

fk･-3如+,yり･〝ト T,･叫 +d/LJ
-Aノ//d ･LLkJ)

6り-1(梓 j)orO(l≒J)'･クロネッカーのテル
ク

TJ-i/RJ,Ij-EIo/EIJ,Aj-EAJEAJ,

きj-i,i/dpo,昏j-qj/Apo,A声}-Apj/Apo,

A昏1-Llq,/JJLlo,P.i-帆,/24"L,"A:等分数
oり は数値積分鋲 における重み係数で,SlmpSOllの多

分割公式を用いた場合の a,}-値は Tablelに示すと

おりである.

次に,Fig.3に示すごとき,集中荷重,DeckLoad,

RibLoadおよび複合荷重に関する荷重強度関数は,接

線傾斜角を p(甲)として,次の各式にて与えられる･な

お,本論文においては,水平軸およびアーチ軸に沿って

等分布する荷重をそれぞれ,I)cckLoadおよびRib

Loabと称することとする.

'11ableIWeLghtCoe侃clentErtj

7.

7.

晴山

Ll､･′

竺 帝 王雫 誉 (瓜1:conL=e■ltlatC【LIJOad

‖AD.a.日 .日 .;.....[

空聾等導三d
Fig.3 ExteTllalLoLlds

(1) 集中荷患 Ap

Ai･(符)

叫｡ 一 LIpoL レ

1 =一.J竺__鍵 且 .6(甲_f)Aq(q)
df,a APoL, L/

6(ギーf).DilaCのデルタ関数

(2) DeckLoadADO
Ap(守)

- -cos",豊 ニーsin- sp･I.I",

(3) RibLoadAp｡

AI)(甲)

- - cosp･豊 ニーslnPJ./I..

(4) 複合荷重 AI,.,JIJ,I

等 -fl･豊 ["(- )

-′巾一可 co329

笠 -l l+豊 lJ- さ1)

LL(狩-E,)･単位階段関数

導かれた半解析的な離散的一般解 (7･a)～(7･f)を用

いて,変断面任意形アーチは,直樺要素集合体,一定曲

棒要素集合体あるいは階段状変断面アーチなどの置換系

にモデル化することなしに,部材軸等分点における,曲
率半径,断面積あるいは断面2次モーメントなどの盤何

学的藷量,初期荷重強度および初期断面力を用いて,直

接的に解析される.

次に,離散的一般解 (7･a)-(71f)を用いた,アーチ

の有限変形解析手J噺こついて付記する -般解 (7･a)～

(7･f)は,アーチ軸上の離散点に関する半解析的な解で

あるが,これを用いたアーチの解析は,通常の解析解が

得られた場合とまったく同様に行われる.2ヒンジアー

チを例にとれば,左支点0における境界条件は,でAM.

- dw｡-Au0-0であるゆえ,右支点の境界条件 AM")-

LIw,,,-du",-0より,積分定数 dQ.,LIN.,AOQを決定す

る次の連立方程式が得られる.C217JCIT71
C2wle4171

f2…f.〟,]･[Zd芸.:]-茂 ]
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積分定数が決建されれば,式 (7･a)-(7･f)よL),

各等分点における諸量が求められる この割算を第1

増分段階から順次r)って,アーチの有限変形が解析さ

れる.

また,各増分段階における積分定数に関する連立カ

11ablL12 Bucki)ngcoeLhelelュtSIlo,I,皇/EIcofPELraboILL=

ArchWlthVarlablecloョsSec11011

(a)TwoIIlngedArch

芸…;蓋琵 書芸芋窪藍 皇蓋 芸蓋三言重器 誓書 EopIPu…;oX=-at鳩 ee:i:31:Bt,S,

gxdH霊 ｡ 日精"崇 Md性n EhC3 等王室 芸 l H"轟 zKX

J奈蜘rのとおりである (l') FIXedArch

なお,アーチ軸座標 甲に対して,水平軸座標を ( I I/i
-

芸慧 冨:､三註慧 芝警 71諾 .霊 6Aif立言芝芸 sAoi::≡:.nate 儲 ec;ti聖 二 ;'

ける離散的一般解が求められる.

アーチ軸線形状に応じて,アーチ軸座標系と水平軸

座擦系とを使い分けることにより,解析の能率化をは

かることができる,たとえば,円弧アーチの場合には

ll_IIIlll11｢｢1ココココ

/ 議 ′ -｢ ＼ ＼､ ヽ

アーチ軸座標系を,また,放物線アーチの場合には水平 度の解が得られる有効性をうかがうことができるものと

軸座標系を選択することにより,曲率半径や接線傾斜角 思われる.

などの入力データの作成をより簡略に行うことができ 次に,アーチの有限変形解析に関する,本理論値と既

る

4.数 値 解 析

(1) 既往研究結果との比較

木論文における直接的かつ半解析的な計算手法の有効

性の検証を目的として,変断面放物線アーチの面内座屈

問題を解析し,従来の解析法との比較を行う.

Hilmと､nおよび DISChlnger20)は断耐 2次モーメント

が I-Ic/cosP (Table2のイ;j図参梢)のように変化す

る2ヒンジおよび固定の放物線アーチに関して,鉛衷等

分布荷重 (1)eckLoELd)が作用する場合の座屈荷重を解

析的に求めている また波田 らlL)は,同一問題 に関し

て,原変lgr面放物線 アーチを 50-100分割 し,各部分

において一定の曲率および断面2次モーメントを有する

置換系にモデル化し,伝達マトリックス法を用いて座屈

荷重を求めている これらの結果と本法による結果を

Table2に示す.本法 における数倍解は,与えられた

変断面アーチを置換系などにモデル化することなしに,

梯形のまま直接的に解析して得られたもので,アーチ軸

の 16-20等分点kおける曲率半径,接線備斜角および

断面2次モーメントなどの少量の入力データを用いて,

十分収束した解が得られた,本解析イ酌ま従来の結果と良

好に一致しており,これらのことから,アーチを原形の

まま直接的に解析する本法の,少ない入力データで高精

徒の背1論値および実験値との比轍のために,集中荷重ま

たは T)cckI,oallを受ける2ヒンジアーチおよび同定ア

Fig.4(a) 2-111ngetlCllCulalArch.Central

Load-DedectlOll

Fig.4(ら) 2111ingedClrCularArch

Nolmat1)isplacemellt
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-チの荷重変位曲線およびアーチ軸の抵線)IJFIFl変位の変

化を,Fig.4(EL),(I)),Fig.5(a),(I))および Fig.6

に示す.荷重変位曲線における変位畳として払 アーチ

クラウンの鮮次元法線力向変位 lEc/L を用いる.

Fig.4(a)は,アーチクラウンに鉛直集中荷重 P を

受ける,耕矢比 f/L-0,25なる,2ヒンジ円弧アーチ

の荷重変位曲線である 実線は本矧論値,点線は Hu(1-

dlestonl)の理論値である.また,Fig.4(b)は,Fig.

4(a)の変形径路上の①,㊨,-,⑤ の各点に対応する,

アーチ軸の法線方向変位を表わしている 水アーチにお

いて臥 分岐点に至るまで,Fig･4(b)の㊤ に示すご

とき対称変形が進朽し,集中荷重の大きさが PL2/Iu-

33.8に連して,分岐が生じる.分岐後,アーチには

Fig.4(b)の (む～④ に示すごとき非対称形の変形が

進行する.なお,Fig･4(EL)には,対称変形を前提とし

た,分岐点以降の変形径路が併記されている.

Fig.5(a)は,アーチクラウンに鉛直集中荷重 Pを

受ける,細長比 a-629,枚矢比 J/L-0.032なる,

Slenderかつ偏平な固定円弧アーチの荷重変位曲線であ

る,実線は本理論値,ノ.i.(線は Conway ら11)の理論値,

弟丸は GJelsvlk ら15)の実験値である.同図にはアーチ

クラウンの無次元軸力 NcL2/EIと変位 uc/L との関係

が併記されている.木例は典型的な飛び移り座屈の荷重

Flg.5(a) FIXedShallolV AICh Cclltral
Load-DeLlech0n

Fig.5(b) Fl)【edShallowArch:NorlTlal

DlSplacement

崎山

0,005 U亡/L O･010

Fig.6 2-hulgCdClrCu)凸1Arch

l)eckLoad_DcLlechoJl

変位曲線で,集中荷重の大きさが PL2/EI-7.20なる

極値に適したときに飛び移り座屈が生じることを示しで

いる 変形の進行とともに,アーチクラウンの軸力軌

圧縮力の増加,停留,下降の変化をたどる.飛び移り座

D.直後もアーチクラウンの軸力は圧縮力であるが,さら

に変形が進行すれば軸力は圧締力から引張力-と変化す

る その間のアーチの抵親方向変位軌 Fig.5(b)の

①,㊨, ･⑤ に示すごとく対称形である.

Fig.βは, DeckLDad を受ける,洪矢比 f/L-

0.126,細長比 a-100,183.4,300,coなる2ヒンジ円

弧アーチの荷重変位rJll線である.実線は本理論胤 点線

は前田ら2)のZiFl論値である.集中荷重を受けるアーチに

おいては,主として止的プ変形が生じ,アーチ軸の伸縮変

形はほとんど発生しないため,細長比 〃の値は荷重変

位曲線にさほどの影響を与えない これに対して Deck

Loadなどの分布荷重を受けるアーチは,軸圧縮状掛こ

近い状謄となるため,その変形に対してアーチ軸の伸縮

性が大きな彫饗を与えることになり,Fig･.6に示すご

とく,細長比aの値によって荷重変位曲線が大きく変化

する.なお,本例における細艮比 α-100,183,4,300,

oDの各場合の分岐座屈荷東はそれぞれ,PL2/EI-338,

347,34.9,35.1である

Fig.4(a),5(a)および 6より明らかなごとく,円弧

アーチの大変形に関する既往の理論値および実験値と木

製愉値とは良好な一致を示しており,これらの ことか

ら,本解析法の実用性を知ることができよう.

(2) 初期変位を有するアーチの有限変形

極棉な偏平アーチを除桝ゴ,挟矢比 f/L-0.1-0.5

の範囲の対称形アーチの対称荷重による面内弾性座屈娃
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非対称形の分岐座席である.このようなアーチの弾性安

定性に対して,アーチ部材の幾何学的形状に関する初期

不雅が影響を及ぼし,非対称変形の誘発により弾性安定

限界荷重を低下せしめることが知られている1恥17) 初

期変形その他の初期不整の大 きさや分布は,本来,ラ

ンダムに生じるものと考えられる.したがって,アーチ

の弾性安定性に及ぼす初期不整の影響は確率統副的立場

から解析されるべきであるが,ここでは,初期不整を萌

するアーチの有限変形解析における本解析法の応用性の

検討を目的として,不整虫を碓定量として取り扱うこと

o O･1 ue/L O･Z

FIピ.7(8) Load-De8ectlOlュRelatlOnOfaCllCu]al
ArchwltlllnltLaHJlpelfectlOll

EE2巴2"C】pCLUVl畑CH

Fig.7(b) 21hingcdCllCularAIdl:Normal
Disp18ccment
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として,集中荷重および 1)ecl､Lolldを受ける2ヒンジ

7…チの有限変形角糾斤を行い,弾性安定性に及ぼす初期

変位の影響を検討する 初期変位として,円弧アーチに

関しては,IE/IJ-e･Sm2717,放物線アーチに関しては,

a/L- e･sin2打(なる逆対称形の抜放方向変位を仮定す

る.ここに,eは初期変位の最大値とア-チ支間の比で

あり,無次元座揺 りおよび Eは,それぞれ,アーチ左

肺を原点とする,アーチ軸座棟および水平軸座棟 であ

る.

Fig･7('Tt)は,アーチクラウンに鉛直集中荷重 Pを

受ける,耕矢比 ′仏-025,卸l長比α- ∽なる円弧ア

ーチの荷重変位曲線である.初期変位が存在しない場合

の分岐座屈荷重は PL2/EI-338であり,a-0.00125,

00025,0005の初期変位が存在する場合の弾性安定限

界荷重は,それぞれ,PL2/EI-319,310,29.5であ

り,仮定した初期変位により,弾性安定限界荷重は約

6%,8% ,13% 程度低下する.

Fig.7(b)に,e-0,0005の坂合の荷重変位曲線上

の ①,㊨, ,㊥ の各点に対応する.法線方向変位 u/i

を示す 本国では,変形の進行に伴って,初期変位が存

在する場合と存在しない場合の放線方向変位は同一形状

に近づくことが示されている.このことは,集中荷重に

よる曲げ変形の増大に伴い,曲げ変形に対する初期変位

の割合が相対的に減少し,増大した曲げ変形に微小な初

期変位が吸収されるかたちになるためであると考えられ

る.

Fig.8(a)は,DeckLoadを受ける,I/L-0.1,

02,a-200の放物線ア-チに関する荷遜変位曲線であ

る.1⊃eclHJoa｡1を受ける,初期変位のない放物線アー

U o1005 uJL ∽ lo

Fig.8(a) Load･DcflectionRelatlOltOfa
ParabolicArch with Initial

lnperfect10n
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Fig.8(b) 2-hlllgedParabollCArch:
NormnlDISplacemellt

チはほぼ完全な軸圧締状態となるが,初期変位が存在す

る場合には,裁荷開始時より曲げが生じ,変形径路は,

直線的な分岐径路に漸近する.

Fig.8(b)は,Fig.8(a)の変形径路上の(力～(参の

各点に対応する,アーチ軸の法線力向変位である.Deck

Loadによる軸圧綿状鰹に近い状掛 こおいては,集中荷

重の場合に比べて,曲げ変形がきわめて小さいため,初

期変位の膨轡が後まで残り,初期変位がない場合とある

場合の法線方向変位は同一化しない.

弾性安定性を高める日的などから,2ヒンジアーチの

部胡軸 1/4点および 3/Ll点側近の断面は,一般に,他

断耐こ比べて補強されることが多い.このような変断面

アーチの一例として,幅 b｡,商さk｡の矩形一様断面を

もつアーチと同一容積および同一幅を有し,高さが,A

(甲)-ho(1-02cos47叩)で変化する円弧アーチの荷重

変位曲線を Fig.9に示す なお,点線は一様断面アー

チの荷重変位曲線である. これによれば,アーチ軸′の

1/4点および 3/4点付近の断面を大きくすることによっ

て,2ヒンジアーチの初期変

位による弾性安定限界荷重の

低Tlを,ある程度,防ぐこと 仰

ができることがわかる.

(3)各種アーチの分岐座

屈荷重

本解析法の応用として対称

構造を有する各棟軸線形状の

D01 UJL O(】2

Fig.9 Lo8d-DefiectlOnRelatlOl10fa

NonprlSmati(,Arch

これらの結果を Fig.1D(a)-1(=こ示す なお,本項に

おいては,分岐座屈酌の荷重変位関係における非線形性

と分岐座屈荷重のみに注ElL,座屈後の分岐径路の追跡

を省略した したがって,Fig.10(a)～12(b)において

は,対称変形径路と分岐点のみが示されており,分岐柊

路は省略されている.

Fig.10(a)は,アーチクラウンに鉛直集中荷重Pを

受ける,f/I,-02,E7-200の放物線,カテナリ-,円

およびサイクロイドの各軸級形状を有する2ヒンジアー

チに関する,分岐点4;J近までの荷重変位曲線である.各

ア-チにおいて,分岐座席前の荷重変位関係に顕著な非

線形性が諦められる.非線形性は,放物線,カテナリ-

て,逆に,座屈荷重は,わずかずつながら,低下してい

る.Fig.70(b)は,f/I,-01-05の放物線アーチの

荷重変位r111線である 分岐座屈前の非線形性は f/L-

0.3のとき最も小さく,0.4,0･2,05,0.1の順で増

大している また,非線形性の増大に伴う座屈荷重の低

T丁 や?レア ･.苧雪柳?サ ot 日 . .AL;'⊥

何学的非線形性を考慮した分 Fig,10(a) 2-hlngedA.ch

岐座屈荷盛の算定を行った. Load･Dcflcct'on

Celltral Fig.10(b) 21hlngedParabollCArch.
centralLoad_Dcflcct10n
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0･耶 U｡凡 0･01 0▲O]l u｡凡 0･CO2

3g

が上方に浮き上がった状鰻か

ら非対称形の分岐座屈が生じ

ることを示している.

Fig.13(a)～(C)は,それ

ぞれ, アーチクラウン鉛直

典中荷重,DeckLoad,Rlb

Loadを受ける,I/L-01-

05の放物線,カテナリ一

円およびサイクロイ ド形の2

ヒンジアーチBよび固定アー

チに関する,分岐座屈荷重曲

線である.黒丸印は,図心軸

Flg.1t(礼)2-hlngedAICh.Deck mg,1T(b)
Load_Deflec【101ヽ

2-hlngedPar81,011CArch の非圧縮性を仮定した Ela･

I)eckLoad-DenectlDn stlCa瑚諭によるAustln18)の

D D･(肪 U仁/L -D･肺

ltlg.12(a)2-hlngedArclュ.lilb Fig.12(b)
Load-DeLIcctlOn

下が諦められる.

FiB･.ll(a)は,DeckLoEIdを受ける,f/L-02,a

-200の放物線,カテナリ-,円およびサイクl]イ ド形

の各アーチの荷重変位曲線 である.また, Fig.ll(b)

紘,f/L-011-05の放物線 ア-チの荷盛変位曲線で

ある･DecltLoad作用下の放物線アーチの荷重変位関

係は直線的であり,非線形性はほとんど認められず,い

わゆる軸圧縮状態の特性が明榛に襲われている

Fig･12(a)は,RlbLoadを受ける各アーチの荷重

変位曲線,Fig.12(b)は放物線アーチの荷重変位曲線

である.RIねLoad作用下において,カテナリーアーチ

は軸圧綿状髄 となるため,DeckLoadに対する放物線

アーチと同様,荷盛変位関係は直線的で,非,*形性はほ

とんど認められない.また,RlbLoadの作用下におい

て,f/L-02-0.5の放物汲アーチの クラウン鉛直変

位は負の侶となっている.このことは,偏平でない放物

線アーチにおいては,RibLoadによってアーチ中央部

U UJL
2-hlngedPELlabollCArch.
RlbLoad-Deflc｡t10n

解析値である.後述 の ご と

く,細長比 αの値が 150程

度以上になれば,分岐座屈荷

重 PLB/EI,pL3/EZは細長

比の倍に無関係に,ほぼ一定

値をとるようになるため,α

-200の本理論値 と α- -

の Austlnの理論値 とはほ

とんど一致する なお,分岐

座屈直前の対称変形状態にお

ける曲げの桜庭を知るめやす

として,曲げモーメントによ

るひずみエネルギーの全ひず

みエネルギ-に対する比率を

図中に併記した.軸力および

曲げモーメントによるひずみ

エネルギーに対して,G/ぷE-026(矩形断面鋼アーチ)

として算定したせん断力によるひずみエネルギーは十分

小さな値であった.国中に記入した数字は上から順に,

放物線,カテナリ-,円およびサイクロイド形の各アー

チに対する値である

これらの各アーチにおいて,放物線アーチの分岐座屈

荷重が最も高く,カテナリ-,Fq,サイクlコイ ドの順で

座屈荷重が低T.している

Fig･14は,集中荷重,I)eckLoad,RlbLoadを受

ける2ヒンジアーチ と DeckLoad,RlbLoadを受け

る固定アーチの分岐座屈限界水平反力曲線である.固定

アーチに関する実験値19)と本理論値の良好な一致が謬め

られる.

Fig.15は,DeckLoadを受 ける f/L-01,0.2

の2ヒンジ放物線アーチにおける分岐座屈荷慮 pLS/EZ

および分岐座屈限界水平反力 IIL2/EIと細長比aとの

関係を表わす,細長比a>150なる範囲においては,



孤LL.
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Fig,73(a) BlfurcatlOn】〕ucl(llngLoadof

2-hlngedAIClュ.Conce】ltrated
Load

01 02 05 0-1 0S
f/I.

Fig,13(b) BIEurcatlOIl]〕uckllngLoadof

2JllngedandFIXCdArches.
DeckLoad

0.1 02 03 0.4 0S
f/I,

Fig,13(C) BlfLueELtlOllBuckllngLoadof

2-hingedELmdFIXedArches
RibLoad

O･1 0･2 0･5 FA O･5

Fig.14 CrltlCalI-lor12rOntalThrustOf211inged
andFixedArches
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Fig.16 C工1ticalBclldlngMonlClltOf

2-hingedArch
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固有佃 少L3/EIおよび HL2/EIは細長比aの値に無関

係に,ほぼ一定値となっている

Fig.16は,DeckLoadお よび RlbLoadを受け

る2ヒンジアーチに関する,分岐座屈直前の対称変形状

態における,アーチクラウンの曲げモーメントと挟欠比

の関係を表わす.円弧アーチやサイクロイドアーチなど

においては,分岐座屈前の曲げモーメントが相当の大き

さに達することが認められる.

Fig.17(a),(ら)は,等分布荷重 Pおよび部分分布

荷重 j･Jからなる,DeckLoadTypeの複合対称荷盃

を受ける2ヒンジ放物線アーチの分岐座屈荷東と荷重比

pl/p との関係を表わす.点線は幾何学的非線形性を無

視して解析された座屈荷重曲線である 荷重比 P//Pの

増加に伴い,敗何学的非線形性の彫饗が増大することが

示されている.すなわち,DeckLoadを受ける放物線

アーチ,RibLoadを受けるカテナリーアーチあるいは

半径方向等分布荷重 を受ける円弧アーチなどにおいて

紘,ほぼ完全な軸圧綿状髄が形成され,幾何学的非線形

Fig.17(a) BlfurcatlOn Buckllng Load
of2-hlngedParaljollCAICh
ComblnedLoad

u O･5 pA/P 1,q

Fig.17(b) Blfl】lCatioIIBuckllngLoad
of2-hingedParabollCArcll
CombincdLoad

0･5 pA/P l･O

Flg.18CrltlCalReacl10nOf2-hlIlgCd
PalabollC Arch.Colnt)1ned
Load

性はほとんど無視し得る状謄となるため,線形座屈理論

による座屈荷重解析が可能であるが,軸力のほかに,大

きな曲げを引き起こす荷重を受けるアーチの座屈荷重

は,幾何学的非線形性を考慮した有限変形理論などによ

って解析されなければならないことが棟認される.

Fig.18は,Fig.17(a),(b)の複合荷重 を受ける

2ヒンジ放物線アーチの分岐座屈限界水平反力 TZL2/EI

と荷重比 少l/P との関係を表わす.荷重比 Pl/Pおよび

部分分布荷或位置のいかんにかかわらず,水平反力が-

定植に適したときに分岐座屈することが示されている.

5結 語

変断面任意形アーチの鍵何学的非線形問題の-解析法

として,有限変形理論から導かれた増分形基礎微分方程

式の離散的一般解に基づく直接的かつ半解析的な割算手

法を提示し,放物線,カテナリ1 円およびサイクt]イ

ド形の軸線を有する,一様断面アーチおよび変断繭アー

チに関して,対称性を有する場合および初期変位が存在

する場合の有限変形,分岐座屈,飛び移り座屈などの諸

問題解析に対する応用性を検討した.

本解析法においては,変断面任意形アーチは,アーチ

軸等分点あるいは水平軸等分点における曲率半径,アー

チ軸接線傾斜角,断面2次モーメント,断面積などの幾

何学的諸量および荷重強度などを用いて,直接的に解析

され,直樺要素集合体や一定曲率Ful棒要素集合体あるい

は階段状変断面アーチなどの置換系-のモデル化を必要

としないことが示された.また,任意荷重の作用を受け

る変断面任意形アーチの荷重状態や盤何学的形状などに

関する入力データを少量にとどめることができ,しかも

高精度の数倍僻を得ることができることが明らかにされ

た.

集中荷重や部分分布荷重など,大きな曲げを生ぜしめ

る荷遠 に対するアーチの分岐座屈荷重の解析 において
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臥 座屈前の幾何学的非線形性を無視し得ないことが確

かめられた.なお,軸圧綿状鰻から離れた,大きな曲げ

を伴 う状隙を発生させる荷重に対するアーチの耐荷性を

明らかにするために払 胡料列線形性をも考慮した解析

が当然必要となるが,このことについては別途報告の予

定である.

最後に,本研究を進めるに際し,九州大学工学部 吉村

虎蔵教授にご指導ご鞭樋いただいた･記して謝意を表し

ます.
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