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非対称形アーチの面内自由振動特性

FREEIN-PLANEVIBRATIONOFARCHESWITHNONSYMMETRICALAXIS
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1 ま え が さ

架設地点の地形,地質的な要因により,左右の両支点

間に高低差が生じ,そのため,軸線形状が左右非対称形

となるようなリブ7-チ橋などにおいて見受けられる,

非対称形アーチの面内自由振動を解析した.

構造上の左右対称性をもつ 2ヒンジアーチや固定7-

チの振動問題に関しては,従来,多くの研究が行われて

きている.その自由振動性状についても十分に明らかに

されており,逆対称振動は,桃矢比のいかんにかかわら

ず,曲げ変形主体の振動であること,一･九 対称振軌は,

洪矢比が小さな値から大きな値へと変化するにつれて,

軸伸縮変形主体の振動から,軸伸縮変形と曲げ変形との

達成振軌 さらに.曲げ変形主体の振動へと移行するこ

とが知られているが,柄造上の左右対称性をもたないリ

ブアーチの自由振動性状に関してはほとんど明らかにさ

れていないようである.

本研究は,左右両支点間の高低差のために,軸線形状

が左右非対称となる2ヒンジ7-チや国定7-チの自由

振動を解析し,同一洪矢比をもつ対称軸線形アーチの自
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由振動性状との比較を行うことにより,非対称形アーチ

の自由振動特性を明らかにしようとするものである.

2 基礎微分方程式

放物線,カテナリ一一円あるいはサイクロイドなどの

一般的平面曲線を軸線とするア-チ部材において,その

任意の微小要素は,十分正確に,円弧とみなすことがで

きる.Fig.1に示す7-チ微小要素に関して,弧長,曲

率半径を,それぞれ,ds,R(S)とすれば,この微小要

素に関する力のつり合い条件は次の3式で与えられる.

普 +昔I P- 0 (1･a)

砦 一昔+q-o (1･b)
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晋 -Q-----0- (1･C)

ここに,Q,N,Mは,それぞれ,せん断九 軸九 曲

げモーメントである また,p(S),q(sHまアーチに作用

する荷重の,微小要素法線方向,接線方向の強度であり,

1n(S)はモーメント荷孟強度である.

次に,アーチの断面力Q.N,Mと変形,すなわち,

アーチIL.jFl接線回転角 C,接線方向変位 W.法線方向変位

tLとの閏には次の関係が成立する,

M--EI富 (1･d)

･-EA(窓 一昔) ･(1･e)

Q-讐(窓･昔-o)･ ･.(1lf)

ここに,I,A,E,Gおよび x は,それぞれ,ア-チ部

材の断面二次モーメント,断面積,弾性定数,せん断弾

性定数および平均せん断応力補正係数である.また,変

位 u.W.Oの正方向は,Flg.1に示す,荷重 p,q,m

の正方向とそれぞれ同じである.

次に-7-チ部材の禅位体積質量をpとすれば,自

由振動中の慣性力および回転慣性は

p--β撹 ･q--βA豊 ･----pI豊
となるゆえ,これらを式 (1･aト (トC)に代入すること

により,リブア-チの自由振動方程式が得られる.

アーチ軸長,ア-チ支間,曲げ剛性および伸び剛性を,

それぞれ,i,i,EIおよびEAとして

xL-一普 ･ x2--普 - x,- 一昔

x1-0･X5-苦 ,x6-号 ･ワニ号
なる無次元量 XrX6,qを導入する 次に,調和振動

の前提のもとに,他聞変数 tを分離すれば,規準関数

XL～X6に関する基礎微分方程式が得られ,次式となる.

普 -kS.GLたXk (i-1-6) (Z)

ここに,

G12--Vr,G.｡-yll,G2.-ur

G25-ull, G｡.-JJ,G,一ニーL,1ソa2

G.3-i,,Gs2--L･/a2,G,8-AJr

G61--〟/(FLa2),G"-V.G6,--I/1

other G,～-0

A.-掌 ･ a2-芋 ,r-音, V- 7. p-窟
J C

α:固有円振動数

また,Flg.2に示すように,ア-チ軸接線の傾斜角を

p(S)とすれば,アーチ軸微小長さdsと水平Ir,JrJ微小長さ

dxとの間には,ds-dx/cosやなる関係が成立するゆ
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え,水平軸座標系に関して,6-x/Lなる無次元量 と
を導入すれば,

dワニ忘 ･dE-. -(3)

となる.式 (3)の関係を用いて,式 (2)の変数 り

をEに変換すれば,次式が得られる.

晋 -真意 ･xk (i-1-6) (4)

基礎微分方程式 (2)または (4)を用いて,アーチ

の自由振動解析を行うことができるが,アーチ軸線形に

応じて,アーチ軸座標系で表示された式 (2)と水平軸

座標系で表示された式 (4)とを使い分けることにより,

解析の簡易化を図ることができる たとえば,円形7-

チの場合には式 (2)を用い,また,非円形アーチの場

合には式 (4)を用いることにより,曲率半径や接線傾

斜角などの入力データの作成を簡易化することができ

る･なれ 木論文においては,非対称形ア-ナの自由振

動性状の解析を目的とするため-基礎微分方程式 (4)

を用いることとする.

3. 基礎微分方程式の近似的-般僻

任意の平面曲線を軸線とするアーチの自由振動に関す

る基礎微分方程式 (4)は,アーチ部材の曲率半径

R([)および接線傾斜角 p(E)を変数係数とする連立微分

方程式である アーチ部材の軸線形状に任意性を保持し

たまま,これらの変数係数連立微分方程式の一般解を解

析的に求めることはほとんど不可能であると判断される

ゆえ,本論文においては,近似的手法に基づいて一般解

を求めることとする,

水平軸上の無次元変数 Eの原点を部材左端にとり,

基礎微分方程式 (4)を変域 [0,E]で積分すれば一次

の積分方程式が得られる.

xL'拒 Xt(0,I/EAS.丁蓋‰.xk(E,dE - (5I

次に,全変域 [0.1],すなわち,アーチ支間をm等

分し,Fig.3に示すように,左側等分点より順に.0.1,

2.･･.I.-,mなる番号を付け,任意点 Lに対応する

語義に添字 lを付与することとして,積分方裾式 (5)

に等間隔の数値稽分法を繰り返し適用し,左側等分点よ

り順に解を求めてゆけば,基礎微分方程式 (4)の,任
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意点 lに対応する,離散表 示 された近似的な一般解が求

方法の許Enについては文献5 )を参照されたい.

x"-∑ d恥 lX,t｡･ .(6)

(i-1-6,i-1-m)

ここに,

dLnL- 3nE十,罷 β･J嘉 ･dhn,

β.,-α,,/24帆,5",:KrorleCker'sdelta

なお,β〟は数値積分法 における重み係数であ り,

SlmpSOnの多分割数値積分法を用いた場合の a,,値は文

献 5)を参照されr=い.

近似的一般解 (6)に含まれる左支点の詰責Xn.はい

わゆる積分定数であり,境界条件によって決定されるべ

きものである.また,任意点 一に対応する籍量 XnLを積

分定数 Xn.に関係つける要素 d州 は,伝達マ トリノク

ス法における伝達マ トリックスに相当するものである.

4 数 値 解 析

本章で数値解析するリブアーチの軸線形は放物線とする

左右示句支点間に高低差をもつ非対称形アーチの面内自

由振執特性 を明らかにするfJめ,Flg.4に示すような,

やや大きめの高低差比 H/L-02,03をもつ,2ヒン

ジ7-チおよび国定 7-チの自FEl振動耶折 を行い.

FEg.4に示す.同一スパンL,同一跳矢比 f/Lをもつ

対称形アーチの自由振動性状との比較を行った.なお,

本論文においては,対称形アーチの逆対称振動および対

称振動に対応する,非対称形7-チの振動を-それぞれ,

逆対称的振動 (SelrLlantlSymmetrlCVlbratlOn)および

対称的振軌 (ScmlSymmetrlCVlbratlOn)と称すること

とする

ここで,2ヒンジアーチを例にとり.固有佃の計算方

法について簡単に述べる まず左支点の境界条件 〟(o)

FlgLIParabollC r̂cllWltllUnequaLIIclghtoESupports
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-W(o)-a(o)-0,より,X3｡-X5｡-XGq-0,となる し

たがって,近似的一般解 (6)を用いて,右支点の境界

条件 n(L)-uu)-u(L )-0,すなわち,Xさ,n-Xsm-XGn

-0,を書けば,積分定数 x,., x2., X.｡に関する次の連

立方程式が得 られる

この係数行列式から振動数方程式が得られる.係数行列

式の要素中に,振動数パラメ- ターlが含 まれている

ので,この係数行列式の値を0とする 入値 を試行iiuD誤

法によって求めることにより,固有値か計算される

Flg.5に非対称 2ヒンジア-チの逆対称的一,二次振

動および対称的-.二次振動の固有振軌数曲線を示す.

一般に,曲げ変形が主体とTJ:る逆対称的振動においては,

高低差比 JJ/上の増大に伴って.すなわち,非対称性の

度合の増大に伴って,固有振動数は低下することが示さ

れている.この曲げ振動数低下の主な原田としては,高

低差比 LI/Lの増大に伴って,非対称形アーチの支点間

距離およびアーチ軸辰が長くrJることが考えられる.ま

た,対称的振動においては,曲げ変形が主体となる場合,

すなわち,固有振動数曲線のゆるやかな右下り部分にお

いては,逆対称的振動の場合と全 く同様に,高低差比

II/Lの増大に伴って,固有振動数は低下するが,軸伸

縮変形が主体となる場合,すなわち,固有振動数肋線の

右上り部分においては,高低差比 H/LO)増大に伴って,

闇葡振動数は,逆に,高くなることが示されている,高

低差比の増大に伴う軸伸縮振動数増加の主な原田として

は,洪矢比 f/I.一定の場合でも,高低差比の増大に伴っ

て7-チ細長と支点間距離との比が増加 し,尋州中綿変形

に対する振動系の別個が増大するためと考スられる こ

JJ/i
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のことは,対称形アーチの軸伸縮振動において認められ

る,棋矢比の増加】による7-チ軸長と支点間距離との比

の増加にfF･う軸伸縮振動数の増加傾向と同様である.

次に,対称形アーチ(H/L-0)においては,挟矢比

I/Lが0に近つりは,7-チは直線ぼりに近づき,振

動性状も直線ぼりのそれに近づくことは周知のとおり

で,Flg.5においても十分にその傾向が示されているが,

非対称形7-チ (H/IJキ0)においては,桝矢比f/L
の0への接近は7-チクラウンの支点への接近を意味す

るのみで,I/L-0の棒隈においても7-チ州は直線と

はならない.したがって,非対称形アーチにおける跳矢

比′/Lの0への接近に伴う固有振動数の変化は図示の

ようになり,直線ぼりの固有振動数とは無関係である.

Flg.6は,細長比 a-ZOO,跳矢比′/ i-0Zの非対

称形アーチと対称形アーチの振動モー ドを比較したもの

である 実線は高低差比H/i-0の対称形アーチの鉛

直変位モ- ドおよび水平変位モー ドであり,点線は高低

!望 現 車 ほ E

VerEICtTtlDISPlaccTnCntllqJe HorlZOntaLDISFllaccTnLm = 1QJe

21IllllgeJPnrabollCArchlILEJILJTtCqualltelghtoESupports

Flg6 FrccVlbratlOrLaLMt]des

0 01 02 05
fノL

FIG.7 FrcqucEICyCurvesoEFJXedPaTaboLICArchwlth

Ulle((ualHeightofSupports

崎山 松田

差比 II/L-03の非対称形7-チの変位モー ドである

水例の非対称形アーチは,FJg.4に示すように,右支点

が左支点より上部にあり,高低差比H/Lの増大に伴っ

て,ア-チクラウンが右側に移行するようなア…チであ

る.Fig,6により,鉛直変位モー ドおよび水平変位モー

ドの節の位置は,高低差比の増大に伴って,ア-チクラ

ウンの移行方向とは逆の方向に移動することが明らかと

なる.

FJg.7は,非対称形固定アーチの固右振動数曲線と対

応する対称形アーチの固有振動数曲線を比枚したもので

ある この非対称形ア-チにおいても,2ヒンジア-チ

の場合と同様の,対応する対称形7-チに対する振動特

性が認められる

5 あ と が き

任意軸線形をもつリブアーチの面内自由振動解析法を

提示し,これを応用して,左右的支点間に高低差のある

非対称形アーチの自由振動特牡を明らかにすることがで

きた.本文においては.支点間に高低差をもつ非対称形

アーチの,対称形アーチに対する,自由振動特性を明ら

かにすることを目的として,両者間の相違が,比較的,

明瞭であった高低差比II/L-02,03の場合について

鯛析結果を示した.llれ 既設の非対称形7一チにおい

て見受けられる程度の高低差比 II/i-01の場合にお

いては.国有振軌数および振動モー ドに関して,対淋形

アーチとの相通は些少であることも確かめられた.数値

解析は放物線形の2ヒンジアーチおよび田誼アーチにつ

いて行ったが,カテナリ--1 円,サイクロイドその他の

軸尉 官をもち,その他の境界条件をもつ非対称形アーチ

に関しても全く同様に解析することができること,また,

変断面の非対称形ア-チの解析にも応用できることはい

うまでもない.
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