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長方形板の振動および座屈挙動に及ぼす

温度変化の影響

高 橋 和 雄*･藤 野 昭 二**

InfulencesofTemperatureChangeson

VibrationandBucklingofRectangularPlates

by

KazuoTAKAHASHIandSyoujiFUJINO

Thefundamentalequationofnonlinearflexuralvibrationforarectangularelasticplate,subjectedto

thechangeintemperatureissolvedbyemployingaGalerkinmethodforspacevariablesandtheharmonic

balancemethodfortimevariable,andtheinfluencesoftemperaturechangeandlargeamplitudeonthefre-

quencyoffreevibrationareestablished.Somenumericalescamplesaregivenforaplatewithhingededges

andclampededges,anditisshownthattheeffectsmentinedaboveareconsiderablylarge.

1.まえがき

長方形板が急な温度変化を受けると熱応力が発生

し,温度差による曲げ変形や熱座屈によって曲げ変形

が生じ,振動特性に変化を及ぼす｡しかし,微小変形

を考慮した線形理論では,熱による平板の変形に伴う

振動特性を論ずることは不十分である｡この方面の研

究として砂川は,温度変化を受ける長方形平板の有限

変形を考慮した運動方程式にGalerkin法を適用して,

1自由度系としての非線形運動方程式を導き出し,こ

れに摂動法を用いて解析している1)0本研究では多自

由度系モデル解析の第 1段階として,周辺が単純支持

および固定の長方形板を1自由度系モデルで近似し,

調和バランス法を用いた解析を行う｡数値解析におい

て,本法の精度をシミュレーションや既往の解と比較

するとともに,固有振動特性および座屈特性に及ぼす

温度変化の影響を評価する｡

2.運動方程式

Fig.1に示すような急激な温度変化を受けると,平
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板に熱曲げと熱による面内応力が生じ,長方形平板の

運動方程式は,次のようになる1).

DV 4W-d(袈裟 -2豊 豊+欝 欝 )
Ed2α
(1-レ)▽26-p窃 (1)

また,適合条件式は次式となる｡

▽4x-El(諾)2-諾欝ト EaV20- (2)

ここに,d:板厚,Ⅹ,y:直交座標系, t:時間, W:

中立面のZ方向の変位,D-Ed3/12(1-レ2) :辛

板の曲げ剛性,E:板材料の縦弾性係数,α:板材料の

線膨張係数,p:板材料の密度,否:平均温度,∂:堤

度モーメン ト,リ:ポアソン比,x:Airyの応力関数,

▽2-蛋 +慕 ,▽4-品 +2蒜 場
長方形板の境界条件は,曲げに対して周辺単純支持

あるいは固定とし,面内変位u,Vは固定とする2).
すなわち,面内変位に対して
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Fig.1 Geometryofplate.

〟-0,aの時

u-I.ali(影 一瀦)+α紅Ⅰ(慧 )2〕dx-0 (3)
y-0,bの時

p-/.b〔去(崇-磨)+α百一‡(苦)2〕dy-0(4)
単純支持の場合

Ⅹ-0,aの時

W-0

Mx--D(諺 +顔

y-0,bの時

w-0

M,--D(欝+顔
固定の場合

Ⅹ-0,aの時

W-2 -o

y-0,bの時

W-芳-o

Ed2a

(1-リ)

Ed2α
(1-レ)

否-o (5)

否-o (6)

(7)

(8)

3.解 法

(1) 常微分方程式の誘導

式(1)の単純支持,固定の場合の解をそれぞれ1自由度

系で次のように仮定する｡

W(x,y;0,i)-a(0,i)W(x,y) (9)

ここに,x(0,i):平板中央の変位

単純支持 :

ws(x,y)-sin空重sin讐α
固 定 :

(10)

wc(x,y)≧‡(1-cos豊)(- cos芋) (ll)

Fig.2ようにZ(0,i)は温度変化による平板中央の無

次元変位乏(i)と温度変化のみによる平板中央の無次元

変位zo(頼 こ分けられる.

Z(0,i)/d-zo(0)+乏(i)o=o

F二㌻-､ ローiai､ロ

(12)

liE芦.a
＼ ㌦ _LLI/_/-.I--I

Z｡=0

Prebuclく1ingstate

Postbucklingstate

Fig.2 Amplitudeofplate.

応力関数は,次式のように仮定することができ

る1).

I-icIx2+i c 2y2+xp (13)

ここに,C1,C2:積分定数,Xb:特解

板面内の温度分布は中央に関して対称形を仮定し

て,次式で与える1).

否-∑ ∑ 否tjCOS旦望cos警
i i a

(i,i-0,2,4

∂-∑∑59qSin皇空sin誓bq a

掴

･････････even)

85)

W,q-1,3,51･---･････.･---･･Odd)

読(2)より応力関数を求めると次式のようになる｡

Ez2
XPs=す〔(芸)2cos豊+(霊)2cos学〕

･Eα (ii2%2COS警 備 cos,%
oOO<)+∑∑i-2∫-2

･i c lsx2+i c2sy2
Ez2

Xbc=す〈(芸)2cos一票+ (芸 ) 2 coS字

-去〔(芸)2cos等+(芸)2coS字〕

(16)
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2(芸)2 (芸)

-- cos等 cos第 両 cos豊 cosiF(1･(Z)2)2

47rX
cost COS竿α

･i clcX24C2cy2
単純支持 :

cls--｢学年丁+/1

C2S-- ′二肌VU_U､+

固 定 :

CIc--

7T2Ez2
(1-リ) ■8 (1-レ2)

Eα否00 . 7C2Ez2
(1-リ) 】8●(1-レ2)

聖 払て__+〈〈3,苧2Ez2
(1-リ) L32(1-レ2)

Eα否00 .3打2Ez2C2C--′てuvu_U＼ +
(1-L') '32(1-リ2)

EHE

(計i) (18)

(志茂) (19)

(芝･吉) eo)

(;･#) el)

式(1)の近似解を求めるために式eo),¢l)を式(1)に代入し

て,Galerkin法を適用し,x,y座標,時間才に関して

無次元化を行うと次の非線形常微分方程式が得られ

る｡

砦 ･(F.･3F3Z｡(0)2)2(I)+3F3Z｡(0)2(丁)2

+F3乏(T)3-0 ¢2)

ここに,丁:無次元時 間

単純支持 :

FIs-N 4 (1+嘉)2

- 12 ( 1･ U )W2(-3)2α 〔 ( 1+銅 ｡-i 呈 (師 2｡) 〕 ¢ 3)

F3S-37T4
(3-レ2)

(1+嘉)十方〕 銅
固 定 :

FIc等(3･嘉+慕)-i(1･据 (芸)2a(6(1･嘉)5W
I 2 ( 1 一 項 〔嘉 (4502-5.4)I ( 4 52.-5 ｡打 て 了空頴
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-2〔(1.0-笥ス2)･下 敷云-〕)) 的

F3S-37T4
(35-17レ2)
36 (1+嘉)+責

1 ､ 1

9 L(i+12)21(I+412)2L(4+12)訂〕)e6)

zo(o)は静的解であり,次式の解として得られる.

FIZo(0)+F3Zo(0)3-g 銅

(2)調和バランス法による解析

式¢鋸ま非線形自由振動方程式なので解を次式のよう
に仮定する｡

乏(I)-ao+alCOSWT e8)

ここに,W:非線形振動数,ao,al:係数

式¢6)を式¢鋸こ代入して調和バランス法を適用すれ
ば,未定定数を求める連立非線形代数方程式が得られ

る｡

a.(Fl+3F3ZZ)･3F3Z｡(az･誓)

･F3(aS･ia｡af)-o
al(Fl+3F323)+6F3Z｡a｡al

･F3(iai･3aZa.)-alW2-0

eg)

Cso)
ここで,式¢9),eO)をNewton-Raphson法を用いて,

初期値のもとに解けば解が得られる｡

(3)Runge-Kutta-Gill法による時間応答解析

式細 こおいて,乏-Tl,妄-T2とおくと,次式に示

す2個の1解常微分方程式に変換することができる｡

Tl-T2 81)

ナ2+(Fl+3F323)Tl+3F3Z｡T誓+F3T…-0 62)

上式をRunge-Kutta-Gill法により数値積分して時間

応答解析を行う｡解析をするにあたって,初期条件と

しては,初変位Tlに振幅を与え,初速度 T2は0と

した｡また,時間刻みは計算誤差が発散しないように

0.005を採用した｡

4.解析結果

長方形平板は次式で与えられる温度変化を受けるも

のとする

0-0-㊥sin空重sin讐･∂-oα
国
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ここに,♂:無歪み無応力状態よりの温度上昇

(1)線形振動

長方形平板は,臨界温度 (b/d)2α㊥C,において熱座

屈を起こすので,座屈を起こす前後に分けて考える｡

Fig.3は,微小振動の単純支持の長方形板の振動数と

温度変化の関係を縦横比をパラメータに示したもので

ある.ここで,)は縦横比 (a/b),(b/d)2α㊥C,は臨界

温度である｡縦軸W/we=Oは振動数alを縦横比1-

1.0,温度β-0の場合の振動数で無次元化した無次元

振動数,横軸 (b/d)2α㊥は無次元温度パラメータを

示す｡温度パラメータが増加すると振動数は減少し,

振動数が0となった場合の温度が臨界温度となる｡ま

た,縦横比が大きくなると固有振動数および座屈温度

が小さくなる｡

1 2 3

(b/d)2α㊥

r

:

0
｡
0

3
＼
3

Fig.3 Relationbetweenfrequencya/wo=oand
temperaturerise(b/d)2αeI.

(2)熱座屈

Fig.4,5は,臨界温度 (b/d)2α00.と縦横比)の

関係を単純支持および固定についてそれぞれ示してあ
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Fig.4 Relationbetweenthermalbucklingcoefficient
andaspectratio:simplysupportededges.
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Fig.5 Relationbetweenthermalbucklingcoefficient
andaspectratio:clampededges.
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る｡臨界温度 (b/d)2α㊥C,を単純支持と固定の場合

とを比較してみると固定の方が高い｡これは,固定の

方が構造物の剛性が高いため座屈荷重が大きいためと

考えられる｡臨界温度は,ある程度の縦横比を越える

と一定となる｡これは,縦横比が増加すると平板の剛

性がy-0,bの問の長さで決まってしまうためであ

る｡

温度 (b/d)2αOと座屈後の平板中央のたわみ zo

(o)との関係は式銅より求められ,単純支持および

固定の場合はそれぞれFig.6,7に示される｡縦軸

(b/d)2α㊥は無次元温度,横軸zoは板厚dでたわみ

を無次元化した無次元変位である｡線形問題では座屈

すると平板のたわみ zo(0)は無限大となる｡しかし,

2次,3次の非線形項があるとたわみは有限な大きさ

となる｡温度が上昇するとともに平板のたわみが大き

くなり,温度とたわみの関係は非線形となる｡

(3)非線形振動

Fig.8,9,10,11は,座屈前の場合の縦横比1-1.0,3.0
の時の非線形振動数と振幅の関係を温度をパラメータ

にして,単純支持および固定の場合についてそれぞれ

示したものである｡縦軸α/αβ=O は,非線形振動数
Wを縦横比1-1.0,温度 (b/d)2α㊥-0の場合の振動

数 wo=Oで無次元化した無次元振動数,横軸 alは板

厚dで無次元化した無次元振幅である｡国中より,座

屈前では振幅が増加すると無次元振動数が増加する｡

振幅の振動数に与える影響は温度パラメータが増加す

ると大きくなる｡逆に冷却すると振動数は上昇するが,

0.0
al

F∫g.8 ∫nfluenceoflargeamplitudeonfrequencyof

plate,simplysupportededges:i-1.0and
prebucklingstate.

2

.-
03
＼
3
1

0.0
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al

FIE.9 Influenceoflargeamplitudeonfrequencyof
plate,clampededges:i-1.0andprebuck1-
1ngState.

5ii<cqoIo
3
＼
3

0.0

al

FIg.10 hfluenceoflargeamplitudeonfrequencyof
plate,simplysupportededges:A-3.0and
prebucklingstate.

当然熱座屈は生じない｡振幅の振動数に及ぼす影響は

振幅が大きくなると効いてくる｡これは,振幅が大き

くなると線形項に比べ非線形項が効いてくるためこの

ような現象が見られると考えられる｡Fig.6には,

Runge-Kutta-Gill法によって得られたシミュレーシ

ョン結果を記入している｡解析解と数値解の両者は一

致している｡また,既往の解析結果ともよく一致する

ことを確かめている｡

Fig.12,13は1-1.0のときの座屈後の単純支持およ
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O
｡
8

3
＼
3

al

FIg.ll Influenceoflargeamplihdeonfrequencyof
plate,clampededges:)-3.0andprebuckll
1ngState.

0.0

a1

FIg.13 Influenceoflargeamplitudeonfrequencyof
plate,clampededges:i-1.0andpostbuckl1
1ngState.

0.0
al

FIg.12 1mfluenceoflargeamplihdeonfrequencyof
plate,simplysupportededges:i-1.0and
postbucklingstate.

び固定の場合の振動特性を示している｡縦軸と横軸は

先程と同様にとってある｡国中より1つの温度に対し

て2個の解が出てくる｡これは,座屈前には,静的解

が値を持たなかったが,座屈後には値を持ってくるた

めこのような結果が得られたと考えられる｡第 1の解

の上に載っている間は振幅を増加するにしたがって,

振動数は小さくなり最終的には0となる｡つまり,軟

化バネ特性を示す｡振動数が0となった後も再び振幅

を増加していくと逆に振動数は増加する慣向が見られ

5

0

一ヽJ

5

5

4

N
O8
0

3＼
N
3

0 1 4 5 6 7

(b/d)2α㊥

Fig.14 Variationoffrequencywithtemperaturerise
andlargeamplitude:simplysupportededges
andi-1.0.

る｡この中間の振幅では,振動数を生じない領域が存

在するため,自由振動の存在しない領域があると考え

られる｡温度が増加すると,第 1の解の振幅および振

動数はともに増加する債向が見られる｡また,第2の

解の振幅の振動数に与える影響は大きくなる傾向が見
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a.｡0
3
＼
N
3

0 2 4 6 8 10 12

(b/d)2α㊥

Fig.15 Variationoffrequencywithtemperaturerise
andlargeamplitude:clampededgesandA-
1.0.

られる｡

Fig.14,15は,座屈前後の振動数と振幅の関係を用

いて,振動数と温度パラメータの関係を振幅をパラ

メータとして示している.縦軸 W2/we=02は振動数
Wの2乗を縦横比1-1.0,温度 (b/d)2α㊥の時の振

動数-wo=O の2乗で無次元した無次元振動数,r横軸
(b/d)2α釧ま温度を示してある｡FIg.14,15から,振

幅が0の場合,熱座屈前では温度パラメータが増加す

ると振動数は減少していき,臨界温度で0となる｡臨

界温度後は,温度パラメータが増加すると,振動数は

増加する｡振幅が有限振幅として取り扱えることがで

きる場合,つまり非線形の時には,前の結果と同様に

振動数の存在しない温度領域が存在することがわかっ

た｡また,この自由振動の存在しない温度領域は振幅

を増加するにしたがって広がっていく傾向が見られ

る｡しかし,振幅が微小振幅として取り扱える場合,

165

つまり線形の時,この温度領域は存在しない｡したが

って,非線形振動の場合,振動数の存在しない温度領

域が存在するが,線形振動では存在しないことが明ら

かとなった｡

5.まとめ

本研究では,温度変化を受ける長方形板の振動およ

び座屈挙動を非線形性を考慮して明らかにしたもので

ある｡これにより,振動特性および座屈特性に及ぼす

温度,境界条件,縦横比および振幅の影響を明らかに

した｡

本研究で明らかになったことを以下にまとめる｡

(1) 調和バランス法を用いた解析結果は既往の摂動法

や数値シミュレーション結果とよく一致する｡

(2) 温度が上昇すれば,長方形板の固有振動数が減少

し,臨界温度で座屈によって0になる｡

(3) 臨界温度は,縦横比によって変化する｡臨界温度

は,固定の場合が単純支持より高い｡

(4) 臨界温度より温度が上昇すると平板にたわみが生

じ,温度とたわみの関係は非線形となる｡

(5) 非線形振動数は振幅の増大とともに増大する｡非

線形振動では熱座屈を起こした平板も振動する｡また,

非線形振動の場合,座屈後に自由振動が存在しない温

度領域が存在する｡

本研究によって,調和バランス法による解析が有効

なことが示された｡引き続き,長方形板を多自由度系

で近似する予定でいる｡

数値計算には,長崎大学の情報処理センターの

FACOMVP-1200を使用したことを付記する.
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