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Vibration,bucklinganddynamicstabilityofanon-uniformrectangularcantileverplatewithelastic

endsupportarestudied･VibrationandbucklingproblemsaresolvedbyRayleigh-Ritzmethod･DynaTlic

stabilityissolvedbyHamiltonmethodandtheharmonicbalancemethod.Theeffectsofnon-uniform

parameterandthestiffnessoftheelasticendsupportarediscussed.

1.まえがき

はりや平板の動的安定性の研究はこれまで数多く行

われ,解法および現象も明確になってきている｡しか

し,動的安定性の汎用的な解法がないため,不安定領

域申単純共振しか得られていないことや,解析の自由

度が限定されていることなど不十分な点が認められ

る｡このため,複雑な構造特性をもつ構造部材の動的

安定性は十分に解析されていない｡最近,動的不安定

領域の解析の新しい手法の開発1)や計算機の活用によ

って複雑な構造特性を解析することが可能になりつ

つある｡弾性拘束,変断面を考慮 した構造部材の動

的安定性の研究として,Karによる自由端で弾性支持

された変断面片持ちぼりの解析 2)がある｡Karは,

Bolotinの方法3)を用いて単純共振のみを求めている｡

しかし,動的不安定現象が生じるような片持ちぼりは

薄肉材であることから,はりに断面変形が生ずること

が予想される｡したがって,平板として解析すること

がより適切である｡

そこで,本論文では境界部で弾性拘束を受ける変断
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面長方形板の動的安定を明らかにする｡Karによって

提案された問題を平板に拡張する｡自由辺を含む平板

を解析する場合,幾何学的境界条件と力学的境界条件

を満足する座標関数を仮定することは不可能であるた

め,平板の運動方程式を Galerkin法を用いて解析す

ることは無理である｡本論文では,幾何学的境界条件

のみを満足する座標関数を用いて解が得られるエネル

ギー法4)に基づくRayleigh-Ritz法を用いて固有振動

形を得る｡次いで,得られた固有振動形を用いて,

Hamilton の原理に基づいて,時間に関する係数励振

振動型の運動方程式に変換する手法を採用する｡動的

安定解析には,Bolotin の方法で得られない結合共振

も得られる解法1)を採用し,動的不安定領域の全体像

を得る｡解析にあたっては,変断面長方形板の固有振

動,座屈および動的不安定領域に及ぼす変断面,弾性

支持などの各種のパラメータの影響を明らかにする｡

弾性支持される変断面長方形板の動的安定性では,

自由辺に Karが仮定した鉛直バネ2)の他に回転バネ

を設定する｡これにより,自由辺でのたわみを抑制す
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ると同時にたわみ角を抑制する｡

数値解析において,弾性支持される変断面長方形板

の固有振動特性,座屈特性および動的不安定領域を,

変断面およびバネに関する無次元パラメータのもとに

明らかにする｡

2.解法

Fig.1 Geometryofplate

Fig.1に示すような,自由辺で弾性支持された変断

面長方形板が,Ⅹ方向に一様分布の静的面内力Nxoと

変動面内力NxfCOSE2tを受ける場合を考える｡本研究

で特に用いた仮定は,次のとおりである｡

(1) 基本的仮定

本研究で用いる変断面長方形板は薄板と仮定するの

で,板厚方向 (Z方向)の応力成分を無視する｡

長方形板の板厚はⅩ方向に線形的に変化し,y方向

に対しては一定である

(2) Hamiltonの原理による解法

弾性支持される変断面長方形板のひずみエネルギー

Ⅴほ,変断面長方形板の曲げによるひずみエネルギ

ー 6),鉛直バネおよび回転バネのひずみエネルギーか

ら構成される｡したがって,本研究では,ひずみエネ

ルギーⅤを次のように定義する｡

V(W)-i/.b/.aD((▽2W)212(1-リ)[

-(諾)2])-+警/obw(a,y)2dy

･筈/.b(実 字 )2dy

a2wa2w
ax2ay2

(1)

ここに,W:たわみ,D(x)-Eh(x)3/12(1-リ2):板

剛度,E:ヤング率,h(x):板厚,L･:ポアソン比,▽ 2

-(∂2/ax2+∂2/ay2),Ky:鉛直バネ定数,K,:回転

バネ定数,X,y:平板中央面の座標系.

変断面長方形板の運動エネルギーTと面内力による

仕事Uは,次のように与えられる｡

･(W)-号/.bJ.ah(慧)2dxdy

U(W)--Nil.b/.a(慧)2dxdy
ここに,p:板の密度,Nx-Nxo+NxtcosE2t:面内力

(圧縮を正とする),Nxo:静的面内力,Nxi:変動面内力

の振幅,0:変動面内力の円振動数,t:時間.

一般解を次のように仮定する｡

uJ-∑∑Tmn(i)Wmn(x,y)
m-ln-I

(4)

ここに,Tmn:未知の時間関数,Wmn:境界条件を満

足する座標関数.本研究では,面内力を受けない,弾

性支持された変断面長方形板の固有振動形を用いる

(AppendixA)0

一般座標に関する運動方程式を誘導するために,

Hamiltonの原理を用いる｡すなわち,

･Lt12Ldt-BL;2(T-(V-U))dt- 0 (5'

ここに,∂Tmn(tl)-∂Tmn(t2)-0.

次に,読(5)の変分を行い,部分積分してまとめる

と,次式が得られる｡

塞(荒 )+荒 一荒 -o(k,l;1･2,･･･,N) (6)

読(6)に式(1),(2),(3)を代入し,偏微分した後,X,y

座標,時間 tおよび面内力Nxに関して無次元化する

と,一般座標に関する運動方程式が得られる｡

m!lnPlkPl,Pllcu-nI(KBA髭n

一宏 (k xo+Nxtcosw-I)B%n)T-n]-0 (7)

ここに,lb-Nwb2/D17r2:座屈固有値,Dl,hl,

x-aでの板剛度,板厚,K141-PhlWPlb4/Dl:弾位支

持された一様断面正方形板の1次振動固有値,a-E2

/all,all:一様断面正方形板の1次振動の固有円振動
敬,Nxo-Nxo/Nu:無次元静的面内力,Nxi-Nxt/Nc,:

無次元変動面内力の振幅,Nc,:座屈荷重,I-Wllt,

T･.無次元時間,Akin,B髭n,c数n(4秒endixB).
式(7)を行列表示すると,次式になる｡

[C]tfI+[A]tT)+(Nxo+Nxtcosw-I)

lB](T)-(0)

lC]:C((+(k-I)L,n+(m-1)L)Chn･

[A]:A(E･(k-1)L,n+(--1)L)-KtAkk

[B].･B(C･(k-1)L,n･(--1)L)-姦 B%n･

(8)
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式(8)に,[C]の逆行列 [C]~1を左側から掛けると

次式になる｡

[I](I)+[F](T)+(Nx｡+NxiCOSa'-I)lG](T)
-(0) (9)

ここに,[F]-[C]-1[A],[G]-[C:｢l[B].

式(9)は連立の Mathieu の方程式である｡式(9)にお

いて行列 [Ⅰ],[F]および [G]の性質を調べると,

[Ⅰ]は単位行列,[F]は対角線に固有円振動数の

2乗が並んだ対角行列である｡行列 [G]は零要素を

多く含んでいる係数励振行列である｡したがって,行

列 [G]の行と列の並び換えを行えば,いくつかの非

零要素からなる小行列に分割することができる｡

本題の長方形版の場合,行列 [G]の要素のうち,

半分は0である｡時間関数 (T)の順番を並び替える

ことにより,行列 [G]の要素を零と非零のグループ

にまとめる｡

このときの並び替えによって,行列 [Ⅰ]と [F]

も対角行列になるので,読(9)は2つに分割することが

できる｡いま,小行列 [Gl] と [C2] の大きさが同

じになるように時間関数 tT)の要素を選ぶと,式(9)

は次のように分割される｡

[1]tfi)+[Fi]tTi)+(Nxo+NxtcoshI)
[GJくれ)-(0)

iTl)-(TllT21T13T23T31T33T41T15)T,

iT2)-(T12T22T14T32T24T42T34T16)T,i-i,2.

(10)

上式において,(Tl)はy方向の変形がy-b/2

に対して対称な固有振動形をもつ自由度によって構成

される｡(T2)はy方向の変形がy-b/2に対して

逆対称な固有振動形をもつ自由度によって構成され

る.時間関数 TuのサフィックスiはⅩ方向の振動波

形の次数を意味し,片持ちはりの振動次数に対応する｡

サフィックスjはy方向の振動波形の次数を意味し,

j-1は両端自由はりの並進剛体モード, j-2は回

転の剛体モードに対応し, j≧3は両端自由はりの曲

げ振動の (j-2)次の振動次数に対応する.したが

って,y方向の振動次数が偶数,奇数となるような結

合共振が発生する｡

以上の処理によって計算自由度を減らすことがで

き,かつ不安定領域の種類の判定を容易にすることが

できる｡

縮小された式(10)の一般解を,次のようにフ-リエ級

数を便って仮定する｡

.fT'-e}T(ibo+kPl(akSink&T･bkCOSkwIT') 'll'
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ここに,):未定定数,bo,ak,bk:未知のベクトル.

式(ll)を式(1卵こ代入し調和バランス法を適用すると,
以下の様な代数方程式が与えられる｡

(lMo]-llM l]-12lM2])(X)-(0) (12)

ここに,[〃 o],[〝 1],[〝 2]:係数行列,

tX)-(boblb2･･･ala2-)T

いま,(Y)-A(X)なる新しいベクトルを代入すれ

ば,式(l釧ま2倍サイズの固有値問題に変換される1).

llM2,iolL｡]_[M2][_7lMl]](9-A(笥 (13,
3.計算パラメータ

x-aでの板剛度 Dl,板厚 hlを用いると,断面内

のⅩ点における諸値は次のように設定される2)0

h(E)-hl(1+β*(1-E))-hlG(E),

D(E)-Dl(1+β*(1-E))3-DIG(E)3,E-Ⅹ/a.

ここに,G(E):Eの関数.

変断面パラメータ_β*の存在によって板厚は増大す
る｡長方形板の縦横比をβ-a/b とし,弾性拘束を表

す定数としてほ,無次元鉛直バネ定数 ky-Kub3/Dl,

無次元回転バネ定数 k,-K,b/Dl を用いる (Appen-

dixA)0

4.固有振動特性

(1)収束性の検討

数値解析の前に,本解法の解の収束性を検討する｡

自由辺 ∬-αで鉛直バネのみによって弾性支持されて

いる場合 (ky-107,k,-0.0)紘,一辺固定他辺単純

支持,他対辺自由の正方形板 (Fig.2(a))の固有振

動数と比較する｡鉛直バネおよび回転バネによって弾

性支持されている場合 (kン-k,-107) は,二辺固定

他対辺自由の正方形板 (Fig.2(b))の固有振動数と

比較する｡

なお,以後の比較検討が容易となるように,鉛直バ

ネのみが存在する場合を CASEA,鉛直バネと回転

バネの両方が存在する場合をCASEBとするo

Fig.2は,それぞれ CASEB (kリ-A,-107) の場

合の,一様断面正方形板の固有振動数の収束状況を表

す｡縦軸Iy2は正方形板の固有振動数を表し,横軸N

は項数を表す｡図中に引かれた点線は,文献5)によ

る近似解である｡CASEAは∬-αの辺が単純支持の

場合とよく一致しているが,CASEBは ∬-α の辺が
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Fig.2 Convergenceofsolution:β-1.0andβ*-0.0

固定の場合と5-6%の差が見受けられる｡これは,

本研究で採用している試行関数の精度上の問題であ

り,自由辺 x-aでのたわみとたわみ角を同時に定義

することは無理なためである｡このように精度上の問

題が存在するが,以後の計算には項数 .Ⅳ-16の値を

使用する｡

(2) 鉛直バネおよび回転バネの影響

Fig.3 (a),(b)は境界条件がCASEA,CASE

Bの場合の一様断面片持ち正方形板 (β-1.0,β*-0.

0)の固有振動数に対する鉛直バネおよび回転バネの

影響を表したものである0両図の縦軸 1,2は固有振動

数である｡横軸は Fig.3(a)が無次元鉛直バネ定数

kyで,Fig.3(b)が無次元鉛直バネ定数 kレおよび無

次元回転バネ定数k,である.国中に引かれた点線は,
文献11)によるx-aが単純支持 (kリ--,k,-0に相

当)の固有振動数と,x-aが固定 (k,--,k,-0に

相当)の固有振動数である｡CASEA,CASEBとも

にバネ定数の増大に伴い,固有振動数は一定値に収束

していく｡従って,本論文では固有振動数が収束した

とみなされる,kレ-107,k,-107を以後の解析に使用

する｡

バネ定数が一様断面正方形板 (β-1.0,β*-0.0)

の固有振動形に与える影響を Fig.4(a),(b)に示

す｡両図は正方形板の1次の固有振動形を y-b/2の

断面で切り取ったものである｡両図の縦軸は,最大た

わみで無次元化したたわみWで,横軸は長方形板の断

面方向の座標EであるoFig.4(a)は CASEAの場合

で,Fig.4(b)は CASEBの場合である｡無次元鉛

直バネ定数 kpあるいは無次元回転バネ定数k,の値が

101 103 105 7(v107

(a)CASEA

l川…lll川…lJl",H川JllIllI"lJ川l"Il‖fJHIJll川…l4th mode

3rd mode

2nd mode

l≦t.model川…lfl川l"lflH""ll…["llI日日…fHlll"l‖Jlllll101 103 1051(V,I(,107

(b)CASEB

Fig.3 Naturalfrequenciesoftheplate:β-1･0and

β*-0･0

増加していくに従い,CASEAの場合は一端固定他端

単純支持,他対辺自由の正方形板の固有振動形に漸近

し,CASEBの場合は二辺固定,他対辺自由の正方形

板の固有振動形に漸近していく｡
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(3) 変断面パラメータの影響

変断面パラメータβ*が固有振動形に与える影響を,

Fig.5に示す｡Fig.5も Fig.4と同様に, 1次の

0･2 0･4 0･6 0･8 E 1

(a)CASEA

1.5

W

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0

-1.5
0･2 0･4 1'･o･6 0･8 E 1

(b)CASEB

Fig.4 Vibrationmodeoftheuniformplate(β-1.0

andβ*-0.0)

L L L I l t l

云 p:a;.茎06oFK,毒.ここ ご まこK-;;0…/ググ
l l l J l l l l l

(a)β-1･0,ky-107andkr-0･0

亡く l l L I l l

＼＼＼ミ :--K=-こrr ゝ /ノ /
Ky-K,-1OOOOOOO ＼- ～_ - / Zh
L l l l l l l l I

(b)β-1.0,kリ-kr-107

Fig.5 Vibrationmodeofthenon-uniformplate
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固有振動形を y-b/2の断面で切り取ったものである｡

Fig.5(a)は,片持ち正方形板 (kレ-k,-0.0)と

CASEAの場合の正方形板 (kリ-107,k,-0.0)の固

有振動形を,一様断面 (β*-0.0)と変断面 (β*-0.

6)の場合に対して措いたものである｡図の縦軸 肝

は最大たわみで無次元化したたわみで,横軸さは平板

の断面方向の座標である｡国中の実線は変断面パラ

メータを考慮しない場合 (β*-0.0)の固有振動形で,

点線は考慮した場合 (β*-0.6)の固有振動形である｡

平板が変断面になると,kレ-107,kr-0.0のときの振

動形の腹が板厚の薄い方に移動している｡Fig.5(b)

は,正方形板 kレ-k,-0.0)と CASEBtの場合の正方

形板 (kリ-107,k,-0.0)の固有振動形を,一様断面

(β*-0.0)と変断面 (β*-0.6)の場合に対して描

いたものである｡Fig.5(a)と同様に,kン-k,-107)

のときの板厚の薄い方へ固有振動形の腹が移動してい

る｡

5.座屈特性

Fig.6は,〟-αで弾性支持された,変断面片持ち長

方形板の座屈曲線を示す｡3本の曲線は,おのおの鉛

直バネがある場合 (kリ-10,k,-0.0),鉛直バネと回

転バネがある場合 (ky-k,-10)およびバネなしの場

令 (kリ-k,-0.0)を示す｡鉛直バネおよび回転バネ

により,長方形板の剛性が増大するため,座屈固有値

右は増大する｡

■＼ - I I

lll 一 l t

Fig.6 Bucklingcurves:β*-0･6

6.動的不安定領域

Fig.7に,〟-αで弾性支持された変断面正方形板(β

-1.0,β*-0.6,kリ-50,k,-0.0)の動的不安定領

域を示す｡図の縦軸 Nxiは無次元変動面内力の振幅で,

横軸&は静的面内力 Nx0-0.0の時の1次の固有円振
動数で無次元化した無次元励振振動数である｡国中の

不安定領域は,Nxi-0.5の時の励振振動数&の幅が0.

1以上のものをプロットしている｡不安定領域には単
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Fig.7 Unstableregions:β-1.0andβ*-0･6,ky-
50andkr-0.0

純共振の主不安定領域 (2aJl)･/k;A-1)と結合共振

の主不安定額域 ((wlj･+wmn)/k;A-i)があり,両者

の副不安定領域は不安定領域幅が狭いため本論文では

省略する｡発生する不安定領域のほとんどが主不安定

領域であり,不安定領域幅も結合共振のそれと比較し

て広い｡

(1) 変断面パラメータの影響

Fig.8は,自由辺 ∬-0で弾性支持された変断面正

方形板 (β-1･0,β*-0.6,ky-50,A,-0･0)の不安
定領域と変断面パラメータβ*の関係を示す｡変断面
パラメータの増大に従い,不安定領域幅の発生域が高

くなる｡またその幅は,わずかながら狭くなる｡

(2) 鉛直バネの影響 Fig.9に,鉛直バネ kリの変化

による不安定領域変動因を示す.縦軸&は無次元励

振振動数である｡鉛直バネ kリの増大に伴い固有振動

数が増加し,それと同時に不安定領域の発生域が高く

なる.しかし,ky-0.1と ky-107 (ky-…に相当)の

場合では片持ち長方形板の剛性が著しく異なり,長方
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形板の固有振動形も変化する｡したがって,不安定領

域はFig.9のような複雑な変化を示す｡

7.まとめ

本研究は,自由辺で弾性支持された変断面長方形板

q)固有振動特性,座屈特性および動的安定性をRayleigh

-Ritz法と調和バランス法を用いて明らかにしたもの

である｡本論文によって,変断面パラメーター,鉛直

ばねおよび回転パラメーターの影響を明らかにするこ

とができた｡

本研究の数値計算には長崎大学総合情報処理センタ

ーの電子計算機FACOM VP-1200モデル10を使用した

ことを付記する｡

AppendixA Ritz法による固有振動解析および

座屈解析

式 (1)および (3)より全ポテンシャルエネルギー

Wは以下のようになる｡

W(u))-V(W)-U(W) (A-1)

固有振動および座屈解析のために,上式 (A-1)

においてNxt-0とする.次いで,式 (A-1)の一般

解を次のように仮定する｡

W-∑∑Amnhm(E)hn(7)eiwtm-ln-1
(A-2)

ここに,hm,hn:はりの固有振動形 (Appendix C),

Ann:未定定数,a:固有円振動数.

無次元化 した式 (A- 1)に式 (2)および式
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(A-2)を代入し,Ritz法を適用すると次式が得ら

れる｡

∑∑∑∑A mn(E m ms-ju4Fmms- N xoGms)-0m-In-1m-ls-i

ここに,

Em _-わ か #(IBrfn2S･IArfn3S)
+Zi,Zk

+2(1-L'),⊂7
β4

(A-3)

Gm--如 r7nls･Fm--IBr･-IL,Ⅰ法"蔦 "
:固有関数の定積分 (AppendixC)(m,n,r,S-1,2,･

･,州 .

ここに,kp-Kvb3/Dl:無次元鉛直バネ定数,k,-K,
b/Dl:無次元回転バネ定数.

式 (A-3)は次のように行列表示される｡

([E]-lv4[F]-Nxo[G])(x)-(0)
ここに ,

lE]-Ets+(rl1)N,n+(m-1)N)-Emms,

[F]-Fts+(r-1)N,n+(m-1)邦 -Fms,

[G]-G(S+(r-1)N,n+(m-1)〟)-Gmms,

(x)-(AllA12A13･･･A INA21･･･AINANN)T.

(A-4)

Nxoとおけば,自由振動の固有値右が得られる.

また,右-0とおけば,Nxo-jbの座屈の固有値が得
られる｡数値解析において,式 (A14)は行列q)固有

値問題に変換される｡ベクトル (Ⅹ)を用いて,1次,

2次, ･ ･,N次の振動波形を得ることができる｡

Wmn-∑apmXp(E)∑aqnYq(ヮ) (A-5)P-1 q-1

ここに,i-Ⅹ/a,ワニy/b,Xp:片持ちぼりの固

有振動形,Yq:両端自由ぼりの固有振動形,apm,aqn:

自由振動解析から得られるモード定数.

AppendixB 定積分A監n,B監n,Ckdn

A髭n-/.1/.IG(E)3位wmn･EEWkE･EE･W-n･mWk-r
'茅(wmn･EEW k,･m'W-n･mwkE,EE)

2(1-レ).1
wmn,EP kE,ET)dEdT+

･5/.1wmn,EEWkPヮ･

/.1W-nuk励
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B%n-/01/.Iwmn,EWE,IEdEd7,,

chin-/ol/.1Ge)W-nWk,d動
Wuレ- ∑a誌hm∑a%hn,Wuリ,Eで- ∑a‰hL%∑a迄h左,
m-I n-i m-i n=l

Way,ぞE-∑a‰h㌫∑a笈hn,Wuリ,m-∑a‰hm∑a迄h芸,
m-1 n--1 m-1 n-1

Wup,ぞ- ∑a‰hLl∑a品hn,Wuリ,ワニ∑a‰hm ∑a笈h去,
m-1 n-l m-I n-1

a‰,a迄:モード定数,hm,h去,礼,hn,h左,A;

(4秒endixC). (m,n,k,l,u,V-1,2,･- ,N)

AppendixC はりの固有関数の定積分

Iir-/.1G(E)3hmhrdE,I孟r-/.1G(E)3h㌫堀 ･
IBr-/.IG(E)3hm煉 ,I孟r-/.1G(E)3h㌫蛸 ,
IBr-I.1G(E)3hM E,I虎r-/.1hu e,
Ilr-hm(l)hr(1),IBr-/.1hmhydE･
IBr-hm(1)′hr(1)',孜/.1hnhsd7,
In2S-/.1h加 ,な-/olhnhs"dY･
In4S-/.1眺 動 ,な -/.1A;hs"dT･
h㌶-豊 ･h㌫-豊 ,h;-1% r,

h鴬 % Y, h㌶-豊 克 之 ニー主一地方2dT2'

h ; - 豊 ,h漂 欝

hm-i[∂mexp(βmaE)IγmexP(-βmaE)]-cos(PmaE)
+amsin(βmaE),

h,-i[∂頑 (P,aE)･γ頑 (-P,aE)]cos(鱗 )
+a,sin(P,aE),

hl-1,h2-√す(1-2ヮ),

hn-i[∂nexp(pnbT)+γneXP(-βnbT)]+cos(PnbT)
-ansin(βnbヮ),(n≧3)

hs-Ⅰ[∂sexp(psbT)+γseXP(-βsb7)]+cos(PsbT)
-assin(βsb7),(S≧3)
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cosh(Pma)+cos(Pma)
a m=sinh(Pma)+Sin(Pma)'

cosh(ββ)+cos(ββ)
ar=sinh(P,a)+Sin(P,a)I

･n-cs:‡髭三三:慧 ((ppnnbb)),

as=
cos(psb)-cosh(Psb)
sin(Psb)-sinh(Psb)

∂m-(1lαm),∂,-(1-α,),戸n-(1-αn),

∂S-(1-αS),γm-(1+αm),γ,-(1+α,),

γn-(1+αn),γS-(1+αS).(m,n,r,S,-1,2,･･･N)
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