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Nonlinearfreeandforcedvibrationsofanarchwithsmallrisearediscussed.Thebasicequationof

motionissolvedbyaGalerkinmethodandtheresultingtimevariableissolvedbytheharmonicbalance

methodandRunge-Kutta-Gillmethod.ChaoticvibrationisobtainedbyusingLyapunovexponent,Poin-

caremapandPowerspectrum.Nonlinearvibrationbehaviorsareshownforvariousriseratios,loadin-

tensityanddamplngCOnStantS.

1.まえがき

偏平アーチは構造要素 として使用され,また,自重,

支持部の出来具合,製作過程などによって生ずる初期

変形をもつはりや軸方向圧縮力を受けて座屈 したはり

は,偏平アーチの一種 とみなすことができる1) 2)0

偏平アーチの運動方程式には 2次および3次の非線形

項をもつため,非線形項分岐応答およびカオスが発生

するこことが予想される｡そこで,本研究では偏平アー

チの運動方程式を多自由度の振動系にモデル化 した後,

Galerkin法を用いて常微分方程式に変換する｡次に,

両端がヒンジで支えらた偏平アーチを 1自由度系にモ

デル化 し,調和バランス法を用いて,1/2数調波共振

の応答を求める｡ついで,微分方程式を直接数値積分

することによって時間応答を求め,偏平アーチの形状

パラメータであるライズ比および荷重強度の影響を明

らかにする｡また,1/2分数調波共振近傍のカオス的

挙動の存在についても明らかにする｡

2.運動方程式

Fig.1に示すようなはりの任意点のひずみおよび応

力を求めると次のように得られる2)o

･x-(A,B,-AB)/AB一毒

-£｡-遵

-慧 +妄((S)2+2監 禁 )-凄

qx-Eex

ここに,ワ:中立軸からの距離,y:たわみ,x:は

りの支点からの距離, go:中立軸のひずみ,〟:軸方

向変位,yo:初期変位,E:ヤング率｡

よって,はりの全体のひずみエネルギーは,

V-;NEl慧+喜†(慧)2+2監禁)

一新 dxdS

ここに,S:断面積｡

運動エネルギー Tは,はりの密度をpとすると

･-gnp(%)2dxdS
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Fig.1 Aninfinitelysmallelementofabeam.

荷重のなす仕事 肝 は,

W-/yp.cosotdx
(5)

ここに,E2:荷重の円振動数,i:時間,po:荷重振

幅｡

式(3),式(4)および式(5)を用いて,一般化Lagrangian

L'-T-V+Wが得られ,Hamiltonの原理は次のよ

うに表される｡

∂Li12L'di-0 (6)

∂yおよび∂uの任意性から横方向および軸方向の運動

方程式は次のように得られる｡

PSB+痩-Es誹.(慧･%))

-2ocosE2i

2 - 0

ここに,I:断面 2次モーメン ト,S:断面積｡

式(8)より,はりの中立軸のひずみが一定であることお

よび両端で軸方向変位拘束をを考慮すれば次のような

運動方程式が得られる｡

psg ･招 +Nx(諺 .鷲 )

-PocosE2i

Nx--E割1((S)2･2監禁)dx

上式は偏平アーチの非線形振動問題,動的安定問題

や製作過程,支持部の出来具合および自重による影響

などによって生ずる初期不整をもつはりの非線形振動

問題に適用すべき運動方程式である2).

初期たわみのない場合 b0-0)に初期軸力Noお

よび粘性減衰抵抗cj,の項を加え,Nxを消去すれば,

初期変形をもつ運動方程式は初期軸力がない場合に次

のように表される｡

psか 増

-E割ll((S)2･2監禁)dx日豊増)

-2ocosE2i (I1)

3.解 法3)

(1) 常微分方程式への変換

初期変形は境界条件を満足 しなければならないか

ら,次のように関数表示されるものとする｡

yo-Arg(x) (1g)

ここに △-Ao/r:ライズ比,r:回転半径,X(x):

形状関数

式(ll)の解を,次の変数分離形に仮定する｡

C(It
y-r∑Xn(x)Tn (i)

n-1
(13)

ここに,Xn:固有振動形,Tn:未知の時間関数

式(lg),読(13)を式(ll)に代入 し,Galerkin法を適用すれ

ば,次のような時間に関する連立非線形常微分方程式

が得られる｡

00
fn+α孟Tn+ A2S?n∑QkOT kA-1

IAk妻IL=il(QkORln･去snopkl)TkTl
く〉く)⊂)く)∞

+∑∑∑ β芸ImTkTIT m-γnPcos(如A-1l-1m-1

ここに,αn-(ln/ll)2,9-9｡l4/EZr,

di-E2/wl,)1-PW T･
wl･.線形 1次固有円振動数,

9n-一志/.13;xxndE

QkO-Jol雷管 dE

RIM-一志 /.1% lxndE

pkl-/.1箸% dE

(14
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p;lm-一書/.1箸 % dE/.1算 xndf畑 xn)

xn-/.1xZdE

γn-/olxndE/(鶴 )

(2)両端ヒンジの偏平アーチへの適用

両端ヒンジぼりが正弦波で与える初期変位X-sin

7TEをもつ場合について系を1自由度系と仮定し減衰

力を考慮すれば,式銅は次式となる｡

チ+2hah ( 1+去A 2)T･iA T2+去T3

-影cosw-T

ここに,h:減衰定数,α-

(3) り2分数調波共振の解法

式89の解を次のように仮定する｡

.(山T
T-co･C旭COS写 +S%slnT

+CICOSW-I+sISinw-T

(i5)

(16)

ここに,co,cl,Sl:付随型の振幅成分,C鳩,S鳩:分

岐型の振幅成分｡

式(16)を式8射こ代入して,調和バランス法を適用す

れば連立非線形方程式が得られる｡これにNewton-

Raphson法を用いて解けば,振幅成分が得られる｡

(4) 時間応答解析

T-Pl,ll-P2とおくと,式(15)は次に示す2個の一

階常微分方程式に変換することができる｡

Pl-P2

p2--2haP2-(1+喜A2)p1-iAIi

一錘 +嘉pcosw-I

EnE

この式にRunge-Kutta-Gill法を用いて,数値積分

をして,時間応答解析を行う｡

4.数値結果

(1) 非線形自由振動の特性

Fig.2は,非線形自由振動曲線をライズ比Aをパ

ラメーターに示す｡縦軸は回転半径で無次元化した無

次元振幅で,横軸は線形 1次固有円振動数で無次元化

0.0
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Fig.2 Amplitude-frequencycurves.

した無次元非線形振動数W--E2/wlである｡A-0.0の

ときは,振幅の変動成分clは振動数とともに単調に増

加するのみであるが,ライズ比が回転半径以上 (△≧

1)になると初期変形の影響が効いてくる｡この時の

無次元非線形振動数a1-は振幅の増加とともに減少す

る軟化バネの挙動を示す｡さらに振幅が増大してライ

ズ比よりも大きくなると,振幅の変動成分clは無次元

非線形振動数 W-の増加とともに増加する硬化バネの

挙動を示す｡

以上のように,非線形自由振動特性はライズ比の影

響を強く受け,軟化および硬化バネの両特性をもつこ

とが確認できる｡

(2) り2分数調波共振の応答特性

Fig.3,4は,減衰定数h-0.005,荷重強度pは静

的応答が0.5となるように設定している場合について

応答振幅と無次元加振振動数との関係をライズ比をパ

ラメーター (A-3.0,5.0)に示す｡縦軸は回転半径

で無次元化した無次元応答振幅で,横軸は線形 1次固

有円振動数で無次元化した無次元加振円振動数W-で

ある.主調波応答cl,Slは,あらゆる振動数領域で生

じているが,1/2分数調波共振の応答C%,S旭は,固有

振動数の2倍の振動数領域でのみ生じる｡偏平アーチ

では,ライズ比によって固有振動数が変化し,それに

伴って分数調波共振の生じる振動数領域も変わってく

る.主調波応答 cl,Sl,1/2分数調波共振の応答C地,

sy2ともに2次,3次の非線形項の影響を受けて,戟

化,硬化バネの両特性をもつ｡さらに,1/2分数調波

共振の応答C%,S鳩の方がより軟化,硬化バネの両特

性が強く現れている｡
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Fig.3 Frequency-responsecurveswithA-3.0,
2-3.3438andh-0.005.
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Fig･4 Frequency-responsecurveswithA-5.0,
9-7.7188andh-0.005.

(3) ライズ比の影響

Fig.5,6に,減衰定数h-0.005,荷重強度は静的

応答が0.5となるように設定 している場合について応

答振幅と無次元加振振動数との関係をライズ比をパラ

メーター (A-0.0,4.0)に示す｡ただし,ライズ此

A-0.0の場合,減衰力があると1/2分数調波共振は生

じていない｡よって1/2分数調波共振は,減衰定数

h-0.0によって求める.ライズ比が大きくなるにし

たがい応答振幅が大きくなることが確認できる｡また

同様にライズ比が大きくなると1/2分数調波共振の発

生領域が広 くなることが確認できる｡これは,ライズ

比が大きくなるにしたがい運動方程式内の非線形項の

効果が強 くなることに依存する｡1/2分数調波共振の
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Fig.5 Frequency-responsecurveswithA-0.0,
b-0.5313andh-0.0.
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Fig.6 Frequency-responsecurveswithA-4.0,
9-5.2813andh-0.005.

応答の発生領域はライズ比によって異なり,また発生

領域は,はり (ライズ比△-0.0)に比べ著 しく広 く

なる傾向が見られる｡

(4) 荷重強度の影響

Fig.7,8に,ライズ比△-3.0,減衰定数 h-0.

005の場合について応答振幅と無次元加振振動数 との

関係を荷重強度をパラメータ一 秒-3.3438,8.0)に

示す｡これらの図には,Runge-Kutta-Gill法による

応答振幅をプロットしている｡国中の○ほシミュレー

ションによる周期Tの振幅,口は周期 2Tの振幅,

△は周期 nTの振幅,×はカオスの振幅を示 している｡

荷重強度が大きくなるにしたがい主調波応答の応答
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す.同様に,ポイン ト(丑では周期 6Tの応答が確認で

きた｡

(6)減衰力の影響

Fig.11に,ライズ比△-3.0,荷重強度,♪-3,3438

について応答振幅と加振振動数の関係を減衰定数 h

をパラメーター (h-0.005,0.05)に示す.減衰力の

影響は振幅が小さいうちは,ほとんど現れないが振幅

が大きくなってくるとその影響が現れ,減衰定数h-

0.05においては,減衰定数h-0.005の場合に定まら

なかった主調波応答の共振振幅が有限の大きさとな

り,減衰力が大きくなるにつれてその振幅は小さくな

る｡1/2分数調波共振の応答の減衰力による影響は主

調波応答に比べ大きく,振幅の小さいときにも現れ分

岐領域は狭 くなっている｡
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Fig.ll Frequencyrresponsecurveswith A-3.0
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5.ま と め

本研究では,偏平アーチに現れる1/2分数調波共振

について調和バランス法による解析および時間応答解

析を行った｡偏平アーチの形状パラメーターである,

ライズ比,荷重強度および減衰力の影響を明らかにし

た｡

得られた結果をまとめると次のとおりである｡

(1)非線形自由振動の振動特性はライズによって,

軟化,硬化バネの両特性を持つため,ライズ比は

応答特性に大きな影響を及ぼしてくる｡

(2) 1/2分数調波共振の発生領域はライズ比によっ

て異なり,ライズ比が大きくなるとしたがい発生

領域は,はりに比べ著しく広 くなる傾向がある｡

(3) 荷重強度において,その値が大きくなると主調

波応答の応答振幅は大きくなり,1/2分数調波共

振の発生蘭域は広 くなる｡

(4) 1/2分数調波共振近傍において,周期nTおよ

びカオスを確認した｡

(5) 減衰力を考慮すると,減衰を無視した場合に,

定まらなかった主調波の共振振幅が有限の大きさ

となり,減衰力が大きくなるにしたがいその振幅

は小さくなる｡また,1/2分数調波共振の発生領

域を狭くする効果を持つ｡

本研究では,支点が拘束された偏平アーチの運動方

程式について検討している｡今後,初期変形と座屈や

温度変化との関係を考慮した解析を行うことが必要で

ある｡また,実験におけるカオス的挙動の確認が今後

の課題である｡

最後に,本研究を行うにあって多大な御協力を頂い

た大学院生の鎌田智之氏に深く感謝の意を表します｡

なお,数値計算には長崎大学情報処理センターの

VP-1200を使用したことを付記する｡
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