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内管が軸方向に運動する偏心環状流路内の

十分に発達した層流熱伝達の解析

(第 1種境界条件の基本解)

茂 地 徹* ･桃 木 悟*
東井上 其 哉** ･Y.Lee***

FullyDevelopedLaminarHeatTransferinanEccentric

AnnulusWithanAxiallyMovlngCore
●

(FundamentalSolutionsoftheFirstKindBoundaryCondition)

by

ToruSHIGECHI*,SatoruMOMOKI*,ShinyaHIGASHIIUE**
andY.LEE***

Fundamentalsolutionsofthefirstkindboundaryconditionwereobtainedanalyticallyinthebipolar

coordinatesystemforthehydrodynamicallyandthermallydevelopedlaminarflowinaneccentricannulus

withanaxiallymovingcore.Thethermalboundaryconditionisthefirstkind,i.e.,constantanduniform

butdifferenttemperaturesarespecifiedoneachwall.ThewallheatfluxdistributionandNusseltnumber

wereobtainedintermsoftherelativecorevelocity,theradiusratioandtheeccentricityoftheannlllus.It

wassllOWnthattheperipheralnon-uniformitiesofwallheatfluxandNusseltnumbersweresignificantlyin-

creasedwithincreasingeccentricityandthattheaverageNusseltnumbersontheinnerandouterwallsin-

creasedwithincreasingvaluesoftheeccentricity.

1.まえがき

環状流路内の流動と伝熱の研究は,内管と外管がと

もに静止 (固定)している場合には高温ガス炉や二重

管熱交換器などの熱流動設計に関連して重要であるた

め古くから数多くの研究が行われてきたが,内管のみ

が軸方向に動 く場合は応用面での要請が少なく研究も

ほとんど行なわれてこなかった｡しかし,最近,押し

出し･引き抜き･圧延などの金属やプラスチック材料

の製造過程での材質制御に関連する伝熱問題や長いト

ンネル内を走行する列車の熱環境問題等への応用が見

込まれ 内管が軸方向に運動する場合の流動 ･伝熱特

性に関する知見が必要とされるようになった｡著者ら

は,内管が軸方向に運動する同心環状流路の場合につ

いて解析を行い,既に,流動 ･伝熱に関していくつか

の重要な知見を公表している1)～4).

一般に,環状流路を公称で同心二重管と設計しても,

実際には,製造 ･組立 ･取り付け時の誤差や長時間使

用による変形および内管の運動等により必ず内管偏心

の問題が発生する｡また,空間の制約や偏心環状流路

の流動あるいは伝熱の特性の利点を積極的に利用する
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ため,設計上予め内管を偏心させることもありうる｡

したがって,流動 ･伝熱特性に及ぼす内管偏心の影響

を予め定量的に予測しておくことが,装置の設計や試

験および実験に際して重要である｡このため,内管が

静止している場合の流動と伝熱特性に由しては,これ

まで数多 くの理論的および数値的研究がなされてき

た5)～15)｡内管が軸方向に一定速度で運動する場合

に,著者らは,既に,十分に発達した速度場の厳密解

を求め16),第2種の熱的境界条件,つまり,内管ある

いは外管の表面で一様熱流束が指定される場合,に対

してエネルギー式を数値的に解いて,温度場の基本解

を得ている17)･18)0

本研究では,内管が軸方向に運動する偏心環状流路

内で流体の速度場と温度場が十分に発達した層流熱伝

達を第 1種の熱的境界条件,つまり内管と外管の表面

温度が異る一定値に保たれている場合,に対してバイ

ポーラ座標系でエネルギー式の厳密解を得て,壁面熟

流束とヌッセル ト数に及ぼす内管と外管の半径比,内

管の偏心率および内管の相対速度の影響を理論的に検

討した結果について報告する｡

主要記号

α 温度伝導率

C バイポーラ座標系の定数 (Fig.2)

β 偏心量 (Fig.2)

E k&= la2/(a2-1)]-ll/lna2]

E* 定数,Eq.(40)

h,-1 エネルギー式の境界条件として内管表面(i)で
零でない無次元温度の条件が課せられる場合

の壁面jの熱伝達係数

hj. エネルギー式の境界条件として外管表面(o)で

零でない無次元温度の条件が課せられる場合

の壁面jの熱伝達係数

k 熱伝導率

〝*定数,Eq.(41)

N uflヌッセル ト数≡k,-1･2(R.-Ri)/k

Nuj.ヌッセル ト数≡hj｡･2(R｡-Ri)/k

P 圧力_

q 壁面熱流束

γ 半径座標 (Fig.3)

R 半径

S -C/R.,Eq.(8)
T 温度

〝 流体速度

〝m 流体平均速度

U 内管の軸方向速度

U* 内管の相対速度…U/um

(〟,γ)直交座標系

Z 軸方向座標

α 内管と外管の半径比…Ri/R.

£ 偏心率…e/(R.lRi)

〃 動粘性係数

(E,7)バイポーラ座標系

¢ 内管と外管の周方向角度座標 (Fig.3)

β 無次元温度

obi エネ)I,ギー式の境界条件として内管表面(i)で

客でない無次元温度の条件が課せられる場合

の無次元バルク温度

Ob｡ エネルギー式の境界条件として外管表面(o)で

零でない無次元温度の条件が課せられる場合

の無次元バルク温度

添 字

一 周方向平均

b ･バルク

1 内管

o 外管

2.解 析

Fig.1に示す物理モデルを考える.解析に際して,

次の仮定を設定する｡

1.流体は物性値一定のニュー トン流体であり,派

れは非圧縮 ･定常層流で流体力学的および熱的に

十分発達している｡

.2.体積力,粘性逸散および軸方向の熱伝導は無視

できる｡

3.内管は軸方向に速度一定で運動している｡

2.1バイポーラ座標系

偏心環状流路の理論解析に適した座標系はFig.2

に示すバイポーラ座標系 (E,り)である.直交座標

系とバイポーラ座標系の間の変換は次式で与えられ

る｡

｣ y

Fig.1 Schematicofaneccentricannuluswithan

axiallymovingcore
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Fig.2 Bipolarcoordinatesystem(E,ワ)

x+顔-iccot

ここに,Cは式(5)で定義される定数,iは虚数単位で

i-√二手である｡式(1)から,直交座標系とバイポー

ラ座標系の問の変換に関して次の関係式を得る｡

csinh ヮ
coshヮーCOS E

csinE
coshヮーCOS E

E-一定の曲線は次式で与えられる裏門である.

x2+b一ccotE)2-(C/Sine)2--･･-･-･--.･･･-･･(3)

また,ワニ一定の曲線は次式で与えられる真円である.

(x-ccothヮ)2+y2-(C/Sinhヮ)2-･--------(4)

したがって,偏心環状流路の内管表面と外管表面はり

が一定の真円で表されるので,それらをヮiとり｡とで

表す｡Fig.2の幾何学的考察により次の関係が得ら

れる｡

C-RiSinhヮi-R｡sinhヮ｡

C(cothで｡-COthヮi)-E(1-α)R｡----･----･･･､(6)

ここに,亡は偏心率で次式で定義される｡

e…e/(R｡-Ri)(0≦£<1).---･･･---･･･-････(7)

式(5)と式(6)から,C/R｡,ワiおよびで｡は次のように計

算される｡

孟-S-ljH](1-82)(1-(i宝 )2g2)-･･･(8)
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ヮi-1nf(S/α)+I(S/α)2+1) ----･･･-･･---(9)
ヮ｡-ln(S+､阿 )

2.2 エネルギー式

Fig.1に示す直交座標系におけるエネルギー式は,

次のように書ける｡

冨 +欝 -芝諾

境界条件は,第1種の熱的境界条件 (内管および外管

の表面で温度が一定)に対して次のようになる｡ただ

し,内管の裏面温度Tiと外管の裏面温度 T.は異る

一定値とする｡

T-Ti(一定):内管表面

T-T.(一定):外管表面

次式で定義される無次元温度βを導入する｡

･′-芸_-Tf.I.

ここに,Ti≠T.である｡

環状流路内の十分に発達した流れに対して,内管と

外管の表面温度TiとT.が異る一定値に保たれてい

る場合には,一方の表面 (内管または外管)から入っ

てくる熱はすべて他方の表面 (外管または内管)から

出ていくので14),OのZ方向の温度勾配は零となる,

つまり

したがって,式(10)のエネルギー式はバイポーラ座標系

で次のように書かれる｡

計 器 -o･

境界条件は次のようになる｡

0-1atヮ-ワi(0≦E≦7T)

0-0atワニで｡(0≦E≦7E) ･･-･･･-･･--･･--(14

諾-oatE-0･W(70≦ヮ≦ヮi)

式(13)と式(14)の厳密解は次式で与えられる｡

0-且二弘
でi~ワo
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2.3 壁面熱流束

内管と外管の局所壁面熱流束qiとq｡は,それぞれ

次のように定義される｡

qj--k諾IRi

q0--kSilRo

Fig.3 Definitionsofri,Y.,¢iand少｡

ここに,riとY.紘,Fig.3に示される内管と外管の

半径座標である.読(16)の右辺をバイポーラ座標系に変

換すると次のようになる｡

k(coshヮi-COSE)∂T
有 LかiL.(05:E≦打)

k(coshで｡-COSE)∂T
耳 l′..l町n (0≦E≦方)

････････.(18

式(19を代入すると,読(1がま次のように変形される.

k(coshでi-COSE)
C(7i-?0)

k(coshヮ｡-COSE)
C(17i-?0)

(Ti-T.)

(Ti-T.)

････------････(18)

内管と外管の表面における周方向平均の壁面熱流束

面と前は,それぞれ次のように定義される.

ここに,qijO'-ioro,0≦4,･≦n:)は,Fig･3に示すよ

うに,E-0(Fig.2の x軸)から測った角度座標で

ある｡E(0≦E≦7E)とヮ,.O'-ioro)の間には次の関
係が成り立つ｡

ワiCOS¢i+1
coshヮi+cos¢i](o≦¢i≦汀)

cosE-lCZ;shhT70.CISc.Qso: ol](o≦¢o≦打)
･･･････.････eo)

したがって,局所および平均の壁面熱流束は次のよう

に計算される｡

qi=
S k(Ti-T.)

α2(でi-?0)(coshでi+cos¢i) R｡
S k(Ti-T.)

(ヮi-?0)(coshか｡+cos少｡) R｡

Sk(Ti-T.)

k(Ti-To)
α(ヮi-?0)R｡

Sk(Ti-T.)

(ヮi-?0)R｡

dQi
(coshヮi+cos¢i)

d95｡
(coshヮ｡十cos¢｡)

なお,式銅の最後の関係は,次式のエネルギーバラン

スからも明らかである｡

/.wqiRidQi-/.nq.R.dQ.･--･･･------･･--I¢5)

さらに,壁面熱流束の局所値と平均値の比に関して,

次の関係が得られる｡

qi(¢i)_｢ Sinh ヮi
窮 Lcoshヮi+cos

q｡(少｡)_ ｢ sinhヮ｡
窮 Lcoshヮ｡+cos少

¢吟

････.-銅

2.4 ヌッセル ト数

局所ヌッセル ト数N uji(7-ioro)は次のように定

義される｡

Nufl=hji･2(R.lRi)/k

hji=qj/ITrTbE

ここに,qjO'-ioro)は,既に,式86)で定義されて

いる.式el)と式¢2)から,局所ヌッセル ト数は次のよう
に計算される｡

Nuii-

Nu.i-

2(1-α)
α(ヮi-ワo)

2(1-α)

sinh7i
(coshヮi+cos¢i)

sinhヮ｡
(coshヮ｡+cos少｡)

1

1-βbi]･･･eo)

[去]･････-･･61)
内管と外管の表面における周方向平均ヌッセル ト数

六両 U-ioro)は次のように定義される｡
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Nufl≡hji･2(R｡-Ri)/k
h,･i≡qj/iTj-TblI

式¢3)と式¢堰 らゝ,平均ヌッセル ト数は次のように計算
される｡

2(1-α)
α(ヮi-ワ｡)
2(1-α)
][売 ]･･---･･････････-A-凋

ここで,ヌッセル ト数の計算式に表われるObiは,

次式で定義される無次元バルク温度である｡

(〟/〟m)♂
(coshヮ-COS E)2dEdT.･･･(39

式銅の右辺にあるu/umは無次元速度で,次式で与え

られる16).

2(1-E*U*)
〟 * ]g(- )+[芸莞 ]U*---(39

ここに,U*ほ内管の相対速度で次式で定義される.

U*=U/um

また,関数g(E,ワ)および定数E*とM*は次のよ

うに計算される｡

g(E,り)-2(11α)eS

･[
ヮi-り (cothり-COthでi) sinhヮ
ヮi-?0(cothで｡- COthヮi)(coshで-COSE)

･2nile-MワosSg nn((77ii_-77.))cos軒 -･凋

E?-[孟]+[詫 ]-ま 訂
(o<α<1) 川.･･-･-.･-･.･･･-･--初)

M*-1+α2-[i宝 ]4£2S2

･[志 ･2∑
2: ne-n(ヮi+甲o)

netSinhn(ヮi-甲｡)

(0<α<1) -･･･-･･-------･-･(41)

ヌッセル ト数に関して,さらに,次の関係が得られ

る｡

Nu立(¢i)

coshヮi+cos

Nu.i(?.)_r SinhT.
- Lcoshヮ｡+cosNuoi

義 .義 -舵

=qi(_Qi)- ･-･･････････--(4g)
qi

=qo(?.)
前

ここで,無次元温度を式(ll)とは異なり,次式で定義

する場合について検討しておく｡

･ノー若~壬

この場合には,エネルギー式は式(13)と同一であるが,

境界条件が次のように置き替えられる｡

0-0atヮ-ワi(0≦E≦7T)

0-1atヮ-?0(0≦E≦7E)
堅
∂E 0atE-0,7T(ヮ｡≦ヮ≦ヮi)

読(13)と式(46)の厳密解は次式で与えられる｡

0-一望主二且
でi~ワo

(46)

無次元バルク温度Ob｡とヌッセル ト数Nui｡とNu.｡を

同様に計算すると,次の関係が得られる｡

したがって,以後,ヌッセル ト数の局所値と平均値を,

内管表面に対してNu立と再転で,外管表面に対して

Nuo.とNT転 で代表させて議論することにする｡

3. 結果と考察

本研究で取り扱うパラメータの範囲は次の通りであ

る｡

半径比 : 0<α<1

偏心率 : 0≦ £<1

内管の相対速度 :--≦U*<Uc,*-1/E

ここで,UcTは同心環状流路の場合に摩擦係数が零と

なる,つまり,(-dP/dz)e=0-0の場合のU*の値

である16)･17)｡内管が軸方向に運動する場合の偏心環

状流路の流動特性に関しては,既に,詳細に議論して

いるので16)･17),本報告では,伝熱特性に限定して検
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討する｡

内管と外管の表面における壁面熱流束とヌッセル ト

数の周方向分布を,qi/玩-Nuii佃転 とq｡/盃-Nu｡｡

/晦 の形式で,それぞれ α-0.2,0.5,0.台の場合

に,Fig.4とFig.5に示す｡これらの図から,壁面

熱流束とヌッセル ト数の周方向分布は,偏心率だが

大きくなるにつれてより不均一になることが明らかで

ある｡なお,qi/6-Nub/再転 とq｡/云-Nu｡｡/晦
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の値は,偏心環状流路の最も広い所 (¢i-0と申｡-0)

で最小値をとり,最も狭い所 (¢i-7Tと少｡-冗)で最

大値をとることがわかる｡これは,環状流路断面内

を熱が熱伝導によって流れるためである (式(13)秦

照)0

壁面熱流束とヌッセルト数の計算式の中に表われる

1/(りi-?0)の項は,もともと,無次元温度の勾配

∂o/∂りから導かれたもので,後で述べるように,壁面
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熱流束とヌッセル ト数の挙動に重要な影響を及ぼす｡

∂o/∂再ま,半径比αと偏心率£のみの関数であり,そ

の大きさはFig.6とFig.7に示されている.図から

明らかなように,∂0/∂再まだとαが大きくなるにつれ

て増加する｡特に,亡とαが1に近づくと,温度勾配

は急激に無限大に近づいていくことがわかる｡

Fig.8とFig.9に無次元バルク温度 ObiまたはOb｡

と,偏心率だおよび半径比αとの関係を示す｡ βbiと

Ob｡はヌッセル ト数の計算に必要で,半径比αと偏心

率 Eの他に,内管の相対速度 U*にも依存するoこれ

らの図から, Obiの値は偏心率亡が大きくなると緩や

かに減少するが,半径比αが大きくなると増大する｡

また,内管の相対速度 U*が大きい程,大きくなる傾

向を示すことがわかる｡

Fig.10からFig.13に示す図は,内管と外管の表面

における平均ヌッセル数に及ぼす半径比α,偏心率 e

および内管の相対速度 U*の影響を調べたものであ

る｡図中に○印で示したのはTrombetta14)･20)の計算

結果で,内管が静止している場合 (U*-0)に対応

する｡Trombettaの結果は,本解析の U*-0の場合

の厳密解と約1%の精度で一致している｡これらの図

から,偏心率だが大きくなると,内管と外管の平均ヌ

ッセル ト数六両 と晦 は共に増大し,£が1に近づ

くにつれて,急激に増大する｡また,内管の相対速度
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U*が大きくなると,内管の平均ヌッセル ト数再転 は

増大するが,外管の平均ヌッセル ト数NTk は減少す

る｡さらに,Fig.6,Fig.7,Fig.8およびFig.9

とあわせて検討すると,六両 と二両定の特性は,αと
どに関しては,主に,温度勾配∂0/∂ヮ-1/(ヮi-?0)

の影響を強く受けるが,U*に関しては,無次元パル
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ク温度 βbiまたはβも｡の影響のみを受けることがわか

る｡

4. むすび

内管が軸方向に運動する偏心環状流路内で流体の速
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度場と温度場が十分に発達した層流熱伝達を第 1種,

つまり内管と外管の表面温度が異る一定値に保たれて

いる場合,の熱的境界条件に対してバイポーラ座標系

でエネルギー式の厳密解を得た｡壁面熱流束とヌッセ

ル ト数に及ぼす内管と外管の半径比,内管の偏心率お

0.5
e

(a)α-0.2

0.5
e

(ち)α-0.5

20

75

ざ
ll 10
匡 5
0

(C)α-0.8

Fig.10 AverageNusseltnumber,Nuii,VS.ど



茂地 徹 ･桃木

よび内管の相対速度の影響を検討し,以下の結論を得

た｡

1.内管と外管の表面における熱流束とヌッセル ト数

は,偏心率が大きくなると,その周方向不均一が増

大する｡
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2.内管と外管の平均ヌッセル ト数再転 -両石 と

取 -N転q)大きさは,偏心率Cが増すと増加す

る.これは,おもに,無次元温度勾配∂o/∂再こ依
存して変化する｡

3.内管の相対速度 U*が増加すると,内管の平均ヌ
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ッセル ト数再転-両石は増加するが,外管の平均

ヌッセ)i,ト数NT6-両石は減少するoこれは,無

次元バルク温度 obiあるいはOb｡の特性のみに依存

する｡
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