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スライディングモード理論による道路橋交通振動の制御

岡 林 隆 敏*･加 賀 敏 明**

HighwayBridgeTrafficVibrationControlbySlidingModeControlTheory

by

TakatoshiOKABAYASHⅠ*,ToshiakiKAGA**

Thelinearquadraticregulatortheoryisappliedfortheactivecontrolofbridgevibrationconducedby

trafficloads.Asthebride-vehiclesystemistobethetimevaryingsystem/thestationaryLQRcontrolis

notoptimalcontrolforthebridgevibration.Thisstudyconcemedwiththecontrolofbridgevibration

underamovingvehicleuslngbytheslidingmodetheory.Theeffectivenessofslidingmodetheoryare

discussedbythenumericalsimulationforactiveandhybridcontrol.

I.はじめに

近年,都市高速道路周辺において,橋梁振動による

交通振動障害が発生し問題となっている.これは,辛

両が走行することにより,橋桁の振動が励起され,こ

れが橋脚,地盤を伝わり建築物等が共振し,周辺住民

に不快感を与えるものである.この対策として,動吸

振器を用いるパッシブ制御が検討されてきた.橋梁系

は,振動特性が時間と共に変化する時変系となる.そ

こで,橋桁に直接,制御力を加えるアクティブ制

御1)2)が注目されることとなり,さらに,パッシブ

制御の効果を合わせ持ったハイブリッド制御3)4)

の適用が提案されている.

交通荷重による道路橋の振動問題においては,橋梁

の見かけ上の固有振動数は時間的に変化し,パラメー

タ変動を伴う時変系となる5).また,路面凹凸上を車

両が走行することで発生する外乱は,不確かさを有す

る未知外乱6)となり,これが持続的に橋梁に作用す

ることになる.しかし,従来,道路橋振動に適用され

た制御則は,最適レギュレータ理論であり,定常系で

確定的な外力を扱ったものである.道路橋交通振動で

は,車両台数,車種の変動,走行速度など不確定な要

因があり,これを取り込んだ制御が必要になる.そこ

で,これらの変動に対して,頑強 (ロバスト)な制御

が望まれる,本研究では,橋梁系で問題となるパラメー

タ変動を伴う時変系,および不確かさを含む未知外乱

に対 し,優れたロバス ト性を有するスライディング

モー ド理論5)6)7)8)9)を橋梁振動のアクティブ制

御とハイブリッド制御に適用した.

スライディングモー ド理論は,位相平面に切換線

を指定し,応答をこの線上にスライ ドさせる斬新な

制御別である.近年のパーソナルコンピュータ,

DSP等10)の著しい発達により制御入力のスイッチン

グが容易となり,制御工学の分野で注目されることと

なった.スライディングモード理論では,マッチング

条件を満足することで,モデル化誤差や外乱の変動

をまったく受けない不変性を有することになる.この

ため,非線形系,パラメータ変動系,時変系,未知パ

ラメータ系,未知外乱などに優れたロバス ト性を有

し,建築構造物をはじめ,弾性ロータ,車両用ブレー

キシステム,さらに宇宙ロボット等に適用されてい

る6)ll)12)13)14)15)16)

本論文では,このような特徴を有するスライディン

グモー ド理論を,時変系で未知外乱が作用する道路橋

振動に適用し,その有効性について検討する.
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そこで,.まず,複雑な連性振動となる橋梁一車両一

動吸振器系のモデル化を行う.橋梁は,3次振動まで

を制御対象とし,車両は1自由度系でモデル化する.

このシステムの振動制御方法にアクティブ制御および

ハイブリッド制御を適用する.次に,それぞれに対し

て,全状態量をフィー下バックした琴合と車両以外の

状態量をフィー ドバックした場合について考える.こ

れらの系に対して,スライディングモー ド理論を適用

する.さらに,一般的なスライディングモー ド理論を

適用すると,制御入力が激しく変動するチャタリング

現象がみられるので,その防止法を検討する.以上の

場合について,スライディングモー ド理論による制御

の有効性を確認するため,数値シミュレーションによ

り最適レギュレータ理論による制御との比較を行う.

2.橋梁一車両系振動の制御方法

(1)アクティブ制御

橋梁一車両系振動のアクティブ制御は,図-1のモ

デルで考える.路面凹凸を含む橋梁上を1自由度のバ

ネ質点系でモデル化された単一車両が一定速度即で

走行するとき,橋梁のx-b点にアクチュエータを設

置しアクティブ制御を行う.制御入力u(i)を加え,

橋梁振動をn次まで考えた場合,橋梁x点における

変位応答,基準座標,および車両の方程式は,次式で

与えられる.

n

y(x,i)-∑¢k(x)qk(i)
k=1

qk(i)+2hkalkをk(i)+W孟qk(i)

--pkz中点(vt)2(i)+Qk(b)u(i)/mk
(2)

乏(i)+2howo(乏(i)-i,(vt,i)｣,(i))

■wo2(a(i)-y(vt,i)-r(i))-0 (3)

ここで,y(x,i):x点の橋梁の変位応答,¢k(x):k次

の振動モード,qk(i):k次の基準座標,Z(i):車両の垂

直変位,wk,Wo,hk,ho:それぞれ,橋梁,および車両の

円固有振動数と減衰定数,pkz:橋梁のk次の有効質量

mkに対する車両の質量moとの質量比,r(i):路面凹

凸,V:車両の速度,u(i):制御入力である.

橋梁を3次振動まで考慮し,以下のような状態量を

導入する.

q(i)-lql(i)q2(i)q3(i)]T

xa(i)-[q(i)T身(i)Tz(i)2(i)]T

Fig.1 Activecontrolofbridgevibration

車両から観測された路面凹凸の変位をr(i),その時

間微分をi,(i)で表すと,路面凹凸の変数ベクトルは

次のように定義できる.

1･(i)-[r(i)i･(i)]T (6)

これらの式を用いると,(2)(3)式は,次の状態方程式

で記述することができる.

ka(i)-Aa(i)xa(i)+Da(i)r(i)+Ba(i)a(i)
xa(to)-xao (7)

ここで,Aa(i):橋梁一車両系の係数マトリックス,

Da(i):外力に係わるマトリックス,Ba(i):制御入力に

係わるマトリックスである.

(2)ハイブリッド制御

橋梁一車両系振動のハイブリッド制御は,図-2の

モデルで考える.橋梁,車両および動吸振器の方程式

は,次式で与えられる｡

qk(i)+2hkaJkをk(i)+a'孟qk(i)

-1 Lkz¢k(vt)2(i)-FLkd95k(b)a(i)
(8)

乏(i)+2howo(乏(i)-メ(vt,i)-i,(i))
+wo2(Z(i)-y(vt,i)-r(i))-o (9)

d(i)+2hda'd(a(i)-i,(b,i))

+Wまくd(i)-y(b,i))-a(i)/md (10)

ここで,d(i):動吸振器の変位,w d,hd:,動吸振の

円固有振動数と減衰定数,pkd:橋梁のk次の有効質量

mkに対する動吸振器の質量mdとの質量比である.

その他の文字については,アクティブ制御の(1)(2)(3)式

で定義した通りである.

なお,動吸振器のパラメータwd,hdの最適設計には,

弘 法17)を用いた.これは,橋梁に動吸振器を設置
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した場合,橋梁振動の周波数伝達関数の最大値を最小

化するする設計法である.

EV

二一二-干!ーrI車∴-.-..

Cd AcieroふeT話麺

Actuator-Kx(t)

Fig.2 Hybridcontrolofbridgevibration

動吸振器の変数を含む状態変数を,以下のように定

義する.

q(i)-lql(i)q2(i)q3(i)]T (ll)

x(i)-[q(i)T4(i)Td(i)a(i)2(i)2(i)]T (12)

(6)式で定義した路面凹凸の変数ベク トルr(～)を用い

ると,(8)(9)(10)式は,次の状態方程式で記述することが

できる.

i:(i)-A(i)x(i)+D(i)r(i)+B(i)u(i)

x(io)-xo (13)

ここで,A(i):橋梁一車両一動吸振器系の係数マ ト

リックス,D(i):外力に係わるマ トリックス,B(i):

制御入力に係わるマトリックスである.

(3)路面凹凸のモデル化

車両が橋梁上を走行した場合,外乱発生の原因とな

る(6)式の路面凹凸の変数ベクトルr(i)の各要素は,

特定のパワースペクトル密度を有する正規確率過程で

モデル化できる18).

x-vtで変換した,路面凹凸のパワースペグト)i,杏

度は,次式で近似される.

S,(a)-So(W2+β2) (14)

ここで,S0-27ruA,β-27TVa,A-1･0×10J3

(cm2/m),a-0.05である.

(14式で近似した,名阪高速道路の路面凹凸のパワー

スペクトル密度を図-3に示す.後で述べる本論文の

数値シミュレーションではこれを用いた.

このパワースペク トル密度より,路面凹凸の変位

r(i)および時間微分i,(i)は次q)ような三角級数モデル

により合成できる.

1Tt
r(i)-∑abSin(wki+Qk)
k-I
FZ22

y(i)-∑wkakCOS(a)Ai+¢k)
k-1

q差-4S,(a)･Aw

wk-WL+(k-1/2)△W,Aw- (wU-wL)/m
(i7)
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ここで,ak:平均値0,標準偏差 qkを有する正規乱

敬,Qk:0-27Tの一様乱数,wL,WU:合成する波形の

凹凸数の下限と上限,釈 :周波数の分割数である.

(15)(1カ式により合成した路面凹凸の変位 r(i)の例を

図-4に示す.
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3.制御理論

(1)最適レギュレータ理論

スライディングモー ド理論と最適レギュレータ理論

による制振効果の違いを比較するため,これらを橋梁

系振動のハイブリッド制御に適用した場合の定式化を

行う.

まず,最適レギュレータ理論にって述べる.本研究

では,フィー ドバックゲインが時間的に変化しない定

常最適レギュレータ理論で考える.(13)式における制御



282 スライディングモード理論による道路橋交通振動の制御

入力〝(ど)の最適な値は,次の二次形式評価関数を最

小にするものとして選ばれる.

I-f[x(i)TQx(i)+u(i)TRu(i)]dt (18)

ここで,QとRは,重み行列で,それぞれ非負定
値と正定借で構成された正方対称行列である.

この評価関数を最小にする最適制御入力u(i)は,

次式のようになる.

u(i)--K,x(i) (19)

この式の最適フィードバックゲインベクトルK,は,

Bl-R-1BTP eO)

で与えられる.この式のマ トリックスPは,次の定

常リカッチ方程式より求められる.

PA+ATP-PBRllBTP+Q-0 ¢1)
ここで,Aおよびβは,車両が橋梁中点に達した

障刻t-L/2Vにおける値を用いる.

最適レギュレータ理論をアクティブ制御に適用した

場合には,(18(19)式のx(i)およびeo)Cu)式のA,Bは,

(7)式より求めたxa(i),Aa,およびBaになる.

(2)スライディングモード理論

スライディングモード理論は,位相平面に切換線を

指定し,応答をこの線上に拘束しスライ ドさせる可

変構造制御理論であり,非線形系,パラメータ変動

系,時変系,未知外乱などに優れたロバスト性を有す

る6).本研究では,橋梁系がパラメータ変動を伴う時

変系となり,未知外乱が問題となるため,これ対しロ

バス ト性をもつスライディングモー ド理論を適用す

る.

ハイブリッド制御において,この理論の特徴である

制御入力の切り換えを行う際の条件を与える切換関数

Uは､(13)式でx-x(i)と置き換えると次式で表現でき

る.

O-Sx ¢g)

この式のベクトルSを決定することで,各次振動

数の切換超平面の傾きが設計できる.これに関しては,

極配置法,月2理論,Hco理論,fLシンセシス等,いく

つかの方法が検討されているが6)12),本研究では,

最適レギュレータ理論との制御効果の比較を行うた

め,最適レギュレータ理論で用いる定常リカッチ方程

式によるSの決定方を採用し,両理論での重み行列

R,Qの値を統一する.

el)式の定常リカッチ方程式q)解Pより,ベクトル
5日ま次式のように求まる｡

S-BTP ¢3)

次に,橋梁の変位応答を切換超平面に到達させ交線

上でスライドさせることにより,スライディングモー

ドを実現するための条件を考える.この方法にもいく

つかの提案がなされているが6),有限時間において応

答を切換超平面に到達させること目的とし,切換関数

Oに対するリアプノフ関数 Vを定義し､これより求

められる微分値 矛を負とする方法を採用する.

Uに対するリアプノフ関数 Vは,

V-;62 C4)

で与えられ,状態フィードバックの制御入力を-Kx

とすると,スライディングモー ドの実現条件は,

¢=6度Ax-oSBRk<0 ¢5)

となる｡これより､フィー ドバックゲインベクトル

且の各要素は次式のように切り換え,変動させるこ

とになる.

kj-(芝 … ;霊 ,二:芸 ㍑ …:O･-1,･･･,10) e6,

ここで､(且A),･は､(ぷA)のj列の成分である.

この式で,kTおよびkTをどの程度に変動させれ
ば最も効果的かについては,いまのところ理論的確立

はなされていない11).本研究では,試行錯誤によりそ

の割合を(SB)~1(SA),･の80%とした･

一般のスライディングモード理論では,非線形性を

有する制御入力が,無限大の切換周波数を持つことに

なり,チャタリングとよばれる高周波振動をひきおこ

す.アクチュエータの性能上このような力を発生させ

ることは,事実上,不可能である.この防止方法に関

しても,いくつかの提案がなされているが5)6)7)13)16),

本研究では,制御入力の切り換えを連続化するため鯛

式を以下のように書き換える.

kj-
k,j- qxj>£

kT qXj<-£ 銅

(kf-kT)qxj/2g+(kT-kj-)/2-6<Oxj<S

スライディングモード理論をアクティブ制御に適用

した場合には,¢g)から(姻式のx(i),AおよびBは,

(7)式より求めたxa(i),Aa,およびBaになる.
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4.数値シミュレーションと考察

(1)橋梁,車両,動吸振器の諸元

スライディングモード理論による振動制御効果を確

認するため,この理論をアクティブ制御およびハイブ

リッド制御に適用し,数値シミュレーションを行った.

これを最適レギュレータ理論を用いた場合と比較す

る.本研究が想定した橋梁,車両および動吸振器の諸

元を,表-1,表-2および表-3に示した.車両の

速度は,10(m/sec)である.動吸振器は現実的な値

を得るため,動吸振器の重量を橋梁の1/50の2(tonf)

とした.また前述のように,固有振動数,減衰定数は

Hmax法により求めたものである.

(2)アクティブ制御の場合

アクティブ制御を用いた場合のシミュレーション結

果とその考察について述べる.図-5は,橋梁,車両,

動吸振器の全状態量をフィー ドバックした場合のスラ

イディングモード理論および最適レギュレータ理論の

Withoutcontrol
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Table1 Characteristicsofthebridge
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Span(m) 40.0

Weight(kgf) 10.68×104

FleXuralrigidity 24.41×108
(kgf.m2)

Table2 Characteristicsofthevehicle

Weight(tf) 20

Frequency(Hz) I:3p.O

Dampingconstant 0.03

Table3 CharacteristicsoftheTMD

Weight(tf) 2

Frequency(Hz) 2.2ケ8
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比較である.これに対し図-6は,現実の橋梁 一車両

系で計測不可能となる車両以外の橋梁および動吸振器

の状態量をフィー ドバックした場合である.それぞ

れ,(a)は変位応答,(b)は制御入力,(C)はスライディン

グモード理論の切換関数である∴点線が非制御,実線

がスライディングモード理論,破線が最適レギュレー

タ理論である.本論文において車両は,橋梁40(m)

手前より路面凹凸上を走行し橋梁に進入するものとし

た.

数値シミュレーションの結果,図-5および図-6

における(a)の変位応答の比較をみると,どちらの場合

も全体的に,スライディングモー ド理論が最適レギュ

レータ理論より優れた制御効果を実現できることが確

認できた.スライディングモード理論では時変系およ

び未知外乱に対し,優れたロバス ト性を有するからで

ある.特に,図-6の車両をフィードバックしない場

合に,最適レギュレータ理論に比べ良い結果となるの

は,スライディングモー ド理論が外乱に対する不変性

Withoutcontrol

0.5

旦 o
>ヽ

-0.5

を有するため,外乱発生の原因となる車両情報のフ

ィー ドバックを必要としないためである.また,持続

的な外乱が働くため全時間帯ではないが,図-6の0

-0.6(sec),3.0-3.3(sec),3.7-4.0(sec)付近

においては,スライディングモー ド理論の特徴である

直線的な制御が実現されている.

スライディングモー ド理論に限定した場合,前半の

0-0.6(sec),後半の3.0-4.0(sec)においては,

図-5の全状態量をフィー ドバックした方が悪い結果

となった.このことは,適用したリカッチ方程式が定

常理論であり,全時間帯において車両を中点に固定し,

ゲインベクトルKを決定したためであると考えられ

る.

図-5と図-6の(b)は,それぞれ(a)の変位応答に対

応する制御入力であり,実線がスライディングモー ド

理論,破線が最適レギュレータ理論で,全てその最大

値が1(tonf)になるように設定している.スライディ

ングモード理論でのリカッチ方程式の重み係数R,Q
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は,それぞれの場合で対応する最適レギュレータ理論

と同じ値を使い,さらに,制御入力に制限を加えてい

る.銅式のフィー ドバックゲインを用い,制御入力を

連続的に切り換えたため,スライディングモード理論

における最大の欠点であるチャタリング現象が防止で

きている.

図-5と図-6の(C)はそれぞれの(a)(b)に対応するス

ライディングモー ド理論の切換関数Oの波形であり,

これが縦軸のゼロ点付近にある時に,スライディング

モードが実現できることになる.これは,図-6の(a)

について述べた直線的な制御が行われている時刻とほ

ぼ一致しており,スライディングモー ドの実現が確認

できる.橋梁の変位応答は,切換超平面の交線上をス

ライドしていくことになる.

(3)ハイブリッド制御の場合

アクティブ制御の場合と同様に,図-7および図-

8は,全状態量をフィー ドバックした場合と車両を除

く状態量をフィー ドバックした場合のスライディング

モー ド理論および最適レギュレータ理論の比較であ

り,(a)は変位応答,(ち)は制御入力,(C)はスライディン

グモー ド理論の切換関数である.点線が非制御,実線

がスライディングモード理論,破線が最適レギュレー

タ理論である.

数値シミュレーションの結果,図-7およおび図-

8(a)の変位応答の比較をみると,アクティブ制御の場

合と同様に,どちらの場合も全体的に優れたロバスト

性のため,スライディングモー ド理論が最適レギュ

レータ理論より良い結果を得ている.特に図-7の

3.0-3.3(sec),図-8の0-0.3(sec)の付近にお

いては,直線的な制御が実現されている.また,スラ

イディングモード理論と最適レギュレータ理論におい

て,前半部分と後半部分で図-7の全状態量をフィー

ドバックした方が悪い結果となった.これは,前で述

べたように,適用したリカッチ方程式が定常理論だか

らである.

スライディングモー ド理論に限定し,前に述べたア

クティブ制御の図-5,図-6とハイブリッド制御の

比較をすると,ハイブリッド制御の方がよい結果とな

ることが確認できる.現実の橋梁振動に適用する場合

には,小さな制御入力ですむ,ハイブリッド制御が有

利となる.

図-7と図-8の(b)は,それぞれ(a)の変位応答に対

応する制御入力であり,実線がスライディングモー ド

理論,破線が最適レギュレータ理論で,アクティブ制

御と同じく,全てその最大値が1(tonf)になるように
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パラメータを設定した｡そこで,リカッチ方程式の重

み係数R,Qは,両理論で同じものを使い制御入力に
制限を加えている.e7)式のフィー ドバックゲインを用

いたため,チャタリングが防止できている.

図-7と図-8の(C)はそれぞれの(a)(b)に対応するス

ライディングモー ド理論の切換関数 Oの波形であ

る.(a)の変位応答で,直線的な制御となった,図-7

の3.0-3.3(sec),図-8の0-0.3(sec)と同時刻

で,これらに対応する(C)の切換関数Oが零点付近で

推移している.これより,直線的な制御となったのは,

スライディングモー ドが実現されたためであることが

わかる.

5.まとめ

本研究では,道路橋振動のアクティブ制御とハイブ

リッド制御にスライディングモー ド理論を適用した場

合の有効性を確認した.このため,橋梁の変位応答に

より従来の制御理論である最適レギュレータ理論と比

較した.得られた結果を要約すると以下のようになる.

(1)路面凹凸のパワースペクトル密度より凹凸例を

作成し,橋梁一車両系振動のアクティブ制御およびハ

イブリッド制御のモデル化を行った.これに対する,

スライディングモー ド理論とレギュレータ理論の定式

化を行った.この時,スライディングモー ド理論で問

題となるチャタリングの防止についても考慮した.

(2)数値シミュレーションの結果,変位応答波形に

より,全体的にスライディングモー ド理論がレギュ

レータ理論より優れた制御効果が得られることを確認

し,全時間帯ではないがスライディングモー ド理論の

特徴である直線的な制御が実現できた.

(3)車両以外の状態量をフィー ドバックした場合に

比べ全状態量をフィー ドバックした場合,前半時間と

後半時間において悪い結果となった.これは,フィー

ドバックゲインベクトルの決定に用いたリカッチ方程

式が定常理論であったためであると考えられる.

(4)スライディングモー ド理論によるアクティブ制

御とハイブリッド制御の比較では,後者の方が優れた

制御が実現できることを確認した.

(5)制御入力の波形より,本研究で施した制御入力

切り換えの連続化が有効に作用し,チャタリングが防

止できた.また,切換関数の波形より,どの時間帯に

おいてスライディングモー ドが実現されるかを確認し

た .
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