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内管が軸方向に運動する同心環状流路内の

非ニュートン流体の十分に発達した層流の解析

茂 地 徹* ･桃 木 悟*
東井上 真 哉**･Y.Lee***

AnAnalysュsOnFullyDevelopedLaminarFlow
●

ofPower-LawNon-NewtonianFluidsinConcentricAnnuli

withAxiallyMovingCores

by

ToruSHIGECHI*,SatoruMOMOKI*,ShinyaHIGASHIIUE**
andY.LEE***

Thefu11ydevelopedlaminarflOwofapower-lawnon-Newtonianfluidinaconcentricannuluswithan

axiallymovingcoreisstudiedanalytically.Applyingtheshearstressdescribedbythepower-lawmodel,

theexactsolutionsforthemomentumequationareobtainedintermsofdefiniteintegrals.Theeffectsof

theradiusratio,therelativevelocityofthecoreandtheflowindexofapowerllawnon-Newtonianfluidon

thevelocitydistributionandfrictionfactorarediscussed.

1.まえがき

環状流路内の流動と伝熱の研究は,内管と外管がと

もに静止(固定)している場合には高温ガス炉や二重管

熱交換器などの熱流動設計に関連して重要であるため

古くから数多くの研究が行われてきたが,内管のみが

軸方向に動 く場合は応用面での要請が少なく研究もほ

とんど行なわれてこなかった｡しかし,最近,押し出

し･引き抜き･圧延などの金属やプラスチック材料の

製造過程での材質制御に関連する伝熱問題や長いトン

ネル内を走行する列車の熱環境問題等への応用が見込

まれ,内管が軸方向に運動する場合の流動 ･伝熱特性

に関する知見が必要とされるようになった｡著者らは

既に,内管が軸方向に運動する同心および偏心環状流

路の場合について,ニュー トン流体の層流と乱流の場

合に対して理論解析を行い,流動と伝熱に関する重要

な知見を公表している1)～5)0

本研究では,内管が軸方向に運動する同心環状流路

内を非ニュー トン流体が十分に発達した層流で流れる

場合の速度場を解析し,流体の速度分布と摩擦係数に

及ぼす内管と外管の半径比,内管の相対速度および指

数法則で記述された非ニュー トン流体の流れの指数の

影響を理論的に明らかにした結果について報告する｡

主要記号

′ 摩擦係数,式(4)

F 無次元数,式85)

m 粘性の指数,式(3)

n 流れの指数,式(3)

P 圧力

γ 半径方向座標 (Fig.1)
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r* 無次元半径座標,式(7)

R 半径

Rm 最大速度の生じる半径

Re* 一般化されたレイノルズ数,求(5)

〝 流体の軸方向速度

〝 * 無次元速度,式(8)

〝m 流体の平均速度,式(6)

U 内管の軸方向速度

U 内管の相対速度…U/um

z 軸方向座標

α 内管と外管の半径比…Ri/R｡

αmax最大速度の生じる半径比…Rm/R.

E 半径方向q)無次元座標…(r'-α)/(1-α)

p 密度

添 字

cr 臨界値

1 内壁,内壁側

o 外壁,外壁側

2.流動解析

Fig.1に示す物理モデルを考える｡流動の解析に際

して次の仮定を設定する｡

fTI'XedWall

Fig.1 Schematicofaconcentricann山uswithan

axiallymovingcore

(1)流れは非圧縮 ･定常層流で流体力学的に十分発

達している｡

(2)流体は非ニュー トン流体で,せん断応力は

Ostwald-deWaele6)の指数法則 (power-law

model)で表わされ,物性値は一定とする｡

(3) 体積力は無視できる｡

(4) 内管は軸方向に速度一定で運動している｡

2.1 基礎式

以上の仮定により,同心環状流路に対する運動方程

式と境界条件は次式のように書くことができる｡

運動方程式 :

ii,(rT)-一芸 (1)

悟 ･東井上真哉 ･Y.Lee

境界条件 :

r-Ri:u-U

r-R.:u-0

ここで,式(1)の左辺のせん断応力再ま次式の power-

1awmodelで与えられるO

･ニー-J霊 Jn-1霊 (3)

ここに,m は流体の粘性の指数(consistencyindex),

nは流れの指数 (flowindex)と呼ばれるが,m とn

は次元を有する定数である.n-1の場合はニュー ト

ン流体に相当し,mは通庸の粘性係数 (viscosity)と

一致する｡

摩擦係数fと一般化されたレイノルズ数Re*は,そ

れぞれ次式で計算される｡

i-讐 諾 牛誓) (4)

Re*-Pua~n(2iRo-Rinn (5)

ここに,um は流体の平均速度であり次式で定義され

る｡

u･27T71dr

2.2 速度分布

速度場の解析に際して次の無次元数を導入する｡

r*=r/R. (7)

〟*≡〟/αm (8)

α-=Ri/R.(0<α≦1) (9)

U=U/um (10)

内管が軸方向に運動する場合の環状流路内の流体の

速度分布として,Fig.2の(a)CASEA と(b)CASEB

Fl-NedWall

(a)CASEA

FI'xedWall

(b)CASEB

Fig.2 Velocityprofilesassumedinthisanalysis
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に示すように環状流路内に最大速度を有する場合とそ

うでない場合の二種類が想定され,それぞれ式(3)のせ

ん断応力の適用の仕方が異なるので,以下,CASE

A とCASEBの場合に分けて取り扱う｡

2.2.I CASE A (流体の最大速度が環状流路内

に存在する場合)

この場合には,せん断応力再ま次式で計算される｡

仁一m(砦)n(RiSr≦Rm) (ll)

I--(一驚)n(Rm≦rSR.) (l功

(1)Ri≦r≦Rm(α≦r*≦αmax)

式(ll)を適用し,さらに式(7)～式(10)の無次元数を用い
ると運動方程式と境界条件は次のように変換される｡

運動方程式 :

iglr･(# )n]-I2F

境界条件 :

r*-α:ulf-U

ここに,Fは次式で定義される無次元数である｡

F≡fRe*/[2(ト α)]n+1

(13)

最大速度の位置(r*-αm｡Ⅹ)では速度勾配が零であるこ

とから次式の条件が課せられる｡

r*-αm弧 ･穿 -o (1吟

式(13)を式(16)の条件で1回積分すると次式が得られる.

穿-Fi(襲-r･)‡ '19

さらに,式(17)を式(14の条件で積分すると次式の解が得

られる｡ 1
ulf-U･Fifや-∈)id∈ (18,

(2)Rm≦r≦R｡(αmax≦r*≦1)

式(1g)を適用し,さらに式(7)～式(10)の無次元数を用い

ると運動方程式と境界条件は次のように変換される｡

運動方程式 :

X lr･(-#)n]-2F

境界条件 :

r*-1:u:-0

(19)

eo)

最大速度の位置(r*-αmax)では速度勾配が零であるこ

とから次式の条件が課せられる｡

r･-αm拡 ･欝 -o ¢l)

読(19)を式el)の条件で1回積分すると次式が得られる.
1

欝 --Fi(r･一撃 )言 ¢母
さらに,式銅を式eo)の条件で積分すると次式の解が得

られる｡

u=-Fi/,:(上空)id∈
ここで,r*-αmaxにおける速度の適合条件より

r*-amax:ulT-u:

@3)

鍋
であるから,式銅に式(18)と式¢3)の速度を適用するとF

に関して次の第1番目の関係式が得られる｡

F- U1 1
/al(r･一撃)idr･-/aaml賛-r･)症ma.X

なお,未だ確定していない αmaxの値を決定するた 式e6)は,さらにui*とu芸を用いると次式のように書く

めには,さらに F に関して式e5)とは別の関係式が必 ことができる｡

軍票 三芸震 芸票芸警慧芸TLれる流体の流量バラ /aa-ulVdr･･/ alm弧u=r･dr･-字 ¢カ
式(6)を無次元化すると次式が得られる. 式(18)のulTと式¢3)のu岩を式¢卵こ代入すると,Fに関し

/alu･r･dr,-1芋 ¢6, て次の第2番目の関係式が得られるO

(1-α2)(戒ax一α2)
2 2 U

/aamr･(/ap(響-E);dE)dr･･/a二J･(/;(∈一筆 );dE)dr*
¢8)
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ここで,式¢5)と式¢8)からFを消去すると,U*,α,αmaxおよびnに関して次式の関係が得られる.

U-(if)/
1 1

/aamrl/ar摩-E);dE)dr'･ JalJ*(/;(上空 );dEIdr'
i二旺(Y･-響)症 -/aa-健 一r*)idr*

¢9)

したがって,この式から,半径比α,流れの指数 nおよび内管の相対速度 U の一組の値に対して,αmaxの値を試

行錯誤的に確定することができる｡

2.2.2 CASEB(流体の最大速度が内壁上に存在

する場合)

この場合には,せん断応力では次式で計算される｡

p-仁霊)n(Ri-<r-<R.) eo)
運動方程式と境界条件は,式eo)を適用し,さらに式

(7)～式¢a)の無次元数を用いると次式のように変換され

る｡

運動方程式 :

iilr･(-%)n]-2F
境界条件 :

(;::al
:u'-U

:〟*-0

帥

鋤

式Csl)を1回積分し,さらに,F>0の制限を課すと次

式が得られる｡

i l (.i
--(Fr･･%)㌔-Fi(Y等?); 63)
du*
dr*
ここに,CBおよび Cは積分定数であり,CB…FCの

関係がある｡

式銅を武郎)の2番目の境界条件で積分すると次式が
得られる｡

1 1
u*-/,;(FE･亨);dE-Fi/;(巧);d∈ 銅

式銅の1番目の境界条件を式銅に適用すると次式が得

られる｡
1 1

U-/al(FE･亨);dE-Fi/al(E･-i);dE 的

一方,式銅を式¢卵こ代入して整理′すると次式が得られ

る｡
1

/alr*(/; (FE･苧 );dE)dr･
1

- Fi/alr･(/: (巧 )id E)dr･

鍋

式65)と式66)からF を消去すると,Cを未知数とする

次の方程式が得られる｡
1

ullalr･(/;(巧);dE)dr･]
1

1宇 [/al(巧);d∈] 銅

したがって,定数 C の値は一組のパラメータ (α,n,

U*)に対して式銅から決定することができる.また,

得られた定数 Cから,Fは次式で計算することがで

きる｡

｢la l ) l

鍋

2.3 速度と摩擦係数の計算方法

一組のパラメーター (α,n,U)が指定された場合

に,速度分布の形状がCASEA とCASEBのどち

らの場合に属するかは次のようにして判定する｡ま

ず,指定されたパラメーター (α,n)に対 して,

CASEAにおいてαmax-αとなるU*の値 Uaは -αを

計算する (【付録 A】参照)｡次に,与えられた U の

値がU≦Uam -αの場合には CASEA,U>U:m -α
の場合にはCASEB と判定する.なお,U-0は

CASEAに属する｡

速度 〝串と摩擦係数′は以下のように計算する｡

(a) CASEAの場合には,指定された一組のパラメー

ター (α,a,U)に対 して,まず,式¢9)からαmaxを

決定し,次に式e8)からF(すなわちjRe*)を計算する｡

このようにして得られた αmaxとFを用いて式(lBlと式

e3)を数値積分すれば,速度u;とu;が求まるo
(b)CASEBの場合には,指定された一組のパラメー

ター (α,n,U)に対 して,まず,式銅からCを決
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定し,次に式(38)からF(すなわちjRe*)を計算する.
このようにして得られた CとFを用いて式銅を数値

積分すれば,速度u*が求まる｡

なお,内管が軸方向に運動している場合と静止して

いる場合(U-0)とのj7ee*の比jRe*/fRe*(U･-o)は式

銅と【付録 B】から,次式で計算される｡

fRe･/fRe･(U=.)-[1-(牽 諾 )U]n eg)

ク
ー

イ
ー

ハ
v

u
n

J

n

ク
】

■-

(
U

u

n
J
n

ク
ー

ー

▲U

Lun
J
n

0.5■

ち-圭 豊

ここで,αmaxは式¢9)75ゝら計算する.

2.4 速度分布と摩擦係数の計算結果と考察

Fig.3は環状部断面の速度分布に及ぼす流れの指数

〝の影響を半径比α-0.2,0.5,0.8の場合と内管の

相対速度 U--2.0,0,+2.0の場合をまとめて示し

たものである｡縦軸は u/um,横軸は半径方向の無次

元座標;であり,横軸の左端 ((-0)は内管表面,

1.0 0.5 70

号二王 豊

Fig.3 Effectofnonvelocityprofile

0.5●

;-一室 豊
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右端 ((-1)は外管表面を表す.プ甘-1はニュー トン

流体の場合に相当する｡図から,U が零または負の

場合には,nが1より小さい場合にはn-1の場合と

較べて最大速度が小さくなるが,nが1より大きい場

合には n-1の場合と較べて最大速度は大きくなる,

ことがわかる｡つまり,nが大きくなるにしたがい速

度分布は最大値がより大きい放物線となるが,nが小

さくなると環状部断面中央で平坦な分布を有する台

uJn
J
n

ク
ー

一U

0.5
●

ち-圭豊

形状の速度分布となる｡U が正 (tF-2)の場合には,
内管が流体を引っ張る効果の方が強いので速度分布は

直線的となり,とくにαが小さい場合 (α-0.2)を

除けば,nの影響は顕著にはみられないo

Fig･4は環状部断面の嘩度分布に及ぼす内管の相対

速度 U の影響を半径比α-0.2,0.5,0.8の場合と流

れの指数n-0.5,1.0,1.5の場合をまとめて示したも

のである｡縦軸と横軸はFig.3と同じである｡図か

0.5■
;-圭 豊

Fig.4 EffectofUonvelocityprofile

0.5
●

ち-圭豊
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ら,U が大きくなるにつれて内管が流体を引っ張る

効果が強 くなるので,速度分布はαやnの大きさに

かかわらず放物線状から直線状に変化していくことが

わかる｡

Fig.5は内管q)相対速度 tF-0の場合に摩擦係数

の流れの指数n(0.5≦n≦1.5)による変化をみるため

に,縦軸に fRe*,横軸に半径比 αをとって示 したも

のである.図から,nが一定の場合にはfRe*はα-1

で最大値をとり,nが増加するとj77e*の値も大きく

なることがわかる｡

Fig.6は内管が軸方向に運動している場合と静止し

ている場合 (U-0)とのfRe*q)比fRe*/fReでU*-o)

に及ぼす流れの指数 nと内管の相対速度 U の影響を

示したものである.式Cig)および図から明らかなように,

U が正の場合には縦軸の比j7ee*/jRe琶uy=o) は 1より

小さくなるが,Uが負の場合には逆の債向を示す.

また,げ の効果は〝が大きいほど強 くなる｡

3. むすび

内管が軸方向に運動する同心環状流路内を流れる非

ニュー トン流体の十分に発達 した層流の速度場を指数

I ■ I ■
U =0.0

n=1.0

一一一一一一一■-●____…ー_…ー_______n=_0_9___.
ノ一一一一 ･.n=08 '/

′一一一一~一■■■■●●●-=●●●■←■■-……… n=07n=0.6

■一■-日■■一一一一一一-.■- n=0.5

l ■★■
U=0.0

_.--------------------------n=-1.5------什=7.4
,l-,l-I-.-.-.---.-I
/' n_-7_3

--- n-12
■●■‥
_一一一一~一~一一一-一才

n=/7.1 n=1.0

0.5
α

(b)n≧1

Fig.5 fRe*vsαforU-0

法則 (power-law model)を用いて解析した｡流体の

速度分布と摩擦係数に及ぼす内管と外管の半径比 α,

流れの指数 nおよび内管の相対速度 U の影響を,パ

ラメータa,nおよび U の広い範囲にわたって明らか

にした｡
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【付録 A:CASEAにおいて αmax-αとなる場合】

式を朝こおいて αmax-αとおけば amax-αとなる場合の U の値 U;m拡-αが与えられた (α,n)に対して次式のよう
に計算される｡ 1

/:(r･-i);dr･
U:m 弧-α-[1芋 ･]

/alr･(距 誓)idE)dr･
また,式¢5)より次の関係が得られる.

j7ee三m-α-[2(1-α)r l
U ?a m芯-α

【付録B:U-0の場合の αmaxとfRe串の値コ

U-0の場合,速度ui*とu:は式(18)と式銅より次式のようになるO1
u;-Fn
1

u:-Fn
/ar健一∈)

/:(E一撃)
これらの式を式銅に代入すると次式が得られる｡1 1
/aa帖(響-E);d∈-/aL(上空)言d∈
この式を解けば,U-0の場合の αmaLXを決定することができる.

jRe'U･=｡の値は･式銅で U-0とおけば次式のように定まる.

jRe'U*=O-[2(1-α)] 州
(1-α2)

n-1(ニュー トン流体)の場合には,U-0の場合の αmaxとjRe*の値は,それぞれ次のようになる｡

n-1:αmax-
fRe*-

α2-11nα2
16(1-α)2

【付録 C:jRe*-0の場合の U の臨界値 U:r】

CASEBの場合には,fRe*-0の条件で U の臨界値 U:,が存在する.U:rの値は式銅と式鯛で,それぞれF-

0として決定することができる｡1
p--/al(守);dE

1

/:Y.(Ii(守);dE)dr･-1宇
これらの式よりCB を消去すると U:,が次式のように定まる｡

n-1:U:,-

n≠1:tCr-

α2-1

a21ile ]
1_α(-i)

ト[毒]･[す芝T][- α(3~忘)]


