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サンドイッチ板の曲げ ･自由振動解析
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BendingandFreeVibrationAnalysisofRectangularSandwichPlate畠

by
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Kol扉MORIMOTO***andTakanoriSAJI****

Inthispaper,adiscretemethodforanalyzingtheproblemsofbendingandfreevibrationofsandwicll

platesisproposed.Bytransformingthedifferentialequationsintointegralequationsandapplyingthe

numericalintegration,thediscretesolutionscanbeobtained.

ThecharacteristicequationofthefreevibrationisderivedbyapplyingtheGreenfunctionwhichisob-

tainedasadiscretesolutionofdifferentialequationsgovernlngtheflexuralbehaviorofthesandwich

platesundertheactionofaconcentratedload.Byapplyingthecharacteristicequation,thebehaviorofthe

freevibrationofthesandwichplatescanbeanalyzedefficientlywithoutacalculationbytrialanderror

method.

1. 緒 論

近年,高性能の高張力鋼材や,軽量,高強度の

FRP(FiberReinforcedPlastics)の開発によって,構

造物の薄肉軽量化が一層進むにつれ,多分野において

サン ドイッチ板などの複合板の需要が増えている｡サ

ン ドイッチ板とは,軽量性などに優れたハニカムなど

の材料を心材 (Core)として用い,その上下を耐荷能

力のある表面材 (FacePhde)で挟んだ形状の板のこ

とで,軽量性や経済性などに優れている｡

しかしプラスチック材などをFacePlateに持つサン

ドイッチ板は,その強さの割に弾性率が小さいため

(FRP の場合,約1000[kg/mm2])曲げ剛性の低さが

問題とされる場合が多い｡また,サン ドイッチ板は建

築物の構造要素としても使用されており,その材料の

固有振動数を明らかにすることは,防振などの観点よ

り必要となってくる｡

そこで本研究においては,サン ドイッチ板の曲げお

よび振動解析法として,基礎微分方程式に基づいて直

接的に解析を行う離散化手法を提示するとともに,そ

の曲げ挙動,自由振動性状を解析し,これらに関する

数値的データをとりまとめたものである｡

2. サンドイッチ板の曲げ解析

2.1 基礎微分方程式

Fig.1 サン ドイッチ板
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Fig.1に示すサン ドイッチ板のせん断力を 0,,Qx,

ねじりモーメン トを Mx,,曲げモーメン トを M,,Mx,

たわみ角を0,,Ox,たわみをuJ,面内の変位をV,u,面

内力をNx,,N,,Nx とすれば基礎微分方程式は式 (21a)

～式 (2-m)のようになる｡
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ここに,

E:弾性係数

G:せん断弾性係数

ts-i/1.2:1.2はせん断弾性係数に関する等価係数

iJ:ポアソン比

D-Et3/[12(1-リ2)]:板の曲げ剛性

F-Et/(1-L･2)

2.2 離散的近似解

サン ドイッチ板の基礎微分方程式における断面力お

よび変形量 0,,Qx,Mq,M,,Mx,0,,Ox,W,V,u,Nx,,N,,

Nxに次の無次元量
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を導入して無次元化を行った後,基礎微分方程式の積

分方程式への変換と近似解法との応用により任意の離

散点 (i,j)における離散解 Xp拍 -1-13)は次のよ

うに整理される｡

xPl,A-t=Blfkf.βt･kAPt[Xiko-Xthj(1-∂ik)]

･l=iopjlBbt[Xtol- Xtil(1-∂jl)]

･kf.l=泉βikPjlCptklXikl(1-∂ikajl))
i )

-k晃l=Z｡βikP,･lA適kl

ここ に,

i-1,2,･･･,m, j-1,2,･･･,n

Pik-αik/m, βjl-ajl/n

･ik-(::Sfk≡Z;lt-I;, ajl-(

0.5(l-0,j)
1.0(l≠0,i)

ところで,領域 [i,Jlを最小領域 [1,1]から始めて,順

次領域を拡大しつつ,各領域の主要点の諸量Xpl)･を式

(2-n)より求め,これを次の領域の内部従属点の諸

量 Xpklとして式(2-甥)の右辺に逐次代入していけば,

各領域の内部従属点の諸量はすべて消去され,結局任

意の領域 [i,jlの主要点 (i,j)における諸量 Xptjはこの

領域の境界従属点 (A,0),(0,i)における諸量 X,kO

(r-1,3,4,6,7,8,9,10,ll,12),Xsol(S-2,3,5,6,7,8,9,

10,ll,13)のみによってあらわされることになり,吹

式のように整理される｡

10 i i

xhl･=d妄1(k晃 alpl,.kdXrko+l=Z:.a2桝Xsol)+qplj
(2-0)

この式中に含まれる境界従属点の10個ずつの諸量‰ O,

Xsolはいわゆる積分定数であり,境界条件によって決

定されるべきものである｡また,任意の領域 [i,j]の

主要点における諸量 Xblj･を,この領域の境界従属点

における諸量XrkO,Xs0日こ関係づける係数 alpl)pkd,aZptj･M
は,伝達マ トリックス法における格間伝達マ トリック

スに相当するもりである｡

3.サンドイッチ板の自由振動解析

3.1 運動方程式と境界積分方程式

非減衰自由振動をするサン ドイッチ板の運動方程式

紘,式 く(2-a)の横荷重強度 として単位面積辺 りの慣

性力をとればよく,次式のようになる｡
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警 ･祭 璃 諾

ここに,/再ま材料の密度であり,ptは単位面債の質

量, ∂2W /∂t2は加速度を意味する.この非減衰自由振

動の場合,時間と断面力,変形の関係は調和振動を行

うという前提の下に,次式を得る｡

警 ･祭 -ptw 2W (3-a)

式 (3ra)と式 (2-b)～式 (2-m )がサン ドイッチ板

の振動に関する運動方程式 となる.求 (3-a)の両辺

にii･(基本解のたわみ)を乗 じ,これをサン ドイッチ

板の全領域にわたって積分した次式をもとに定式化す

る｡

/.b/.a(pta2W)adxdy-/.b/.a(響+普 )uxdy

上式を2重積分 して,順次展開してまとめると式 (3

-b)のような境界横分方程式を得る｡

a (T o , E o)-/01/.1両 4紬 ()G (り O, go,相 dTd∈
(3- b)

ここに

G(ヮO,Co,?,() :たわみのグリーン関数

(りO,Eo) :単位集中荷重の載荷点

(ヮ,() :積分点

式 (3-∂)に等間隔の数値積分を適用 して,整理する

と次式を得る｡

BooWooooIK BoIWoooI BmnWoomn

BoIWolOO BoIWolOl-K -･ BmnWolmn

BooWmnoo BoIWmno1 - BmnWm nm n '-K

-0

(3-C)

ここで,

K-1/14

)2-wa2ノ両 :固有値

Blj･-PmiPnj

Wmnkl-G(m,n,k,l)

上式を満足する12が求めるべき固有値である｡

3.2 グリーン関数の導出

基本解は,サン ドイッチ板に単位集中荷重が作用し

た場合のサン ドイッチ板全体のたわみのことであり,

式 (2-a)～式 (2-m)の板の曲げに関する基礎式の

うち,式 (2-a)を式 (31d)とすればよいO

警 ･祭 -28(x-xo)ab-yo) (3-d)

なお,振動の運動方程式と区別するために,基本解の
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諸量を0,,Qx,Mx,,M,,Mx,0,Ox,軌 b,il,Nx,,N,,Nxと

する｡曲げ解析の場合と同様に,無次元化した後,塞

理すると次式となる｡

xpl,I-t=El(kf.pikApi[Xtko-Xik,(1-∂ik)]

･l=iopjlBptlXiol-Xtil(1-ajl)]

･kf.l=i:.pikPjlCptklXtkl(i-∂ikajl))

aP

1-L'2)
u(i-io)uOLjo) (31e)

ここで utま単位階段荷重である.

4.積分定数と境界条件

基礎微分方程式 (2-a)～ (2-m)に含まれる積分

定数 X,kO,Xsolは,具体的には,それぞれサン ドイッ

チ板のy-0,x-0なる辺上における断面力および変形

を表す｡各等分割点において合計10個づつの債分定数

が存在するが,サン ドイッチ板の境界辺の支持条件に

応じて,これらの中のいずれか5個の積分定数は,既

知である｡残 りの 5個の未知なる積分定数は,〟-α,
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Fig.4 対辺単純支持他固定支持サン ドイッチ板

y-bの各辺の境界条件によって決定される｡Figs.2

-4に,各々,四辺単純支持,四辺固定支持,対辺単

純支持他対辺固定支持の全体を対象とした積分定数と

境界条件を示 している｡各図において,隅角点におけ

る積分定数及び境界条件は,口で囲まれている｡なお,

隅角点における積分定数および境界条件は,その隅角

点において2境界辺上での諸量問の関係を考慮 して定

められる｡

5.解析結果

曲げ解析では,種々の境界条件を有する正方形サン

ドイッチ板に等分布荷重が満載された場合の断面力お

よび変形に関する解析結果を,また自由振動解析にお

いては,固有値および固有モー ドを示す｡

5.1 曲げ解析

解析は分割数m-n-12,Face-Plateの板厚 tと弾

性係数Eを一定として行った｡

Tables1-3は,Gc/Eを 10~2-0と変化させたと

きの,同表に示す図の位置での各諸量の本解析解をま

とめたものである｡本解析法の数値解の精度を検証す

るために,Coreのせん断弾性係数 Gcをパラメータと

したときのGc/E-0として Coreの影響を無視 し,サ

ン ドイッチ板を矩形板と見なして,既往の近似解1)と

比較 した結果,いずれの境界条件においてもほぼ一致

していることがわかる｡

Figs.5-7はy-a/2の位置でのx軸上のたわみを

示 したものである.縦軸にたわみの無次元量Dw/qa4

を,横軸にx軸での位置を示 している.Coreのせん

断弾性係数が大きくなるに従い剛性も大きくなり,

Gc/Eが 10-6- 10-5程度からCoreの影響が顕著に現

れはじめ,変形が小さくなることが確認できる｡

Table1 4辺単純支持サン ドイッチ板の数値解析解

Gc/β.-Qy/qa MCy/qa2_ MJqa.2. W/qa4/D NC/ia
_.10-2 d.336 -0.0156■0.000025 0.000005 -0.1936

10-3 0.337 0.00078 0.00025 0.000029 _0.1927

10-4 0.337 0.00251 0.OP231 0.000253 -0.1845

10-5 ~0.337 _0.01374 0.01805 0.001649 _0.1215

10-6 0.337° -0.08216 0.04187__0.003555 -0.0263

_0 0.337_ -0.03469 0.04843 0.004071 0.0

N.A.S:Navier'SAn alyticalSolutionl)

Table2 4辺固定支持サン ドイッチ板の数値解析解

Gc/a Qy/qa My/qa2 MJqa2 W/qa4/D NaJqa
10--2 0.348 -0.00215 ⊥0.00095 0.000005 -0.1125

10⊥3 0.356 -0.00611 0.00018 -■0.000027 _0.1066

10-4 0.363 ⊥0.01773 0.00229 0.000201 _0.0946

10-5 0.404 -0.03931 0.01391 0.000827 -0.0426

10-6 0.43? _0.05011. 0.02234 0.001206 -0.0063

0 0.437 -0.05188 _.0.02382 0.001207 0.0

T.A.S:Timoshenko'sAnalyticalSolutionl)
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Table3 対辺単純支持他対辺固定支持サン ドイッチ板の数値解析解

Gc/E Qy/qa Myl/qa2 My2/qa2 MC/qa2 W/qa4/D NJqa

10-2 0.366 -0.00077 _0.00231 -0.000214 0.000006 -0.1971

10-3 0.355- 0.00022 -0.00639 0.000230 0.000028 -0.2065

10-4 0.382 0.00251 _0.01919 0.002112 0.000224 -0.1792

10-.5 0.455 0.01760 -0.04790 0.012930 0.001092 -0.0856

10-6 0.507 0.03156 -0.06684 0.022760 0.001780 -0.0138

0 0.516 0.03433 -0.07040 0.024711 0.001913 0.0

0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

0.0035

0.004

0.0045

欝

T.A.S:Timoshenko'sAnalyticalSolution1)
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Fig.5 4辺単純支持サン ドイッチ板のたわみ
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Fig.6 4辺固定支持サン ドイッチ板のたわみ
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蝿,W,Nr

欝

Fig.7 対辺単純支持他対辺固定支持サン ドイッチ

板のたわみ

5.2 自由振動解析

曲げ解析と同様に分割数 m-n-12,Face-Plate

の板厚 tと弾性係数Eを一定として解析を行った｡

Tables4-6はGc/Eを変化させたときのサン ドイ

ツチ板 (リ-0.3,h/i-5)の 1次～6次までの振動モー

ドの固有値を示したものである｡同表には,本解析法

の精度確認のため,Gc/E-0としたときの固有値を既

往の近似解2)･3)･4)と比較している｡

Fig.8は4辺単純支持サン ドイッチ板の固有値曲線

を示したもので縦軸に固有値を,横軸にGc/Eをとっ

たものである｡Fig.9はGc/E-10-5の時の4辺単純

支持サン ドイッチ板の 1次～6次の振動モー ドであ

る｡同様にFigs.10,11は4辺固定支持サン ドイッチ

板の固有値曲線および振動モー ド,Figs.12,13は対辺

単純支持他対辺固定支持サン ドイッチ板の固有値曲線

および振動モー ドである｡これから3種類の境界条件
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Table4 4辺単純支持サン ドイッチ板の固有値

Gc/E 1stmode ､2ndmode 3rdmode 4thmode 5t.hmode 6thmode

10-2 , 510.59 864.43 864.43 ll_13.0 _1284.0 .1284.0

10-3 225.98 -367.86. 367.88 470.48 542.31 542.39

10--4 77.429 130.49◆ 130̀49 . 173.17 205.52 205.52

10-5 31.049 63.904 63.409 95.708 121.94 121.94

10一一6 21.332 52.698: 52.698 84.015 110.04 110.04

i-d -19.'961 51.301 51.301 82.612 108.64. 108.64

Table5 4辺固定支持サン ドイッチ板の固有値

Gc/E 1stmode 2ndmode 3rdmode 4thmode 5thmode 6thmode

1(一一2 546.47 878.22 878.36 1126.5 1297.2 1299.0

10-3 236.85 382.50 382.50 489.04 565.32 565.46

10-4 87.988 148.85 148.85 197.15 236.48 236_.64

10-5 45.013 87.862 87.863 126.03 160.85 161.41

10-6 37.644 78.860 78.861 116.25 150.97 151.67

0 36.723 77.790 77.790 115.ll 149.83 150.55

Y.A.S 35.99 73.41■ 73.41~ 108.27 131.64 132.25.

Y.A.S:Young'sAnalyticalSolution3)

Table6 対辺単純支持他対辺固定支持サン ドイッチ板の固有値

Gc/E 1stmode 2ndmode 3rdmode 4tbmode 5thmode 6thmode

10-2 524.38 867.53■ 874.17 1119.3 1285.3 1296.4

10-3 231.04 .370.70 379.79 479.58 544.10 563.36

10-4 82.863 .134.00 _145.67 185.521: 208.00 234.35

10-5 38.626 68.683 84.083 111.79 125.12 ･158.60

.10-6 30.532 58.056 74.880 101.29 113.42 148.73

0 29.488 46.750 - 73.782 100.05 112.05 147.59

L.A.S 28.946 54.743 69.320 94.584 102.21 129.09

L.A.S:Leissa'sAnalyticalSolution4)
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-810-7 10~6 10~4GcIF53 1012 lo一l 1

Fig.8 Gc/Eの変化による固有地 (4辺単純支持)
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Fig.9 4辺単純支持の振動モー ド
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Fig.10 Gc/Eの変化による固有地 (4辺固定支持)
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Fig.ll 4辺固定支持の振動モー ド
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-810~7 10-6 10~4GcIFk3 10-2 loll 1

Fig.12 Gc/Eの変化による固有値

(対辺単純支持他対辺固定支持)
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では,いずれの場合においても一様にCoreのせん断

弾性係数が大きいほど固有値も大きくなることがわか

る.特に,Gc/Eの値が10~3- 1014のときに固有値の

値が大きく変化している｡

6.まとめ

基礎微分方程式の離散解に基づく解析法により,サ

ン ドイッチ板の曲げおよび自由振動性状を直接的に解

析できる手法を提示した｡

曲げ解析においては,Gc/Eの値が大きくなると曲

げ剛性が大きくなりたわ泉が減少することがわかっ

た｡

自由振動解析においては,単板構造と比較すると固

有値の値が大きくなり,Gc/Eが10~3- 10L4の間にお

いて固有値の値が大きく変化することを確認した｡
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