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Abstract

Present authors discussed the rolling motion of an axially-symmetric rigid body such

as a sphere or a column on an inclined plane with an initial angular velocity and no initial

velocity of center of gravity in detail. The body rotates, slides, or both according to the

relations among the coefficient of kinematic friction μ′, that of static friction μ and

an inclined angle.

In this paper, we also showed the definition of kinematic frictional force F = μ′N is

of no significance in some cases under the condition μ′> μ.

§1はじめに

斜面上を球や円柱などの軸対称物体が静止摩擦力を受けて下る運動は,大学初年級

のいろいろな教科書に記載されている.しかし軸対称物体に回転を与えて,斜面上に

静かに置いた場合の運動をすべて統一的に扱った例はあまりみられない.

本箱では軸対称物体に初角速度W。を与え,重心の初速度vn - 0で,傾角0の斜面

上に静かに置いた場合のころがり運動を詳細に調べ,図式化することを試みる.

一方,アルミニウムどうLでは動摩擦係数p'が静止摩擦係数pより大きいことが

知られている1)のでII >fJLを中心にして運動のようす及び動摩擦力の問題点を調べ

る.
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§ 2準備と運動方程式系

座標系及び記号は図1のようにx軸を

斜面に沿って上向きを正に取る.また球や

円柱など軸対称物体の半径をi,質量を

Mとし,重心の速度(x成分)をV,塞

心のまわりの回転の角速度をW (図1の

ような回転の方向を正とする),重心を通

る回転軸のまわりの慣性モーメントをIと

する.そして面からは静止摩擦力

F,-F。iまたは動摩擦力F-F才を受
・→ →

けるものとする.さらに面からの垂直抗力

PJE
> →

静止摩擦力Fs (または動摩擦力F)を受け
て,球が斜面を運動する場合の座標の取り方
を示す.斜面上向きをx軸の正方向に取り,

また回転の正の方向は図に示すように取る.
>

をN-N子とする.

まず摩擦に関するクーロンの法則〟≧吾であるが,鵬鮮はr力判2,・の中で・
球状物体では,球をn正多角形の辺の数が非常に大きい場合とみなして,このn正

多角形が斜面に静止している場合の静止摩擦係数の議論をしているfl >flの場合

でも,仮に静止摩擦係数が定義できるとして,静止摩擦力がはたらく条件として,こ

れまでのクーロンの法則が成り立つと仮定する.

・≧吾(2-1)

ここでN-MgcosO, Fs-
/MqsinO
I+Ma2

である.

そこで軸対称物体が転がる場合は(2-1)から静止摩擦力F7がはたらく条件として

〟(1+孝) ≧tanβ (2-2)

となる.

さて動摩擦力F-Fiがはたらくとき,物体と斜面との接点が滑る速度u (x成分)

が負の場合と正の場合にわけて運動を調べてみる.いずれの場合も方程式は

M^--F-Mgsin6

at

0-N-Mgcos6

・do)
I-df--aダ

u-v-a(d

f¥-iiMgcos6,F-fiN(請)

(2-3)
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で与えられu<0の場合には,これは次のようになる.

dv dco

dt αdtat

aF

一丁, u=v-aco

-IT-ォi+掌-〟 F-11Mgcos6
du

at

(2-4)
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ここで重心の加速度をα1 ≡ g(fi cos6-sin6)とし,また滑りの加速度を

・1-a,・掌(Fa+㌢ -9cosO¥f/[1+掌)-tan<9[ (2-5)
と定義する. (2-4)の解は

V-CLJ+vq, o)-一手+coo, u ΩJ+uq-Ωxt+vQ-acoQ (2-6)

となる.ただしV, (x), Uのt-0での初期値をそれぞれv。(-0), (oQ,として

いる.

このとき

Ω1≦0の条件は

αl≦0の条件は

〟 1+掌)≦tan<9 (2-7)
FE'≦ tan 6 (2-8)

となる.

ところで条件(2-1)はfl>flの場合には,質点が静止した状態(f/-0)から

動き出さない条件でもある.しかしV >V-の場合は,質点が動き出さない条件のす

べてではない.質点が静止した状態(w-0)をそのまま保つ条件は(2-3),または

(2-4)より

p'≧tan9

となる.したがってfj, >11の場合は,静止摩擦力のはたらく傾角Oの範囲を(2-2)

の他に

FL'≧tan6>p. (1+掌)
と拡張する.

またu-0となる時刻をtuとすると(2-5), (2-6)より

L- ao)0 - acoc

Ω 9{fiXl+Ma2/I)cos 0- sin 6}

でありa)-0となる時刻をtuとすると(2-4), (2-5)より

to-

となる.

I(oo _ I(oo

Fa iアMga cos 9

(2-9)

(2-10)

(2-ll)
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α1>0では
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aC<>0 - (jOc

壁
/

=tw

が成り立つのでL<Lとなる.さらにa,-0ではt,,-t,. α1<0ではL>t,.とな

る.すなわち,

αl>0ならばL<L

a,-0ならばt,,-t,.

αl<0ならばL>L

である.

一方, u>0の場合は(2-3)より

dv
--一g(fi cos6+sin6) …a2
at

dco aF

-ニーT u v-aco,F--fiMgcos9dt

窓-JV亨-G
du

at

となる.ここでα2, Ω2は(2-13)で定義し,常にα2<0であり,さらに

・2 - a2+掌- -|」G/coso+sin<9)+ liaMgcos 6

である.

また, (2-13)の解は

a2t+v。2, u - Ω2t+U。2, 0) -一争+CO。2

<0

(2-12)

(2-13)

(2-14)

となる.ただしvo2, u02サ(002はt-0におけるV, U, (Dの初期値である.

さて密度の均質な球や球殻,円盤,円柱,円輪など軸対称の物体では,その軸のま

ゎりの慣性モーメントIL:対して掌≧1であるから. (2-9)の条件は

・′ >n[ 1+掌) ≧2fi (2-15)
となる.均質な物体ではFL'≧2〟の場合はほとんどあり得ないが,密度が均一でない

物体では(2-15)が成り立つ可能性はある.そこで,次項ではH >//の場合を中心

iこして

・.L・主^J(^-,

p,,〟(l・掌)
の2つの場合について調べることにする.

(2-16)

(2-17)



軸対称物体の運動と動摩擦力の問題点について 283

§ 3摩擦力のもとでの軸対称物体の運動とその検討

初期条件より滑りの初速度はun-vn-acon- -acon<0であるから,方程式系

(2-4)を用いる.

・I)# ≦n[l+掌)の場合について

まず(2-4)で定義される,滑りの加速度ΩIの符号によって2つに分けて議論する

ことにしよう.

(i)Ω1≦0の場合

u-Ωxt-a(x)<0が常に成立しているので,条件(2-2)には関係なく,動摩擦力

はxの正方向にはたらく.逆にいえば,動摩擦力は球の斜面に対する滑りをさまた

げる方向にはたらくにも拘わらず,滑りの大きさは絶えず増加する.

〟.≦Oの条件は(2-7)よりFE'(1+掌) ≦tanβである.したがって当然,

fi<tan6であるから, (2-8)より重心の加速度はα.<0となる.このとき

V-αi*<0,すなわち重心の位置は斜面を下がっていくことがわかる.また回転の

角速度Wは(2-ll)より,時刻twでW-0となり,回転は止まる.その後はW<0

なので今までとは逆に回転を始める.すなわち重心は常に斜面を下りながら,回転は

初めは斜面を登る方向に回転(<サ>0)し,時刻tw以降では負に回転(co<0)す

る.この運動の様子を図2に示す.

図2

Ω1 < 0の場合の運動の様子.動摩擦力は常にxの正方向にはたらきながらも,初め回転は
正に回転し,次に時刻tu以降では負に回転する.

ここでの条件p'(1+掌) ≦tanoは11 <IIの場合だけでなくII >IIの場合

にも起こりうる.さらにはII >fl (1+掌) の場合にも起こりうる.また(2-2)

の条件でも起こりうる.したがってΩ,≦0の場合の結論はp'

満たすかぎり成り立つといえよう.
(1+掌) ≦tanβを
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(ii) Ω1>0の場合

この条件は〝 1+孝)
>tanβであるが,さらに重心の加速度α1の符号によっ

て3つに分けて考えてみる.

(A) α1>0の場合

これに対する条件は(2-8)より

Ai+掌>it >tanG
である.

[1 >fj.の場合には

n[1+掌>//(1+掌),〟′>tan6

(3-1)

(3-2)

となる.

一方fl >flの場合には, ①jll >fi>tan6と②li >tanO>iiの2つの場合が

考えられる.

(Bの場合は

・t( 1+掌) >〝>tanβ

である.

②の場合は, (2-16)より

〟(l・掌) ≧li >tan6>11

となる.いずれにしても条件(2-2)の〝(1+(1+掌)->

降では静止摩擦力Fsの下での運動となる

(3-3)

(3-4)

≧tanβを満たすのでu-0以

すなわち,運動を調べるとv-alt>0であり, (2-12)の時刻tw-告でW-0
となり, (2-9)の時刻tuでu-0となる.ここで(2-ll)よりL<Lである.

したがって,まず初めはv>0, co>0, w<0であるから,物体は斜面からxの

正方向に動摩擦力を受けて正に回転しながら重心も斜面を登る.しかし,時刻tuで
>

滑りが止まり,その後は静止摩擦力Fsの下での運動となる.

tu以降ではtの代わりにt′ニトtuで定義されるt′を用いると

vu…vUu)-v(t′-0)-axtu>0

であり,また

wu…w(0 -00(t′-0)
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とおけば, uu…u{tu)-vu-acou-0であるからwu-且>oとなる.したがって,
a

物体の運動はt′-0でa)u>0, vu>0, uu-0の初期条件の下で,静止摩擦力を受

けて斜面上を回転する運動となる.

図1と同じ座標の取り方をして, t′≧0でも今までと同じ記号U, CO, Vを用いると,

(2-6)より

Ma gsin6
v-

Ma'+I t′+VU, o)

が得られる.

したがって,物体はさらに時刻tニ-

Mag sin 6

Ma'+I
t′+o)u, Fs -

a>u(Maz+D

Mag sin 6

IMg sin 6

Ma'+I
(3-5)

-t二まで斜面を登り,そこで

v-ac0-0となり,その後は§2と全く同じ運動をして,転がりながら下る.この

連動の様子を図3に示す.

t-tu v--by, i Cfcj

図3

Ω1 > 0でα1 > 0の場合の運動の様子. xの正方向に動摩擦力を受けて,初めは正に回転

しながら重心も登る.次に時刻tuで滑りはなくなる.それ以降では静止摩擦力の下での運動
となり,時刻L+tこで回転が止まるまで登り,その後は転がりながら下る運動となる.

(B) α.-0の場合

〟 >〟′の場合には

tl[1+孝><1+掌)>//-tan6
である.

fi<Uの場合には

・/ 1+掌)>//-tanG
であり,さらに〝 (1+掌) ≧II >flの条件を用いると結局,

(3-6)
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・/(l+掌>tl¥ 1+掌)≧〟′-tan6>fi (3-7)

となる.いずれにしても静止摩擦力がはたらく条件(2-2)を満足する.

重心の加速度a,-0の場合は(2-6)よりV-0であるから,初めのうちは重心は

斜面を止まったままである.時刻tuでW-0となり,時刻tuでu-V-ac0-0と

なる.このとき(2-12)よりL-Lである.したがって,時亥uuまでは物体の重心

は斜面に止まったままである.すなわち初め,物体は斜面からxの正方向に動摩擦

力を受けながら斜面を登る方向に正に回転しているが,物体の重心は斜面の一点に止

まったままである.それから時刻tuで0, a)-0, u-0となり,それ以降では
===〇

静止摩擦力Fsの下での運動となり, § 2と同じ運動をする.

(C) αl<0の場合

fl >flの場合には条件は

〟(.+掌>// 1+掌>tanG>/i
となる.

U-<Vの場合にはp

る.
(1+掌)

(3-8)

≧fj, >Vであるから次の2つの場合が考えられ

4i+掌>n[1+掌>tano>ii (3-9)

・'(l+掌>tan6>〟(1+掌>サ'(3-10)
(3-9)の場合は静止摩擦力がはたらく条件(2-2)を満足するので運動は次のよう

になる.

重心の速度は常に負(V-α,*<o)であり, (2-ll)の時航-忠でW-0と

なる・さらに(2-10)の時亥蟻-晋でu-0となる・ここで(2-12)よりt,,>L

である.

したがって初めのうちはv<0, co>0, w<0であるので,物体は斜面からxの

正方向に動摩擦力を受けながら斜面を登ろうと正に回転しているが,物体の重心は斜

面を下がる.次に時刻twで回転は止まり, tw以降の時刻ではv<0, 0)<0, w<0

となる.動摩擦力はやはりxの正方向にはたらき,物体は負に回転を始めるが重心

はやはり斜面を下がっていく.さらに時刻tuではu-0となり,それ以降では物体

は静止摩擦力F石の下での運動となる.ここでも, t′ニトtuなるt′を用いると
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t′-Oでの初期条件は

vu…!/(0-v(t′-0)-αL<0
!ォ・ォ

wu…a>(0-a)(t′-o)-旦<O

a
である.

tu以降の運動方程式系の解は(3-5)と同じである.すなわち,初期条件として重

心に初速度vuC<0,斜面を下る方向)と回転の初角速度couォ0,斜面を下る方向)

を与えた場合と同じで,解は次のようになる.

Ma 9sin6
V=a(d=

F*-
IMg sin 6

I+ Mcl

I+Ma2
t′+vu

この連動の全体の様子を図4に示す.

(3-ll)

図4

Ω1 >0でα1 < 0の場合の運動する様子. xの正方向に動摩擦力を受けて,正に回転する
が,重心は下がっていく.そして時刻tw以降では回転も負になる.さらに時刻tuでは滑りも
止まる.それ以降は静止摩擦力を受けて,負の重心初速度をもって斜面を転がり下る運動とな
る.

(3-10)の場合は(2-5), (2-6)より, u-Ωlt-aWoであるからt-0付近では

u<0である.すなわちu<0が成り立つ時間では動摩擦力はxの正方向にはたら

く・その後(2-10)より・時刻tu-晋でu-0となる・この剛は動摩擦力はは

たらかずに静止摩擦力がはたらくと考えられる.しかし条件tanβ>〟 (1+掌)
を満足しているから,次に動き出した瞬間,球と斜面の接点に滑り(またはずれ)が

生じて,動摩擦力がはたらくことになる.そこで(3-10)の場合について時亥uu以

降の運動を詳しく検討してみることにする.

この場合は傾角0が摩擦角より大きいことを考慮に入れて時刻tu以降では動摩擦

力は静止摩擦力と同じ方向にはたらくと考えてみよう.静止摩擦力は常にxの正の

方向にはたらくので運動方程式系は(2-4)となる.時刻tu以降ではtの代わりに

t′-t-Lを用いる.
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(2-4)の解(2-6)よりu-Ωlt′>0となり,結果として動摩擦力はxの負の方

向にはたらくことがわかる.そこで方程式(2-13)を用いねばならず,その解(2-14)

からu-Ω2t′<0となり,また動摩擦力はxの正の方向にはたらくことになる.す

なわちt′-o(*-Oの直後では動摩擦力は正と負の両方向にはたらくことになり,

数学的には動摩擦力は零を意味する.そこで動摩擦力がはたらかないのであれば静止

摩擦力がはたらくであろう.しかし,条件tanO>ii (1+孝) を満足するから静

止摩擦力でなく動摩擦力がはたらくことになる.したがって,これらのことがらは矛

盾している.

そこで,初めにu<0であり,次にu-0となったこと,さらに順序としてu>0

になることが予想される.そこでこの予想にしたがってu-0の後では動摩擦力はx

の負の方向にはたらくとして. (2-13)が成り立つと考えてみる.この場合も時刻tu

以降では(2-14)よりu-Qd′<0となり,動摩擦力はxの正の方向にはたらくこ

とになる.したがってまた方程式系(2-4)を用いねばならなくなり,これらの事情

は上記の議論と同じことを繰り返すことになる.すなわち,結果として動摩擦力でも

静止摩擦力でもはたらくとすると身盾をきたす.しかし,このことは事実と反するで

あろう.

したがって結論としてfi >}iの場合には条件(3-10),すなわち

・/ 1+掌>tano>fi[1+掌)>/*'
では動摩擦力の式JFl -〟!Nが意味を持たなくなる.この結果はまた,条件(2-7),

(2-8), (2-9)にかかわりなく成り立つ.青い換えれば(3-10)の条件はあり得ない

ことになる.しかし(3-10)の条件はある物質では満足する場合もあり得るのではな

いだろうか.例えば,文献1によるとアルミニウムどうLではl」-1.4, n-1.05で

あるが,工夫をすれば条件(3-10)が満足できるのではないだろうか.またそのとき,

このような物質では斜面でどのような運動をするのであろうか興味深い.

・n)サ'>〟(1+孝)の場合について

次に〟′>v( 1+掌) の場合について調べる.これまでと同様, (2-7)の滑りの

加速度Ω1の符号で2つに分けるが, Ω1≦0の場合は, §3-(I)の(i)の結論が

そのまま成り立つのでΩ1 >0の場合,すなわち〟′

をαlの符号で次の3つに分けて検討する.
(1+掌) > tanβの下での運動
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(D) α1>0の場合

このとき
・/(l+

>tan6>fi

Mal

子
)
>//>tan6であるから, ①//>〟

Me- ,
の2つの場合を考えてみる.
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(1+掌>tan6,

①の場合は条件(2-2)を満足するから, §3-(I)の(ii)-(A)の結論がそのま

まあてはまる.

②の場合は(2-10)のtuでu-0となり, (2-ll)のtuでW-0となる.また同じ

く(2-12)よりt,.<Lであり,時刻tu以降では静止摩擦力の下での運動となり,

(3-5)にしたがって運動する.

(E) α.-0の場合

このとき/4i+掌)>*'-tan6であるからII tan6>11[1+掌)と

なる.そこで時刻tuでt0-0, u-0となり,それ以降ではすべて初速度なしで

(3-5)にしたがって運動する.

(ド) α1<0の場合

この場合はa'(i+掌)
>tan6>fiであり,さらに(2-17)を使えば

・/ 1+掌J>tanG>//>//(1+掌) (3-12)

となる.したがってこの場合も(2-10)から時刻tuでu-0となる.また(2-ll)

から時刻tuでW-0となる.また(2-12)よりL<Lでもある.

さて時刻tu以降の運動であるが, F>0とすれば,その解からu-Ωt>0とな

る.そこでF>0と取るのが正しく,その場合の解はu-Ω>t<0となり,また

F<0と取らねばならなくなり,矛盾をきたす.したがって§3-(I)の(ii)-(C)

の(3-10)式の議論がこの場合もそのままあてはまる.すなわち,この場合も

F -fi′Nは意味を持たなくなる.

§4まとめ

1.球や円柱などの軸対称物体を斜面を登る方向に回転(正の回転)させて静かに置

いた場合の運動は以下のようになる.
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①//(l+掌) ≦ tano<D場合

動摩擦力は常にxの正の方向にはたらき,接点は滑りながら重心は常に斜面を

下って動く.回転は最初は正であるが,時刻tw-

なる. (図2)

Iwo

li'Mga cos 6
以降は負の回転と

②[x >tan6の場合

初めはxの正の方向に動摩擦力を受けて正に回転し,滑りながら重心も斜面を

登って行く.しかし時刻lu-
ado

gt〟′(l十Ma2//)cos 6- sin tf}
で物体と斜面との接

点の滑りが止まり,その後は静止摩擦力の下での運動となる.すなわち重心は初速

度vu-9(// cos6-sin6)tuで,さらに時刻tu+
cou (Ma2 + I)

Mga sin 6
まで斜面を上りつ

め,この時刻で重心の速度も回転の角速度もともに零となり,以降は静止摩擦力を

受けて,単に斜面に物体を置いただけの運動と等しくなる. (図3)

③H -tanOの場合

初めはxの正の方向に動摩擦力を受けて正に回転するが重心は止まったままで

動かない.そして時刻t,.t-L-
too

liMga cos 6
で滑りと回転が止まり,その後は

静止摩擦力を受けた単に斜面に物体を置いただけの運動と等しくなる.

㊨'(
n'(i+掌)>tand>ilの場合

初めはxの正の方向に動摩擦力を受けて正に回転するが,重心は斜面を下がっ

て行く.時刻tw-
Zwo

[iMga cos 0
で回転はいったん止まり,その後は負の回転をす

る.物体はなおも動摩擦力を受けながら斜面を滑りながら下っていくが,時刻

tu=
ado

gi/iXl+Ma*//)cos e- sin O}
で滑りは止まり,その後は重心の速度

vX< 0)で静止摩擦力を受けた斜面上の運動となる. (図4 )

2.動摩擦力の問題点について

〟 >v'では動摩擦力と面の垂直抗力との関係F-ti'N¥こ問題は生じない.しかし
=コ

fJL >flの場合では,静止摩擦力のはたらく範囲をp'≧ tanO >fi (1+掌)まで拡
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張したが, 〟(1+掌)
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が摩擦角より大きい場合には,滑りの速度が零になった時

刻以降では,面からの動摩擦力F¥ -n'Nは意味を持たなくなる.
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