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付録 最適レギュレータ 

 

１．変分法（variational calculus） 

 

 図１に示すように，対象とする時間を t = 0 から T までとし， 

0
( , )

T

I F x x d t           (1) 

という評価関数を定義する。 xは時間微分を表す。このとき，I が最小となるような最適な

関数 0 ( )x t が満たす条件を導く。ここでは，簡単のため x はスカラーとする。 

0 T

( )x t

0 ( )x t

(0)x

( )tx

t

 

       図１ 変分法 

 

図のように， ,x xに対して， 

0( ) ( ) ( )x t x t t         (2) 

0( ) ( ) ( )x t x t t           (3) 

なる摂動を与える。 は小さな定数， ( )t は (0) 0  なる任意の関数とする。このとき，I の

変分 I は 

0 0 0 0
0

[ ( , ) ( , ) ]
T

I F x x F x x d t             (4) 

上式を ,x xに対してテイラー展開すると 

2 2 2 2
2 2 2

2 2
0 0

[ ] [ 2 ] 0( )
2

T TF F F F F
I dt d t

x x x x x x

           
     

        
  

  (5) 

となる。停留条件から極値であるための必要条件を求める。停留条件 

0

0
I

 





        (6) 

を用いると，(5)式より 

0
[ ] 0

T F F
d t

x x
  

 
  


       (7) 
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となるが，第 2 項に部分積分を用いて 

0
0

[ ( ) ] 0
T

T F d F F
d t

x d t x x
 

   
        

     (8) 

となる。これが，いかなる ( )t についても成立するためには， 

( ) 0
F d F

x d t x

 
 

  
       (9) 

が必要である。この式をオイラー・ラグランジュの微分方程式という。また，(8)より 

0

( ) (0) 0
t T t

F F
T

x x
 

 

 
 

  
      (10) 

でなくてはならない。 (0) 0  であるから第 2 項は零である。よって， 

( ) 0
t T

F
T

x







 
        (11) 

を得る。これを横断性条件という。 

 

例題 1 2 点(0,a)と(T,b)を結ぶ曲線のうち，その長さが最小となる曲線を求めよ。 

 

[解] 評価関数を２点間の距離とすると， 

2

2 2 2

0
1 ( ) 1

T d x
I x t d t d s d t d x d t

d t

 
       

       (12) 

であり，境界条件は (0) , ( )x a x T b  である。オイラー・ラグランジュの式を用いると， 

21 ( )F x t    

は x の関数でないから，(9)より 

( ) 0
d F

d t x




 
        (13) 

よって， 

21

F x

x x




 


 

        (14) 

は一定値である。これから， 

 1 1 2const  x K x K t K           (15) 

境界条件を考慮して， 

 
b a

x t a
T


          (16) 

すなわち，直線の式が得られた。 

 



 113

２．ラグランジュの未定乗数法 

 

 ある条件を満足しながら評価関数を最小にする場合，すなわち制約付最適化問題の解法

としてラグランジュの未定乗数法が良く知られている。これを，例題により述べる。 

 

例題 2 周辺の長さが８のとき，長方形の面積を最大にするときの辺の長さを求めよ。 

 

[解] 辺の長さを 1 2,x x とすると， 

1 22 2 8 0x x           (17) 

である。ラグランジュの未定乗数  を用いて，ラグランジアンを 

1 2 1 2(2 2 8)L x x x x           (18) 

とおく。第 1 項は面積で，第 2 項は 0 に  を掛けた形である。L を 1 2, ,x x で偏微分して停

留条件を求める。 

2
1

2 0
L

x
x


  


       (19) 

1
2

2 0
L

x
x


  


       (20) 

2 22 2 8 0
L

x x



   


       (21) 

(19), (20), (21)より，次式が得られる。 

1 21, 2x x            (22) 

すなわち，答えは正方形である。 

 

３．非線形システムの最適制御 

 

非線形システムの状態方程式を 

( , )x f x u         (23) 

とする。このシステムで， 

0
0

( , )
T

I f d t  x u        (24) 

を最小化するような入力 uを求める問題を考える。これは，(23)の制約付の最適化問題であ

るから，ラグランジュの未定乗数法を用いる。未定乗数を （ xと同じ次元のベクトル）と

して， 

 0
0

{ ( , ) ( , ) }
T

TJ f dt   x u f x u x      (25) 

の最小化を考える。(9)のオイラー・ラグランジュの式を適用する。この場合変数として，

, ,x u があるのでそれぞれについて偏微分をとる必要がある。 
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1) xについて 

0 0( ) ( )T Td
f f

d t

             
0 


f x f x

x x
      (26) 

したがって， 

0
T d

f
d t

     
0f

x

        (27) 

2)   について 

0 0( ) ( )T Td
f f

d t

             
0 f x f x 

 
    (28) 

が得られ，第 2 項は 0 であるから，次式が得られる。 

 x f          (29) 

これは，(23)の状態方程式に他ならない。 

3) uについて 

0 0( ) ( )T Td
f f

d t

             
0 


f x f x

u u
      (30) 

が得られ，第 2 項は 0 であるから，次式が得られる。 

0
Tf

    
0f

u
        (31) 

 ここで，ハミルトニアン H を次式で定義する。 

 

0 ( , ) ( , )TH f x u f x u        (32) 

 

ハミルトニアンはもともと力学の概念で，すべての運動は，ハミルトニアンを刻々停留す

るようなパスにしたがって起こるものである。力学の場合， xを位置と解釈すれば， 0f が

位置エネルギー，  は運動量， f は速度，従って T f は運動エネルギーに対応する。H を

用いて，(27),(29),(31)は以下のようにまとめられる。 

 

 オイラーの正準方程式： 

( ) , ( )
H H

t t
 

  
 

x
x




       (33) 

停留条件： 

H



0

u
        (34) 

 

従って，非線形システムの最適制御入力 uは，まず，(34)より uを xと  の関数で表現し，

(33)に代入して， xと  に関する非線形微分方程式を数値的に解くことで求められる。しか

し， 0t  と t T において境界値が半分ずつ与えられた２点境界値問題となり繰り返し計算
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で解かなくてはならない。 (0)x が与えられたときの(11)の横断性条件は，この場合 

 0( ) ( ( ) ) 0 ( ) ( ) 0T T T

t T

T f T T



    





f x

x
        (35) 

となる。 

1)固定終端値問題： (0)x と ( )Tx が与えられた場合， (0) だけでなく ( )T も 0 となり，  は

自由で最終的に (0)x と ( )Tx が条件を満足するように決定される。 

2)自由終端値問題： (0)x のみが与えられた場合で， ( )Tx は制御の結果，ある値に定まる。

この場合， ( )T  0 なので，(35)より， ( )T  0とならなければならない。 

 

４．線形定係数システムの最適制御 

 

 制御対象が次の状態方程式により表現された線形定係数システムとする。 

( ) ( ) ( )t t t x Ax Bu        (36) 

ここで， ( )tx は n 次元の状態変数ベクトル， ( )tu は m 次元の入力変数ベクトルである。 

最小とすべき 2 次形式評価関数を次式で定義する。 

0
{ ( ) ( ) ( ) ( )}

T
T TJ t t t t d t  x Q x u Ru       (37) 

ハミルトニアン H は，(32)より 

 

( )T T TH    x Q x u Ru A x Bu       (38) 

 

となる。(33)より， 

2 TH
    


 Q x A

x
         (39) 

が求められる。最適入力 uは 

11
2

2
T TH 

     


0Ru B u R B
u

       (40) 

となる。(40)を(36)に代入し，次式を得る。 

11

2
T x A x BR B         (41) 

従って，(39),(41)を 2 点境界値問題として解くことで， xと λが求まり，その結果(40)より

最適制御入力が求まる。しかし，その解法は容易ではない。 

 そこで， ( )tλ が次式で表現できるものと仮定して話を進める。 

( ) 2 ( ) ( )t t t P x         (42) 

(42)を(41)と(39)に代入して，次式が得られる。 
1( ) ( ) ( ) ( )Tt t t t x A x BR B P x       (43) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tt t t t t t    P x P x Q x A P x      (44) 
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(43)を(44)に代入して 
1( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ) ( )T Tt t t t t t     0P P A A P Q P BR B P x     (45) 

これが， ( )tx に関係なく成立するためには次式が成り立てば良い。 

 
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )T Tt t t t t     0P P A A P Q P BR B P     (46) 

 

これをリッカチの微分方程式(Riccati differential equation)という。 

 (0)x が与えられ， ( )Tx は任意とすると，自由終端値問題となり， ( )T  0 である。よっ

て，(42)より 

( )T P 0         (47) 

正定対称行列 ( )tP は，逆時間方向にオフラインで解くことによって求めることができる。

この結果，最適制御入力は 
1( ) ( ) ( )Tt t t u R B P x        (48) 

で求まる。 

  

ところで，(48)を用いてオンライン処理で制御を行うことは容易ではないだろう。そこで，

制御時間 T が∞の場合を考える。このとき， ( )tP は定数となり，次のリッカチ代数方程式

を満す。 

 1T T    0P A A P Q P BR B P       (49) 

 

このとき，最適制御入力は 
1( ) ( )Tt t u R B P x        (50) 

 

となる。この場合，初期状態にあるものを原点（ ( ) x 0 ）に持って行く問題になる。 ( )  0x

の場合， J となる。 

 

<<スカラー関数のベクトルによる微分>> 

定義 
1 2

, ,

T

n

f f f f

x x x

    
      


x

 

   公式  
T T 

 
 
a x x a

x
x x

 

            2
T

T
  


x Q x

Q x Q x Q x
x

  （Q：対称行列） 
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