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Abstract
Let（Xn）be a sequence of random variables with values in a topo

logical vector space. We introduce the notion of convergence in prob
ability for（Xn）and discuss the basic relations between convergence

in probability and almost sure convergence. Moreover, we also defne

the Cauchy property for（Xn）and prove that, if the topological vector

space is complete, locally bounded and locally convex, then（Xn）has

an a.s. convergent subsequence.

Keywords : convergence in probability; Cauchy criterion; topological
vector space
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位相ベクトル空間における確率収束

式 見 拓 仙

１ はじめに

X,Xn,n＝１,２,...は確率空間（Ω, F , P）上に定義され，可分距離空間（X ,d）

に値をとる確率変数であるとする．任意のε＞０に対し，

P（d（Xn,X）�ε）→０（n→∞） （１.１）

が成り立つとき，確率変数列（Xn）がXに確率収束するといい，この収束

をXn�
�

Xで表す．（Xn）がXに確率収束することと（Xn）の任意の部分列

がXに概収束するさらなる部分列をもつことが同値であることはよく知られ

ている．すなわち，
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Xn�
�

X⇔∀（nk）⊂（n）∃（nk（i））⊂（nk）Xnk（i）→X a.s. （１.２）

が成り立つ．このことから，特に，確率収束は（X ,d）の距離位相にのみ依

存する概念であり，その位相を距離づける距離の選択には直接依存しないこ

とがわかる．言い換えれば，d′がdと位相的に同値な距離ならば，任意のε

＞０に対して，（１.１）が成り立つことと任意のε＞０に対して，P（d′（Xn,X）

�ε）→０が成り立つこととは同値である．

（Xn）が確率収束するならば，（Xn）は次の意味でCauchy列である：任

意のε＞０に対して，

P（d（Xn,Xm）�ε）→０（m,n →∞）. （１.３）

実際，Xn�
�

Xとなる確率変数Xが存在するならば，

P（d（Xn,Xm）�ε）�P（d（Xn,X）�ε／２）＋P（d（X,Xm）�ε／２）→０

となるからである．一般にこの逆は成り立たないが，（X ,d）が完備可分距

離空間ならば，逆も成り立つ．すなわち，（Xn）が上の意味でCauchy列な

らば，（Xn）は確率収束する．これは次の事実が成り立つことによる：

（Xn）が上の意味でCauchy列⇒その適当な部分列（Xnk）が概収束す

る． （１.４）

本稿では，位相ベクトル空間に値をとる確率変数列が確率収束することおよ

びCauchy列であることの定義を導入し，距離空間において成り立つ（１.２）

と（１.４）と同様の結果が位相ベクトル空間においても成り立つことを証明

する．
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２ 準 備

この節では位相ベクトル空間の定義から始めて，その部分集合が有界であ

ること，均衡していること，絶対凸であることを定義し，それらに関する簡

単な性質を祖述する．また，位相ベクトル空間の点列がCauchy列であるこ

との定義を述べ，さらに級数の収束に関する補題を一つ証明しておく．

体K（＝RまたはC）上のベクトル空間X に位相 τが定義されており，和

（x,y）∈X ×X →x＋y∈X （２.１）

とスカラー倍

（λ,x）∈K×X → λ x∈X （２.２）

がともに連続であるとき，X を位相ベクトル空間とよぶ（Rudin,１９９１）．

X が位相ベクトル空間であることの定義にX がHausdorff空間であること

を含めることが多いが，本稿ではHausdorff性を位相ベクトル空間の定義に

含めない．以後，X は体K上の位相ベクトル空間を表すものとし，その線

型位相を τで表す．また，τ０によって０∈X の開近傍全体を表すものとする．

X の部分集合A,B,x∈X ,スカラーλ∈Kに対し，次のように記号を定め

る：

x＋A＝｛x＋a : a∈A｝,

x－A＝｛x－a : a∈A｝,

A＋B＝｛a＋b : a∈A,b∈B｝,

λ A＝｛λa : a∈A｝.

AをX の部分集合とする．│λ│�１を満たす任意のλ∈Kに対し，

λA⊂A
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が成り立つとき， Aを均衡集合とよぶ（あるいはAは均衡しているという）．

言い換えれば，任意のx∈Aに対し－xとxとを結ぶ線分がAに含まれると

き，Aを均衡集合とよぶ．したがって，特に均衡集合は０を含む．Aが均衡

しているとき，s� tに対し，sA⊂ tAが成り立つ．実際，s＝０ならば自明

であり，もし，０＜s� tならば，任意のx∈Aに対し，（s／t）xは０とxを結

ぶ線分上の点であるから，（s／t）x∈Aである．よって，sx∈ tA.

X の部分集合 Aが

∀U∈ τ０∃s＞０∀t＞sA⊂ tU

を満たすとき，Aは有界（より正確には位相的に有界）であるという．有界

なU∈ τ０が存在するとき，X は局所有界であるという．U∈ τ０が有界で，０

＜δn↓０ならば，（δnU）は０の局所基底となる．なぜならば，Vを０の任

意の近傍とすると，Uの有界性より， U⊂δn－１Vとなるnが存在するからで

ある．この結果より，特にX が局所有界ならば，X は第１可算公理を満た

すこともわかる．

X の部分集合Aが凸でありかつ均衡しているならば，Aは絶対凸であると

いう（Narici and Beckenstein,２０１１）．Aが絶対凸ならば，０�λ i, Σni＝１λ i

�１を満たす任意のλ１,...,λnに対して，

λ１A＋...＋λnA⊂A

が成り立つ．これを示すには０＜λ i, i＝１,...,nと仮定してよい．そうすると

Aが凸集合であることから，

⎛
⎝

λ１
Σni＝１λ i

⎞
⎠A＋

...＋⎛⎝
λn

Σni＝１λ i
⎞
⎠A⊂A

であることがわかり，このこととAが均衡していること，さらにΣni＝１λ i�

１であることより，



位相ベクトル空間における確率収束 27

λ１A＋...＋λnA⊂⎛⎝
n

Σ
i＝１

λ i⎞⎠A⊂A

が得られる．

凸集合からなる０の局所基底が存在するならば，X は局所凸であるとい

う．X が局所凸であることの必要十分条件は凸集合からなる基底が存在す

ることである．X が局所凸ならば，絶対凸な近傍からなる０の局所基底が

存在する．したがって，もしさらにX が局所有界ならば，有界かつ絶対凸

な近傍からなる０の局所基底が存在する．例えば，ノルム空間は局所有界か

つ局所凸である．

X の点列（xn）がCauchy列であるとは，ネット（xm－xn）が０に収束す

ることである．すなわち，任意のU∈τ０に対し，適当なn０が存在して，すべ

てのm,n�n０に対しxm－xn∈Uとなるとき，（xn）はCauchy列であるとい

う．X の任意のCauchy列が収束するとき，X は完備であるという．正確に

は，任意のCauchyネットが収束するとき，X は完備であるといい，任意の

Cauchy列が収束するとき，X は点列完備であるという．しかし，第１可算

公理を満たすX ならば両者の概念は一致し，本稿の主定理ではX に第２可

算公理を仮定するため，両者を区別する必要はない．そのため，点列完備の

ことを単に完備ということにする．

Banach空間において，絶対収束する級数は収束する．次の補題は位相ベ

クトル空間においても同種の結果が成り立つことを示している．

補題 ２.１．X を完備な位相ベクトル空間，（xn）をその点列とし，０＜rn, n

＝１,２,...,Σnrn＜∞であるとする．もし，

xn∈rnU, n＝１,２,... （２.３）

を満たす有界，絶対凸なU∈ τ０が存在するならば，級数Σnxnは収束する．
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証明．U,rnを仮定にある通りとする．V∈ τ０を任意の近傍とすると，Uは有

界であるから，十分小さい ε＞０をとれば，

εU⊂V （２.４）

が成り立つ． Sℓ＝Σℓn＝１xn,ℓ＝１,２,...とおくと，m＞kならば，（２.３）より，

Sm－Sk＝xk+１＋...＋xm∈rk+１U＋...＋rmU. （２.５）

Σnrnは収束するから，Σ∞n＝n０rn＜εとなるn０が存在する．もしm＞k�n０なら

ば，

rk+１
Σ∞n＝n０rn＋

...＋ rm
Σ∞n＝n０rn�１

である．このこととUが絶対凸であることから，m＞k�n０ならば，

rk+１
Σ∞n＝n０rn

U＋...＋ rm
Σ∞n＝n０rnU⊂U．

となる．よって，

rk＋１U＋...＋rmU⊂⎛⎝
∞Σ

n＝n０
rn⎞⎠U⊂εU （２.６）

が成り立つ．最後の包含関係は，Uが均衡していることとΣ∞n＝n０rn＜εであ

ることによる．したがって，（２.５）,（２.６）,（２.４）から，

Sm－Sk∈V

がすべての m＞k�n０に対して成り立つ．すなわち，（Sℓ）はCauchy列で

ある．X は完備であるから，（Sℓ）は収束する． □
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３ 定理と証明

以後，すべての確率変数は同じ確率空間（Ω,F ,P）に定義されているも

のとする．

定義 ３.１．X,（Xn）はそれぞれ第２可算公理を満たす位相ベクトル空間X に

値をとる確率変数および確率変数列であるとする．任意のU∈ τ０に対して，

P（Xn－X∈/ U）→０（n→∞）

が成り立つとき，（Xn）はXに確率収束するといい，Xn
P
→Xで表す．

定義 ３.２．（Xn）はそれぞれ第２可算公理を満たす位相ベクトル空間X に値

をとる確率変数列であるとする．任意のU∈τ０に対して，

P（Xn－Xm∈/ U）→０（m,n→∞） （３.１）

を満たすとき，（Xn）はCauchy列であるという．

注意３.３．１．定義３.１,定義３.２において，X に第２可算公理を仮定する理

由は，確率変数同士の１次結合が確率変数であることを保証するためで

ある．距離空間に可分性を要請する理由も（１.１）のd（Xn, X）や（１.３）

のd（Xm,Xn）が確率変数になることを保証するためである．

２．X が距離dによって距離付け可能であっても，すべてのx,y,z∈X に

対して，d（x＋z, y＋z）＝d（x, y）を満たす距離でない限り，定義３.１の

意味で（Xn）がXに確率収束することと，任意のε＞０に対して，（１.１）

が成り立つこととは一般に同値ではない．同様に，たとえX が距離づ

けられていても，（Xn）が定義３.２の意味でCauchy列であることと，任

意のε＞０に対して，（１.３）が成り立つこととは一般に同値ではない．
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３．任意のε＞０に対して，（Xn）が（３.１）を満たすとき，単に「（Xn）

はCauchy列である」とはいわず，“Cauchy in probability”もしくは

“fundamental in probability”の適訳を用意すべきであろうが，本稿

では定義３.２の意味でのCauchy列しか扱わないため，任意のε＞０に対

して，（３.１）が成り立つとき，単に「（Xn）はCauchy列である」とい

う．

定理 ３.４．X,（Xn）はそれぞれ第２可算公理を満たす位相ベクトル空間X に

値をとる確率変数および確率変数列であるとする．このとき，以下の（i）,

（ii）, （iii）が成り立つ．

（i） Xn→X a.s.ならば，Xn
P
→X.

（ii）∀（nk）⊂（n）∃（nk（i））⊂（nk）Xnk（i）→X a.s.ならば，Xn
P
→X.

（iii）X は局所有界であるならば，（ii）の逆が成り立つ．

証明．（i）Xn→X a.s.であることは，任意のU∈ τ０に対して，P（Xn－X∈/ U

i.o.）＝０であることと同値であるから，

lim sup
n

P（Xn－X∈/ U）�P（Xn－X∈/ U i.o.）

より， limn P（Xn－X∈/ U）＝０である．

（ii）∀（nk）⊂（n）∃（nk（i））⊂（nk）Xnk（i）→Xa.s.であるとする．Xn
P
→Pを

示すために，これが成り立たないと仮定して矛盾が生じることを示す．

Xn
P
→Pでない，すなわち，ある適当なU∈ τ０が存在して，

P（Xn－X∈/ U）→/ ０

であると仮定すると，適当な δ＞０と適当な部分列（Xnk）が存在して，

P（Xnk－X∈/ U）�δ, k＝１,２,... （３.２）
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仮定より，この部分列はXに概収束する部分列（Xnk（i））をもつ．（i）

より，Xnk（i）
P
→X（i→∞）である．しかし，（３.２）は

P（Xnk（i）－X∈/ U）�δ, i＝１,２,...

を含意するから，Xnk（i）
P
→X（i→∞）に矛盾する．

（iii）X は局所有界であるから，有界なU∈ τ０が存在する．Xn
P
→Xとする

と，（n）の任意の部分列（nk）に対し，次のようなさらなる部分列（nk（i））

をとることができる：すべてのk�k（i）に対して，

P（Xnk－X∈/ i－１U）＜２－i .

よって，ΣiP（Xnk（i）－X∈/ i－１U）＜∞が成り立ち，BorelCantelliの補題

より，

P（Xnk（i）－X∈/ i－１U i.o.）＝０

である．すなわち，ほとんど全てのω∈Ωに対し，有限個の iを除いて

Xnk（i）（ω）－X（ω）∈ i－１Uが成り立つ．Uは有界であるから，任意のV∈

τ０に対し，十分大きいすべての iをとれば，i－１U⊂Vである．かくして，

ほとんど全てのω∈Ωに対し，Xnk（i）（ω）－X（ω）→０が成り立つことが

わかる． □

定理 ３.５．（Xn）はそれぞれ第２可算公理を満たす位相ベクトル空間X に値

をとる確率変数列であるとする．

（i）（Xn）がX に値をとる確率変数Xに確率収束するならば，（Xn）は

Cauchy列である．

（ii）X は完備，局所有界，局所凸であるとする．（Xn）がCauchy列な

らば，概収束する適当な部分列が存在する．
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証明．（i）Xn
P
→Xであるとする．任意のU∈τ０に対して，加法（２.１）の連続

性より，V＋V⊂Uとなる近傍V∈τ０を選ぶことができるので，

P（Xn－Xm∈/ U）�P（Xn－X∈/ V ）＋P（X－Xm∈/ V）→０, m,n→∞

が成り立つ．

（ii）（Xn）はCauchy列であると仮定する．X は局所有界，局所凸であ

るから，有界で絶対凸な近傍U∈τ０が存在する．k１＝１とし，k２を

∀m,n�kP（Xn－Xm∈/２－２U）＜２－２

を満たす最小のk＞k１と定義する．さらに k３を

∀m,n�kP（Xn－Xm∈/２－３U）＜２－３

を満たす最小の k＞k２と定義する．同様に帰納的に定義して，k１,k２,...を得

る．かくして

Σ
i
P（Xki＋１－Xki∈/ ２－iU）＜Σ

i
２－i ＜∞

となるから，BorelCantelliの補題より，

P（Xki＋１－Xki ∈/ ２－iU i.o.）＝０

が成り立つ．ほとんどすべてのω∈Ωに対し，有限個の iを除けば，Xki＋１（ω）

－Xki（ω）∈２－iUであるから，補題２.１より，P（N）＝０となる適当なN∈F の

外で，Σi（Xki＋１－Xki）は収束する．そこで，

X１（ω）＋
∞

Σ
i＝１
（Xki＋１（ω）－Xki（ω）），ω ∈ Nc,

X（ω）＝
�
�
�０, ω ∈ N

と定義すると，XkiはXに概収束する． □
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