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Abstract

The relation between differentiable closed manifold and differential forms on

the manifold is well known as the Theory of De Rham-Kodaira. As for every

differentiable closed manifold, the number of independent differential forms

(degree p) and p-th Betti number of the Manifold are equal. This paper inve-

stigates the relation between the differentiable manifold with boundary B and

differentiable forms on the manifold, by the same methed as in the Theory of

De Rham-Kodaira except that the condition "Closed" is removed form the

Theory. That is, we take the p-chain whose boundary belongs to boundary B of

the given manifold, in stead of representative p-cycle of Homology group of

the closed manifold, call it relative cycle (mod B), and consider the periods of

differential forms on the relative cycle as an analogue of the periods of diffe-

rential forms on any cycle of differential closed manifold.

By making use of Duality Theorem of Lefschetz to study the relation

between the diffentiable manifold with boundary B and the differential forms,

we got following results.

〔Theorem 1〕

There exists closed differential p-form (Carrier D) which has appointed the periods

on the independent Bn-p (D) relative cycles (mod B).

In this case, D means generalized domain from bounded manifold M and

Bn-p(D) (n-p) th Betti number of bounded domain D.
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〔Theorem 4〕

When closed p-form Φp of D (Carrier D) has period O on all relative cycles

(mod B) of D, Φ(Dp is a derived form of (p-1) form Ψp-1 (carrier D).

These two theorems are analogues of the relation between the differentiable

closed manifold and the closed differential forms on the manifold. In the latter

half of this paper, by defining admissible tangential boundary value of differe-

ntial forms on boundary B, we got some results concerning it. For example,

there exist p-form which has appoined boundary value on B and the appointed

periods on absolute cycles of B, etc.

序論

Riemanian Manifoldの上のdifferential formsの理論は,いわゆるPatential-theory

を抽象化して得られた大域の幾何学の一部門である。 1931年にG. DE RGAM 〔1〕は

Differeniable Closed Manifoldの上のdifferential formsとそのManifoldのBetti

numbersとの問に重要な関連が存在することを見出した。即ち,すべてのDifferentiable

Closed Manifoldについて,その上のp一次のdifferential formsの中で独立なものの数

は,そのClosedManifoldのp-次のBstti numb占Yに等しいということである。

これはその後HODGE (1941) 〔2〕 KODAIRA (1950) 〔4〕等によって,いわゆる

DE RHAM-KODAIRAの理論として整備され,調和積分との関係を明らかにされた。

そして小平氏にFIELD賞(1954)が与えられたことは衆知のことである。

ところで,この部門がPotential Theovyから発した以上Boundary-value-problems

に触れないわけにはいかない。既に,古典的にはDIRICHLHT-NEUMANの問題として

提起され論じられてきたがそれらの成果の中で重要なものはTUKER (1941) 〔5〕によっ

て見やすい形に整備されている。ところでBoundary-value-problemはBoundaryを持

ったDifferentiable Manifoldの上のdifferetial fohmsの問題とも関連していると見て

よい。このテ-マについては1950年代の初期PrinctonのSPENCER and TUKER 〔5〕

等によって研究が行なわれたが筆者が知る限りではTUKER 〔5〕とDUFF (1952) 〔5〕

のそれぞれ一編,計二編の論文の外には公刊された論文を知らない。

1952年DUFFはBoundaryを持つDifferentiable Manifoldの上のdifferential forms

についての論文〔5〕を書いているが,それはかなり直観的でManifoldの特殊の場合の外

はその構成の面でかなり厳密性を欠いていると筆者は考える。そこでこの小論の目的は

regular boundaryを持つDifferentiable Riemanian Manifoldの上のdifferential forms

の数とそのManifoldの大域的な形状との関連について若干の考察を試みることにある。

まず最初に,

DUFFが与えた二種の近傍よりなる近傍系に対しDUFFが第二種の近傍と呼んでる集

合が半開集合であり,従って近傍の条件を満たさぬためにこれを擬近傍と呼ぶことにす

る。更に与えられたManifold with regular boundaryをとり,そのCopyと二つつなぎ

合せてClosed Manifoldにすることによってこれらの擬近傍から合成されたClosedな

Manifoldの正規な近傍が存在することを示し,新しくつなぎ合わせて出来たClosed

Manifoldのつなぎ目,即ちClosed Manifoldを構成する前のBounded Manifoldの

Boundary上においてdifferentibilityの一部に触れられていない点に着目して筆者なり
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に厳密に構成したつもりである。後半では・44而ε3あ16丁伽9碗オ毎」陥」膨の定義を述べ，

そのような！盟痂鋤δ」θ丁翻9ε漉α」ぬ」麗を先に与えておき更にその他の条件を若干つけ

加えて与えられた加襯4併y”θ」雛を持ち，与えられた条件を満たすρ一次の改がθ7θ寵げ認

∫07撚の存在，及びその間での独立なρ一∫o珈の数を考察の対象としたものである。

　　　ManifoH　w玉th　boundary　B

　〔定義1〕

　ハ4をE4σ8DCRFF空間とし，ηを自然数とする。Mの開集合の族｛Uα｝α認と各

Uαにおいて定義されるη次元E『ひOLIP空間Rπへの写像θαが与えられるものと

し，次の5条件を満たすとき，｛（Uα，θβ）｝α・∠はハ4にD歪1がεγθπぬ6161瞼π加」4の構

造を定義するといい，MをP静θγ6π加61ε！瞼nがoJ4と呼びπをMの次元と呼び，

d吻M＝πで表わす。

　その5条件とは，

　　（i）　ハ4＝U　Uα

　　　　　　α6∠

　　（ii）任意のα∈！望についてθαの像，θα（uα）はR・の開集合であり，uαとθα（uα）

　　　　は同位相である。

　　（iii）uα∩uβ≠φのときuαβ＝uα∩uβとおくと写像θα・θβ一1はRπの開集合

　　　　θβ（Uαβ）からθα（Uαβ）へのC。。同型写像であり，逆にθβ・θα『1はRπの

　　　　開集合θβ（Uαβ）からθα（Uαβ）へのC。Q同型写像である。

　以上は一般のル短”がo醒（漉∬θγθηオ毎δ18）の定義であるが次に．Bo襯4α妙を持った

漁πがoJ4の定義を与えよう。但し，ここではR卑はX乃≧0を条件としてつけたRπの

部分集合，即ち半空間（π次元）を意味するものとする。

　〔定義2〕

　MをHヨσSZ）ORFF空間とし，ηを自然数とする。Mの集合族｛Uα｝α・∠と各Uα

において定義された半空聞R・＋への写像gαが与えられ，次の4条件が満たされてい

るときMをBo雌4併yを持ったDゴ1が6γε漉幼」ε！瞼πがol4と呼び，πをMの次元と呼

ぶ。漉湘4一πと表わす。

　　（i）　！し4＝U　uα

　　　　　　αε∠

（ii）　任意のα∈・4について，％（uα）はR卑の開集合，又は半開集合であってuα

　　とψα（Uα）とは同位相である。

（iii）uη∩uβ≠φのとき，uαβ＝uα∩uβとおけば，gα・ψβ一1は・醍の集合

　　gβ（Uαβ）からgα（Uαβ）へのC。。型同型写像である。逆に卿・gα『1（Uαβ）

　　は甲α（Uαβ）からg）β（Uαβ）へのC。。型同型写像である。

（iv）Mの部分集合Bが存在してB上の点ρについてはρ∈Uαならば伊α（ρ）は

　　常に（π一1）次元Eκ碗4空間Xπニ0（Rπの部分空間）上にあり，このBは

　　〔定義1〕の（π一1）次元のD艀θγθ漉α6」θM加ザol4の条件をみたす。

　　このβを以後MのBo㈱4併yと呼ぶことにする。

Coordinate　neiborhood60f　differemiable　M：an丑fold　with　bou皿dary

　Mを前節で定義されたη一4加θ箆s∫oπαJ　Z）∫∬81θπ’励」8M碗ザol4伽オh　B側η4併yとし，

βはそのβ側寵併yとする。ハ4は仮定により各点においてR奪（Xπ≧0）なる半空間
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と同位相な集合ρ∈UαUα∩．B－0ならば，このUαはC幼ε0＜κ‘＜1（ゴ＝1，2，……，

π一1，η）をもって置き換えてもよく同位相である。これはR卑（が≠0）におけるρの

近傍と考えてよく，このようにしてρの近傍Uαに座標を導入することができる。

　次にUβをB上の点ρを含む半開集合でMをおおっているものの一つとすれば，当

然Uβ∩B≠φこのUβは0麗6θ0＜κ‘＜1（ゴニ1，2，……，π一1）0≦筋＜1と表わされる

R卑の半開集合で開集合ではないからこれをρの近傍と呼ぶことはできない。従って，

ここではρの擬近傍と便宜上呼んでおく。しかしこのようにしてρの擬近傍にも座標を

導入することが出来る。ここで点g（κ1，κ2……炉）が炉一ロであるということはg∈B

を意味することで明らかである。

　よってハ4は前述の集合族，即ち近傍系，擬近傍の族でおおいつくされている。

　ここでρ∈Bであるということはρの座標を（κ1，勘，……，臨）としたとき炉一〇で

あることを意味し，且つB上の点pの擬近傍の存在は次のようにしていわれる。

　ρを．Bo％”4α7y　B上の点，Bは最初の仮定により（π一1）次元のD歪万θ■θπ吻61θCJoεθd

M加がol4であるから〔定義1〕から（π一1）次元EUCLID空間Rπ一1の上の近傍と同

位相なBにおけるρの近傍7が存在する。

　もちろんV⊂B且つMのCoりθ吻gの一つである。半開集合Uβが存在しUβ∩BニV

となるUβが存在することは明らかであろう。

Bounded　ManifoldからのClo8e－ManifoHの構成

　ここで皿のCoρyにMと逆方向に向きづけしたB側π4θ4！瞼πがol4を考えてそれを

Mノとする。．ハ4の上の点ρに対応するMノの点Pノを考えると，PがMのBo瑚4併y

B上にあれば，P’もB上にあり，ρとP’は一致することはその作り方から明らかで

ある。即ち，ρ∈BならばPノーPが成り立つ。従ってこの．Bo瑚4群y上の点ρをすべて

同一視するようにMとM7をつなぎ合わせれば，ここにαosε4！瞼η加Z4を得る。そ

れをKoとすればKoはそのつなぎ目，即ち，M及びハ4’のBo簾4僻yであるB上
の点を除いては，4媚θ■θ痂αδlgになっているが，M及びハ4ノのBo襯4併y上ではそれ

はいえない。

　ところでこのような場合，一部漉∬θ7εnぬゐ18でない角ばったM碗がoJ4であっても，

それがCJo3θ4．M伽∫∫oJ4である限り，その角ばったCJo5θ4ル血πザoZ4と同位相な

Dゴ1がθ1θ漉の1θCJos躍ル勉πがo！4の存在がヨ．H．凧4LL！望CE〔5〕及び∫！吻LN〔）R

〔9〕によっていわれている。従って今後は角ばったα05躍！瞼πがoJ4κoの代りにそれ

と同位相なDげ∬θγθ漉幼」θα03躍！瞼πがoJ4Kを取って論を進めることとする。ここ

で混乱をさけるためにKoの点ρに対応するKの点をやはりρで表わし，Koをお
おっていた集合族びα　に対応するKのCo⑳6吻g　Syε’伽の表現もやはり，｛Uα｝α，∠

を用いることにすると，KはDゴ∬θyθn吻ゐ1θα05θ4伽πがo！4となり，小論は躍oo彦h

に進行することになる。ここでρ∈B（KoBに対応する（π一／）次！瞼麗がoZd）を取りρ

の擬近傍UβとU〆についてUβU　Uβノの内点の集合を取れば，これは1瞼nがoJ4κ

の点ρの（正規の）近傍となる。これをUβノとしよう。Uβ’は，ぬηがol4Kの近傍

の条件を満たす開集合となる。同じくM’の内点の近傍UαそのCoρyの近傍Uα1に

対応するKの開集合Uα及びU〆はそのまま，Uα，UαノとしてDゴ1が87θη吻618（フ103θ4

M碗加Jd　Kの上の点の近傍としてD’∬θγ8漉αbJεM4”加Z6乞o痂Bo襯4α7yの上の
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漉∬ε7ε漉ゴα！∫o■撚の問題は伍∬θ1θ漉励！θCZo384！瞼πがoJ4のS励一Do徽伽の上の

4∫∬εγθ漉∫α」∫o吻∫の問題に帰着させ，DE　RH24－KO．D！奴R！望のD静81ε漉αδ」θCJo3θ4

ぬπがoJ4の上の4ゴ万8■θη吻」力7郷のTh801躍5を用いての考察が可能になったわけで

ある。

　　Manifold．の上のDifferential　Form8

　のPをMの上のρ次の4静θ7θ顔α1∫oη規とする。ここに鰐、ゴ，．＿吻はMで定義さ

れた階数ρの交代共変テンソルとすれば㊧は次のように書かれる。

　　のP一ΣφP　　伽く齢く一・9〈4κεP
　　　∫L＜∫2《∫ρガ島∫2…。ゴP

伽はMの任意のか一αで積分可能なρ　であり・且つ 21　および
CpをMのρ一Ch漉ηのP抑とするとき，、

∫馨1＋ゲ∫9　＋∫彩

∫8㌘＋町）一∫雲1＋∫霧

となり，

従つて ・はαおよ　について双一次　なつているわけでわる・

　又4x‘（げ一，12，……，η）はMの上のD∫∬θγ6漉α13の作るG■α鼎鍛αη！IJgε加αの基底

になっており，従って，ごκ‘〈4κノー一ぬノ〈4κ‘，4κε〈4κ‘＝0となる。

　〔定義5〕　（D媚θ■θη’ゴ認釦■挽の微分）

　のP一　　Σコ　φP　　　　　　4κご1〈4κ♂2〈一・…〈4κ‘P
　　∫置＜∫2《デ且’2。’”。’∫P

に対してその4θγ初αオあ84伊とは（P＋1）次の漉∬θ1εη’ゴα」西γ吻で次に書かれる4艀θ一

γ餓ぬ1∫oγ解を意味する。

　づのP　一　　Σコ　（4φ’1，∫2＿＿∫P）4κε・〈4κε2〈……〈4κfp

　　　ゴ1＜＜ゴP

ここに

蝋一う一
｛∂φゴ欝＋白（一伊∂φ有…’0雛“1歴

で決定されるPα∬加∫o瑠とする。従って4のPの係数はやはり（ρ＋1）次の交代共変

テンソルになっている。ところですべての漉∬θ1θ漉認ノbγ翅のPについては，いわゆる

STOKSの定理が成立する。CPをMのρ一Chαげ73且つ∂CP－Zρ一1なるρ一1Chα勉

Z庁1に対して次が成立っ。

∫酬一∫盟一∫穿二1

　そこで漉1がθ7εη伽」知7郷｛のP｝についての定義を二つあげておく。
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　〔定義4〕

　Dゴ万θγεπぬ」∫o触のρは4φP－0のときCJoε躍ρ一∫oγ挽であると呼ばれる。

　〔定義5〕

　Dゴ∬θz8πぬ」∫o触のPに対してαP－1なる（ρ一1）次元の4∫∬θ■θ痂α」（ρ一1）∫oγ解が

存在して伽一4解一1と表わすことができるときφρは漉励躍と呼ばれる。

　この伊については，どのような伽についてもd（4のP）≡0であることは，4のρの定

義から明らかである。従ってのPがもし4θ■∫α躍ノb襯であればφPはα03躍∫0γ規であ

る。

S…の定理から 一がC一辮　ると　の属する一y
αα∬にのみ4θρ朋4する。

　そこで次の定義をおく。

　〔定義6〕

　のρをα03θ4漉∬ε78η診♂α」∫07卿としZPをこのM碗がol4の上の任意のCy6」8とする

とき・ 　一ω　の属する飾　C㎞の上のαの　と呼ぶ・

THEOREMS　of　G　DE　RHAM

　DE　RH刃Mの定理〔4〕と呼ばれるものの主要なものは次の二つである。

　ここに鋤をD媚群θ漉宛6」8α05ε4ハ血πザo配とし，鋤のρ次のB8痂鰍別ゐθγを

Bp（皿）で表わすことにする。

　〔Theorem　of　De　Rham（1）〕・

　鋤の上のBp（鍛）個のそれぞれ独立なρ一‘y‘傭Z釈ゐ＝1，2，……，Bp（鋤））の上の

　が即ち がが指定されたとき・この条件を満たすような舩の一

∫07規のP（漉∬θ78漉α1知7解）が存在する。

　〔Theorem　of　De　Rham（2）〕

鋤のすべての一彫　対して・その上での　 が常に・で・且つ

のPがαosθ4∫o”πであるならば，のPは4θγあ84づ∫∬θγ∂漉ゴα」∫oγ挽（P≦π一／）である。

　この二つの定理はこの小論にとっては，非常に有用である。この場合次ρの4静θ7εηぬ1

∫01撚はすべて7曙μ」併即ち，∬o卿解og加o粥曜がθγ伽オゴα」∫o襯であるとする。（ρ≦π一1）

従って，このことから，連続なSθ‘oη44θγ加励θの存在は十分満たされたわけである。

　さてこのDE　R私4Mの定理の証明であるが，ここでは割愛して先に進むこととする。

DE　RH沼Mの定理の証明としてはHODσE〔5〕の外にわかりやすいものとしては
・4．吻1L〔9〕の論文等があるから証明はそれらにゆずることにする。

Relative　cycle8and　Duality　Theorem　of　LEFSCHETZ

　この節ではMを節5節までに考えたD歪1が81ε痂αδ」θ1瞼ηがoJ4伽痂B側n4併として

考える。そこでMの上のC加伽の中で特に次の二種類のCh漉俗について定義してお
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くことにする。

　〔定義7〕

　Mのρ一Cho痂ZρがそのBoμη4α7yを取ることによって0となるもの，即ち∂Zp－0

となるZPをρ次の！1δsolμ置θcy‘1θo∫Mと呼ぶ。

　〔定義8〕

　Mのp－Ch砺ηの中でそのBo麗4併yがMのBo観4α7y　Bに属するChα初Rp即ち
∂Rp∈BとなるRpをBに関するRθ1αオあθ6y61θと呼び，RpはR61α励86｝，olθ（挽04．B）

と書く。

　〔定義9〕

によってMのオδεoJ惚Cy‘」θZPは∂ZP－0，0はBの要素と考えてもよいから
・46301惚Cy6」θsはすべてBに関するRε1α励θCッ‘」θと考えることにする。

　〔定義10〕

　MのHo鍛oJogy　Gγ側ρの中で・4630勉θCy6！θCpの属するHo解ology　Clα55の全体

〔Cf〕（ぎ一1，2，……，Mp（M））をρ次のMのB8観σγo吻Hp（助という。同じく

Rε嬬初θCy‘1εRを（勉04・B）の属するαα∬の全体〔R㌘〕をρ次のMのBに関する

Bθ薦Gγoゆ伊（ルf．B）と呼ぶ。

　これらの関係については次のLEFSCHETZによるD襯腕yTh807ε卿がよく知られて

いる。

　〔Duality　Theorem　of　LEFSCHTZ〕

　Mを漁ηがol4漉地Bo観4αγy　Bとするとき，Mのρ次のBθ痂G■oゆH》（紛と

MのBに関するR61傭肥Cyclθεのclα∬からなる（12一ρ）次のB4’ゴσ10％ρ

瓦＿〆玖B）とは同型であり，従って両者のB8伽鰍励θ7は一致する。

　この証明も省略する。1）．G．HODG〔2〕や・4．ルEIL〔6〕LEFSCHETZ〔7〕等の文献

による。そこで次にMの上の漉∬θ76漉α1∫oγ撚のことを考えよう。

　先に第2節の〔定義2〕の条件を満たしたBo観404愉ηがol4については第4節で示

した結果によってB側π4θ4D歪ガθγθ漉励1ε1瞼πがoJ4Mの上での漉∬θγθη癩1∫07鰯を

考えるのではなく既にDE．RH刃ハ4＆KOD沼1R沼が開拓したD梛θ7ε漉α6」θαoεθ4

M碗ぎ∫ol4K上にあるS励一Do轍伽M上の4∫∬θγθ寵ゴα1∫o触5のそのS幼一Do規α伽M

との関係を考察するということになったわけである。

　そこでここでは更に一歩進めてDゴ∬818η孟ゴα6」θCJo3θ4！瞼痂∫ol4KのS舶一Do規α∫πM

としてではなく，もっと一般化してD歪∬8γθ漉αδ」εCJos躍！瞼πゼ∫oJ4Kの中のS％6－

D伽漉ηDとして考えるてとにする。

Clo8ea　Differential　Form80f　the　Boundea　Domain　D

　ここではまず漉∬εγε漉弼ブ07躍のPのCα漉θγの定義から始めよう。

　〔定義11〕

　伽がD静6γε漉∫ぬ」θMα毎知」づのρ次の漉∬θ1θ漉α1∫07規であるとき，DがのPの

Cα7■」θγであるというのは，Dが¢｝ρ一〇とならない最小のαosθ4ρo∫蹴s砿であるとい

うことである。のρがjD紹9認αγノb7撹の即ち，Ho7π09伽面郷4∫∬θ76π置宛」釦72πであると



16 宮，　木　　発　　夫

きφρをC併漉■z）の漉∬餓θ蹴ぬ1∫01襯と呼ぶ。

　そこでDE　RH・4MのClo∫躍漁擁∫oZ4における定理に対応する　漉∬θγθηぬ」∫oγ翅s

（Cα漉ε7D）の定理は次の形になる。ここで∂D－Bとおくことにする。

　〔定理1〕

　DのBp（0，β）個の独立なRθ」α励ερ一CycJε（Mb4B）の各々について指定された

P87げ04εを持つαoε84ρ一∫oy躍（C併γ∫ε71））が存在する。

　ここでBρ（D，B）＝Bπ一P（D）であることがLEFSCHTZのDuality　Theoremか

らいわれているからこの定理は次の形にも書くことができる。

　即ち，

　〔定理1ノ〕

　DのBπ一P（・0）個の独立なRelα蜘θP－CycJεs（Mb4B）のそれぞれに指定された

Pθ1歪04を持つClosθ4ρ一∫o瑠のP（C併γ∫6γD）が存在する。

但し…に一働　4B）の上一　 貧1の　意味

するものとする。

　〔証　　明〕

　この定理の証明をするためにCloεθ4ぬ痂∫oJ4におけるいわゆる　〔DE　RHAMの

Theorem（1）〕の彼自身にする最初の証明の手順について述べておく。〔1〕

　それは・翫∬εγ6縦∫α61θαos84ぬ擁∫oJ4肌のρ一∠4650」痂θCy‘」θ基底「ク（ブー1，2，……｝

Bρ（貌））に対して次の5条件を満たすCJoε64ρ一∫07郷ω7（ゴー／，2，・・　，P〆鋤，）を構

成することによってなされた。即ち，

（i）

（ii）

（iii）

ω9は鋤において7θg配併ノb吻πである。

∫　　ωダ　＝　　δ‘ノ　｛ゴ＝1，2，……，Bp（鋤），ブこ1，2，…D・・，Bρ（蹴）｝

　r君　　ノ

の7のC研漉7は埋の無における4襯1な基底（麗一ρ＞Cy‘」8乃マの近傍

の内部に含まれている。

その詳細については彼自身による文献〔↑〕及び確．玖D．HODGEの著書〔2〕を参照

されたい。

　ところで，この〔定理1〕〔定理1’〕の証明についてLEFSCHETZ　のDuality－

TheoremからDのRθ観fuθρ一‘y‘」θ3（Mb4B）の個数はDの（η一ρ）一‘y‘1θεの個

数に等しいところから1）f∬θ78而α618CJosθ41瞼切oJ4の場合のDE．RH沼Mの証明と

同じくDの（η一ρ）次の・46soJ惚CycJθの近傍をそのC併漉7とする。jDの‘10εθ4

漉万8γε漉α1∫07翅伊が存在し，その個数はB。ッ（P）個．つまりBρ（P，B）個であ

り，且つ互いに独立であることが得られる。この場合Dの（π一P）次の渤∫o厩εCycJε

でD3の中にそっくり含まれるものばかりでDのHo観oJogy　Gγ側ρ代表元をその中

に見出すことができるかという疑点についてはBがDのRθ9π」併Bo瑚4灘yであると

いうことから，その可能性が示されるわけである。これでこの〔定理1〕の証明は終わっ

たことになる。この定理の場合Dゴガθ7θ漉αδ1θ漁πがol4であり，且つ前述のろ条件の中

（∫）をω罫は鋤全体ではなくCα77卿内においてγθ9μ」併であると修正しただけで
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そのル伽ゲol4がα03θ4であるか，ないかには関係しなかったわけである。

　そこで次の定理に移る。

　〔定理2〕

　のPをDゴ∬8γθ漉毎δ」θCJoεθ4！瞼πげoJ4Kの上のCJoεθ4D歪∬8γ躍ぬ1ρイoγ解

（一D）ですべての一一R B）に対し℃ Rヲ伊一・と一

∫　　αP－1＝O
　zp－1

K－Dのすべての（ρ一1）次元！望δ301惚Cy‘」θs　Zp－1の上で

∫　　αP－1；O
　zp－1

となるαP－1が存在して伽＝4αρ『1となる。

　〔証明〕

　まず，このようなのPがD∫∬θ紹螂∫α6」θClo3θ4！瞼πがoJ4KのK－D内だけではなく，

Kのどの点においてもやはり48吻ε4∫o触である事を示す。Kの！望δ30厩θCy61θZP

は次のうち何れか1つに該当するからそれぞれの場合について証明を試みる。

　（i）　ZP∈K－Dの場合

　　　　伽の一まDよつて・　上では・…・・よつて∫伊伽一・

　（ii）　！窒630」漉θCy61ε0∫DがB一∂Dの6y‘zθ5とKの中でHo翅oJogO％Sな場合，

　　　　この場合は，

　　　　ZP∈1），Z／P⊂B，ZP弼Z／PでのP－0”Bであるから（のPのCα”’θ7はD

　　　　である）

　　　　　　∫禦α一∫『禦一・

　（iii）　1望630」惚cy61630∫DでBのoy‘」θ5はπ餓ologo欝ではない場合，

　　　　∂ZPニ0，よって，この場合はRθ伽あθCy‘1θ∫Rp（1協4．B）の特殊な場合で

　　　　あるから，仮定により，

　　　　　　∫
　　　　　　　　のP＝O
　　　　　　　zp
（iv〉　オゐ30」漉θqy6」θZPがZP－Rp＋R／Pと書けるとき，但し，ここでRpはz）の

　　　　Rε厩初εCy‘1θ（Mb4B）．R／PはK－DのRθZα置あθCy‘1ε（MbdB）とする。

　　　　この場合，

　　　　　　∫π伽一∫、ρ＋∫π禦一・

　　　　一・∫R鯉は仮定より・∫R御　の一が　

　　　　ることから導かれる。
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従つて・Kのすべてのタイプの一卿かの上で ガ伽一・となるから・

〔Theorem　De　Rhem（2）〕からそのφPはKの中で4θ1初64即ち，のP－4αoP－1とな

るKの（P－1）一∫o触αoP4が存在する。ここで，のPのσα77獅はDであるから，

（K－D）UBの上では，伽一4αoP－1＝0となる。即ち，0ニ4αoP－1のαoP｝1は

（K－D）UBの上ではClo384且つ，αoP－1は，（P－1）一次元の（K－D）UBの‘y618の

上でρθ7∫04を持つ。

　そこで，もし，その（ρ一1）次元の‘y‘1θ3Z～が，（K－P）UBのβo観484‘y61θな

らば，αoが（K」D）UBにおいて，Clo3θ4であることからそのρθ7わ43は0である。

　また，K」．DでZp－1がゐ6瑚4θ4でなくても，Kで60槻4躍でありさえすれば，B

の上の1％50」漉θCy‘1θZ方1で，2Po－1とH備olog％なρ次元・46εol厩θCy61εZ方1が

存在し，Z方1＝∂Rちとなるものが存在する。ここにRち∈．Bとなる。

　よって，仮定よりφPのC併漉アはDであり，∂D－B

∫πダー∫、ゼ1一∫．〆一∫、～一・

要するに，この場合もKの！1δ30加θCy‘1θZp－1の上のαop－1のρε7∫α4は0となる。

　そこで，・次にKの沼6sol漉θ0ッcJθZP－1がKでも60観4ε4にならない場合を考え

よう。

　〔Theorem　of　De　Rhem（／）〕からZ罫dの上のρθ■め4ε（ゴー1，2，一・・，Bρ一1（K））を

持っ漉ガθγθ漉α1∫01卿が存在する事が言われているから（ρ一1）次元のKの6ッ61θの

基底を琳一1・Z一　弓（K））としたとき・∫禦酢α　くこ　る・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘
また，Kの上のClo3θ4漉ガθγθη撤1∫01別εの基底（（ρ一1）489γθθ）であってωケー1

∫　　ωP－1一δ‘ノとなるωヲ『1（ノニ1，2，……，Bp－1（K））をとる。このような基底の存在
　zp－1
　オ
は，1）θRh躍が，〔TheoremofDeRhem（1）〕を導くときに，既に明らかにしてあ

る。また，ωヲー1は言うまでもなくγθ9㍑1併‘10384∫0ηnで独立である。

そこで各々について，

αP－1一α・P－1一 〆ωヲー1・のρ一ごαP－1

とおけば，のPはK－Pにおいて，

4のP－4αP一・一4α。P一一Σ］αノ4ωヲー1－4α・P－1

且つ，Z8『1（』1，2，……，Bp（K））をKの（ρ一1）次の‘y6」8の基底とすれば，

∫．7“ピー∫響壁一罫・ノ∫響ザー∫探禦一砧一・

　ここに，探一1はKの（ρ一1）次‘y6」83の基底であるから，Kの60㈱4ε4でないす

べての一　について π酷・となり・勿論加をK－D　
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極限しても・ 卿妙・となる・また・κDにおいて1山一｛成立する

から，よってこの定理が証明されたわけである。

　〔定理5〕

　！VをB×1で定義される．Do解痂とする。

NのRθ」α諺加εCy‘」θ（躍b4βo＋．B1）の上のρθγ歪04が，常に0となるようなαoε躍

ρ一∫oγ翅のP（Cαγ■げθγ1V）はある（ρ一1）rわγ翅ψP一1（Cα1擁θγN）の4群あθ4∫o”πであ

る。即ち，のP＝4ψP『1となるψρ｝1（Cαγ■∫θ■N）が存在する。但し，ここでBo＋B1

はNのBo解4併yとする。

　〔証明〕

　炉（0≦炉≦1）は区間1の座標と考えることができる。Dぎ万θγθπ吻J　p一∫o遡のPの

Cαγ漉γがB×1と言うのであるから，この両端は閉じている。ここで炉を固定して定

数と考えると，B×1の内部にBと同位相な（π一1）次元αoεθ4M加ガoJ4が見出され

る。それをB（炉）と定義する。従って，B（0）一Bとなる。

B（0）一B一・Bo，B（1）一B1と書くことにする。そこで，のPを考えると，

　（i）　4のP－0　　　　　　　　　　　　　　　痂K

（ii） R幽・　．　　　畑（賜＋恥）
　（iii）　のP＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K－1V

が仮定から与えられている。よって，前述の〔定理2〕より

　のP＝づαoP－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　伽K」ノV

　∫
　　　αP－1＝　O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zp『1∈H〆1（B（κル））

　　zp－1

　以後が一定数と考え上の条件を満たすのPを考える。のPから4炉というω吻o紹疵

を分離して，

　のP＝の0ρ〔κπ〕＋の1P『1〔炉〕〈4κη

とおけば，こののoP〔炉〕，の1P〔が〕は磁・を‘0翅ρ0紹鷹∫α‘診01として含んでいない

漉∬θ7θ廊認∫01勉であり，紹9配αγではない。

　のoP〔が〕＝¢IP一¢11P－1〔κπ〕〈4炉＝4αP－1一の1P－1〔が〕〈4炉B（炉）で

は，4炉一〇であるから，

のoρ＝4αP－1，よって，

∫禦鮮イ、〆一・　　　…（　））
B（副）は　（π一1）次元D艀6■θ漉α6」θC！05θ61瞼呵014であるから災B（副）

においては，〔Theorem　De　Rham（2）〕から，

　のoP〔κπ〕一ゴ晒70P－1〔κπ〕＋の1P－1〔κ喝〕〈伽一4炉70P－1〔κπ〕

となるB（炉）の（P－1）イ07躍70P－1が存在する。ここに磁・は　α03θdル勉πザoJd

B〔炉〕の上での漉∬ε1θ漉弼∫0触としての漉ガ8■6撹弼oρε剛07とする。

そこで，ρイ01〃270P－1にπ次の漉万6γθ漉躍oρθ■厩074を作用させて，
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　470P－1〔炉〕＝4κπγoP－1〔κπ〕＋71P－1〈4κ鴻；ψoP〔κ〕＋71P－1〔κπ〕〈4κπ

とおく。ここで，γoP－1〔炉〕はρα昭解αオθ1としての炉に4θρ餓4し，且っ，炉にっ

いて連続微分可能な関数となる。

　また，ψoP〔κ・〕はその定義から0＜炉＜1以外の炉の値については0である。そこ

で，γoP－1〔が〕は，0＜炉＜1以外の炉の値については0であるような関数と言うこ

とは，炉について連続微分可能ということから明らかである。

　従って，70P－1〔κ・〕は0＜κ・＜1以外の炉に対してはロである。そこで，γ1P－1は

0＜炉＜1では，0の値を取るような連続微分可能な（ρ一1）一力襯とならざるを得な

い。

　ところで，B（炉）においては4妙＝0，よって，

　4（αP－1一γoP－1〔炉〕）＝のP一¢）oP〔κπ〕一¢）1P－1〔好〕〈4κ泌二〇

従って，

αP－1－70P－1〔炉〕はB（が）という　（π一1）次元Dぎ∬θ18漉励」8C！03ε4！瞼”ザoJ4

の上でαosε4（ρ一1）一デo襯になる。

更に，β（炉）は（π一1）次元D岨θ1θπぬゐ1θα05ε4！瞼πげoJ4であるから，

．B（炉）における（ρ一1）一‘ッ‘」θ3の基底をZ召一1（為一1，2，……，Bp＿1（B（炉）））とすれば，

∫　　（αP－1－70P－1〔炉〕）＝が（κπ）
　zp－1
　ご

なる値が（炉）を持つ。

このρ81づod〃‘（炉）はκEについて，すべてのゴ（∫一1，2，……，Bp＿1（B（κE）））にっい

て連続微分可能になる。且つ，0＜炉＜1以外の炉については，が（炉）一〇

は明らかである。そこで，ωぐ一1（ゴー1，2，……，Bp（B））個の独立な

41∬618漉α」（ρ一1）一プ01勉で，Zアー1∈葛一一1（B（炉））の基底Zダー1を取るとき，

∫　　ω8－1一δり
　Z陀一1

　1
　となるような（ρ一1）一∫o■翅の基底とすれば，その存在は，〔Theorem　of　De　Rhem（1）〕

の証明の途中で既に導かれている。〔1〕

　そこで，B（副）の‘103θ4（ρ一1）一デ0γ彿として，ρoP－1〔炉〕＝が（炉）ωP－1‘とおけ

ば，ρoPdはκrこ4θρθ雇且つ，0＜炉＜1の時以外は，ρoP－1（炉）一〇となるB（が）

上の（ρ一1）イ07解として定義される。ρP－1（炉）はB（炉）においては，αoε84∫oγ耀

であり，従って，4ρoPd（炉）一ρ1P－1〔炉〕〈ごκ・と書くことができる。ここで，

（αP－1－70P－1一ρoP－1を考えると，

4（αP－1－70P－1一ρ・P－1）一｛（のP一のP〔炉〕）一（7・P－1〔炉〕＋ρ・P－1〔κ〕）〈d炉｝

ここで，φp＿の♂〔炉〕＋の1P－1〔が〕〈4炉を代入して，

4（αP－1一γOP－1一ρOP－1）一（の1P『1〔κπ〕一γ1P一1〔κπ〕一ρ1P『1〔κπ〕）〈4κπ

この左辺は，Kにおいて漉7初躍∫0朋従って，右辺は‘10Sθ4∫0γ解

よって，

4〔（の1P－1一γ・1P－1一ρ1P－1）〈dlκ湿〕ニ0カ〉ら4（の1P－1一γ1P一1一ρ1P－1）〈4κ⑫＝0

よって，
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ψP－1〔κ躍〕一の、P－1〔κπ〕一7・P－1〔Xπ〕一ρ・P－1〔κπ〕

とおけば，

4ψP｝1〔κπ〕〈4炉二〇，

ところで，4ψP｝1を分解すれば，

4ψP－1〔炉〕一4妙ψP－1〔炉〕〈4κ昂

従って，

（4κπψP－1〔κ昂〕＋ψ1ρ一1〔κπ〕〈4κ昂）〈4κ・＝0

即ち，　　　　　‘」κπψP－1〔κπ〕〈6炉一〇

よって，　　　　　4炉ψP＝0

即ち，ψP－1＝の1P一1一γ1P一1一ρ1P－1はB（炉）において，‘Josθ4∫oγ解炉＝0の

ときも，4炉ψPニ0，よって，Bにおいて，6Joεθ4∫oγ解となる。

　次に，ψP－1ニの1P－1一γ1P－1一ρ1P4は，B（炉）において，すべての沼650」漉θ

CycJθsの上で餌1げ0450を持つ事を示そう。Z晒をB（副）における（ρ一1）次の‘y‘」8

とするとき，C憲．をZ監1×〔0炉〕と同位相なKのρ一Chα初とすると，

このC諮．は∂CP炉一ZoP一1－ZP－1炉であり，且つ，

・＠）一 Cノ（副歴〕一酬歴〕一嗣＠〕）
　　　　　詫貼

を考える。

4（αP－1一γoP－1一ρoP－1）一（の1－71P－1一ρ1P『1）〈4炉

であるから，BoおよびB（炉）では
（αP－1〔κ鴻〕一70P－1〔κπ〕一ρoP－1〔κπ〕）

はBoおよびB（炉）では‘10εε4∫0γ翅となる。

∂Cふ一ZoP一Z監1（0≦炉≦1）である事から

zpπ1〔扉1（B（κπ））
　κ

・＠）一
｛（鋼匪〕一舜〕一酬健〕）〈姻

　　　一∫為難ヨ〔・〕一ガ〔・〕｝〔・〕）

　　　一∫
　　　　　　4（αoP－1〔κπ〕ヲoP－1〔κπ〕一ρoP－1〔κ陪〕）一〇

　　　　　zp－1
　　　　　κπ

従って，

・＠）一 螺例一砂㊥〈伽

　　　一（＝1押∫河遭dザー一（一1戸∫ご働

　そこで，0＜κ≦炉＜1ならば，
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∫＠）一 伊璽一別一一）一・となる・

　　　　翼’

従って，の1一γ1一ρ1はB（x・）の上でρε7面40を持つ。

よって，

の1〔κπ〕一γ1〔が〕一ρ1〔κ拓〕一4炉Xπ『2〔κπ〕

と書くことができる。且つ，Xπ一2（炉）は

0＜炉＜1以外ならば，

X勘2（炉）＝0となり，

がに関する連続な導関数を持つ事が示される。

　そこで，4〔Xp－2（炉）〈4炉〕ニ4．8Xρ一2（炉）〈4炉

　　　　一（砺一71一ρ1）〈4炉から，

4（αoP－1一γoP－1一ρoP一1）ニ（の1－71一ρ1）〈4炉即ち，

ご〔Xρ一2（κπ）〈4κη〕窪（の1－71一ρ1）〈4κπ

一4（αoP㎝L70P－Lρ0ρ一1）一（の1P－71P一ρ1P）〈4炉

よって，

ご〔酌一2（炉）〈4妙〕一4（α0ρ一1ガoP一一ρoP－1）

において，

4αP－1＝φPψP＃4αo
　　　　　　φP二のoρ〔炉〕＋の1P－1〔κπ〕〈4κ・

　　　　　　470P一1〔炉〕＝のoP〔κ鳥〕＋γ1P－1〈、4炉

　および

　　　　　　づρoP－1〔炉〕＝ρ1ρ一1〔炉〕〈4κ・を代入して，

　　　　　　OPニ470P－1十ぜρoP－1＋づ〔Xp－2（炉）〈4ガ〕

　　　　　　一4｛70P－1＋ρ0ρ一1＋Xp－1（κπ）〈御｝

となり，のPは磁7初躍ρイ07翅であることが証明された。

ここに，70P－1〔炉〕，ρoP－1〔炉〕，XP－2〔炉〕は0＜炉＜1の場合を除き，

γoP－1〔副〕＝ρoP－1〔副〕一XP－2〔炉〕一〇は仮定されており，且つ，鋼1α耀εε■とし

ての炉は0≦，‘毘≦1の闇を動くのでのPのC群1’θ■がN即ち，B×1である事は明ら

かである。よって，この〔定理5〕は証明された。

　〔定理4〕

　Dゴ万87θ漉ゴα」α0584ρrブoγ吻のP（C併1ゴε7P）がDにおけるすべてのR8」副のθCy‘」θ

（ル2b4B）の上のρθ1ゴ04εが常に0であれば，そのρイo朋は（ρ一／）一∫077nψP｝1

（C併7ゴε1D）の4ε■あε4∫o襯として表わされる。

　〔証　明〕

　のPを与えられた条件を満たす4艀θ■eπ診観か知耀とする。N二B×1を〔定理ろ〕と

同様に定義すると〔定理2〕よりのρニ4αP－1となるようなαP－1が存在する。そこで

（ρ一1）イo瑠βP－1でβP－1＝αρ一1∫η（D－1V）且つ，βP－1－0加＆Dとなる

βP｝1を考える。そのよう なβP司は必らず存在する。秋月氏の著書〔10〕を参照された

い。また，このβP｝1はKにおける紹g配87漉∬ε紹撹毎」∫07卿である。そこで，次の

漉万θγ8π加」∫o■鍛ψ1ρを考える。即ち，の1P一α（αP－1一βP－1）このの1PのCo17ゴθ■は，



Bomded　ManifoldのRelative　Cyclesの上のDifferential　Formsについて 25

定義によってノVになる。ここでこのようにして定義されたの1がノVにおけるRθ」α漉ε

Cy‘Zθε（1吻4Bo＋．B1）の上のゐ8γゴ04がすべて0である事を示そう。

　R＆をNのBo＋B1に関するγθ1αオ∫肥‘y61θ5とすると，∂R＆一ZoP－1＋ZIP－1と

書くと，ZoP－1およびZIP－1はBoまたは，B1の‘y‘18になる。且つ，これらの‘y‘1θ3

ZoP－1とZIP｝1はHlo挽oJog膨な関係にあることは明らかである。よって，それを用い

て，．R＆（1θ」飢掬θ‘yolθ）で

瑠…∫、ノ（砂卵）一島ボ卿）

　　　　　一｛∫為蜥∫ZβゴH∫る虻∫ろ副一・

が得られる。即ち，の1のNにおけるRθ」α励εCy‘」ε3の上のρε1歪06は常に0である。

よって，〔定理5〕によって，このの1Pに対して，の1P－dψ1P－1となる

（ρ一1）一∫o朋ψP－1（C併漉γD）が存在する。

そこで，（01P－4（αP一βP－1）また，のP－4αPから，

　のP－4αP－1＝の1＋4βP－1－4（ψ1P1一βP－1）

ψ1P－1のCαγ7∫8■はDであるから，ψ1P－1一βP－1のCα7γゴθ■もDよって，

のPは漉∬θ76漉歪α」（ρ一1）一∫01彿ψ1P一1＋βP－1（Cαγ■琵■D）の4θ1あ鷹初8となり，

この定理は証明された。

　この定理は，先に挙げたZ万ガ6γθπ’励」εClosθ4！瞼呵o！4に関する〔TheoremofDe

Rhgm（2）〕に対応するものである。

〔定理5〕

　1）1をBo観6α■y　Bを含むκのS励一D備痂πとする。ψPを1）1で定義されたαos掘

漉∬ε■επぬ1ρイo襯でKの中で60麗4θ4なD1のP一‘yclθの上でρθ7ぎ04ε0を持っ

ものとする。その時，このψPはKにおけるαoε84漉∬8紹πぬ」ρ一∫01耀に拡張するこ

とが可能である。

　〔証　明〕

　ψ1PをψPのKへの任意のθκ置θ紺oηとする。この場合その存在は明らかであるが，

それがKでClo3θ4∫oγ規であるという事は仮定出来ない。よって4ψ1PはCloε躍
（ρ＋1）∫o耀（Cα■■ゼθ7K－D1）

そこで，RpqをK－D1の（ρ＋1）次のRθ」α孟∫肥qy‘18（Mb4・B）とすると，

∫Rメ門一∫、R虻∫．喫一・

ここに，∂Rp＋1－ZPは仮定にあるKでδoκ雇84な‘y‘」θoゾB伽D∫である。従って，

dψ1Pは〔定理4〕の条件をK－D1をそのCα7漉■としてみたす。故にρ一∫o朋

λア（C併漉7K－D1）が存在し，

　4ψ1P－4λ，Pよって，ψ一ψ1一λとおけば，ψはKへのψPの拡張であり，Kに

おいてClo3θ4∫oγ郷である。

よって，ψがκでBo瑚4θ4であるD1のCy‘1θの上のψのρθ1∫oゐが0であると

いう条件は，ψをD1からKまでε鋭θ掘するのに必要十分な条件であり，それが満た
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されたわけである。

Tange皿tial　eomponent　of　dif£ere∬tia　form80n　the　bounde皿manifold

　Mを第2節の〔定義2〕で与えられた伍∬θ70ηオ∫α61θ！瞼ηヴoJ4⑳髭h　B側裾α矧とし，

BをそのMのBo観4α矧とする。ここで，Mの上の漉ガ6■θ漉認∫07撚のP

卿一Σ　　　 鯉　　而1〈4碗く……〈4蹟（1≦ブ斥≦π）の
　　　　ブ1＜ノ2＜＿＿＜ブPノ・ノ2…’ブP

T翻g6撹ゴα」‘o挽ρ伽8配∫o■解を定義しよう。

　〔定義12〕

　伽を上で与えられたMの上の漉ガθ1θηぬl　pイoγ吻とするとき，その丁朋gθ舵観

ω吻‘耀漉∫o瑠置φP一錫を次で定義する。即ち，

錫一ゆ一Σ　　　吻1ブ2一・ブ，4蹟く而2〈……〈嚇P（1≦ゴん≦η一1）こ
　　　　　　ブ1＜ゴ2＜……＜ブP

れを簡単にのPの丁侃gθ配ゴα1∫07躍または，Bo襯伽■y　uα1麗oゾφPと呼ぶ。

　ここで，伽のPがρ一πであれば，虚φP－0は当然である。そこで，伽の1％7勉α1

‘0吻0舵漉一∫70吻朔として，曙；吻PニφP一診のP一ψP－1〈4炉と定義しよう。

　〔定義15〕

　のPがMの漉∬θ18漉毎」ρ一∫70躍であるとき，その！〉b■挽160規ρ‘η6漉∫0■挽ηφPを

η伊一のP一’伊一ψ伊1〈4炉となるρ一∫01解の事であると定義する。

　砺を漉∬θγ6ηぬJ　oρθ7碗07ゼn（箆一1）次元Dゴ∬θ78ηオ∫αδ1θαos64ハ4沼ゲol4B

（Mの．Bo襯4α矧）とすれば，すべてののPに対して

　砺εφP＝堀βのPが成立，伊にoρθ剛θする作用素診および砺はMのBo雄4併y　B

によってのみ決定され，他の要因とは無関係である。

　ここで，特に，診のP－0なる伽を漉万ε7θ刎ゴ認ρ一∫oηπ（〈「銑”B）と呼、塞。そこで，

4φP一ξP＋1（翫ll　B）即ち，配伽一〇は4のP一ξρ卜1より強い条件となり，これは，

・46εoJ厩θCy‘」6ZP（∂ZP－0）の方がRθ1α’初θCッ‘」θRp（1協4．8）即ち，（3Rp〔B）よ

りも強い条件になっている事と伽α」な関係になっている。そこで次の定義を与えよう。

　〔定義14〕

　MをDゴガθγθ疵毎わ」θ！瞼ηげol4漉漉Bo麗4併yとする。この時，‘ρが・44吻∬ゴゐ1θ

Tαπg伽ぬJBoμ4ηα7yuα」ηεo∫‘loεθ44’万θγ醜吻」∫o加（初M）であるという事は，次の

2条件を満たした場合をいう。

　即ち，

　（i）　αPがBでCJoεε4∫oγ卿であること，即ち，4BOIP－o

　（ii）　αPがMでBo瑚484なBのすべてのρ一‘y‘」θsの一ヒで常にpεy∫040を持っ。

MでClo5ε4な漉∬θ76η孟毎1ρイo触のPがMで加観4θdなBのすべてのCycJ6で

0になるρθ7ゴ045を持つのは明らかである。何となれば，

∫伊伽一∫、C好Cμ一・る∈瑞（B）α・・∈M∂　B
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となるからである。ところで，Bの上では，漉∬θγθ励α10ρθ欄0γ4＝砺であるから，

4（εψP）＝4β（オのP）＝ε4BφP＝’4のρ＝0

且含
非∫Cμ）一∫C謂　）一∫C美鯉）一∫C話　）一・

よって，切P一αPはMで60襯4θ4なBの‘y‘1θ3の上で餌7∫oゐ0を持ち，且つ，

4BαP－0となる。即ち，この場合，CJos8♂ρ一∫01挽のPのBo槻4α■yのα」麗αPは

・4d痂∬fゐ」θ丁碗gθ漉毎lBo解4併yりα」麗呼のPになっている。従って，診φP一αPはB

の上だけではなく，Mの漉ガ81θηぬ1∫01挽にまで拡げることができる。

　そこで，．Kを第4節でMから構成したCloεε4！瞼πげoJ4Koと同位相な

Dげ万θ7朋診ゴ訪1θClO5θ4ハ血πザol4とする。

　M「のcy‘183の中でKoで加観4θ4なものはKの中のMと同位相な部分の中で

やはり，加観磁4cy漉5になる事はKo従って，Kの作り方から明らかである。そこで，

若しBのclSε44ゼ）ヴε78漉毎1∫07翅がMの漉∬8γεπオ’α」∫0γ勉まで拡張可能であるとし，

且つ，そのMの‘10Sε4∫07勉が！i4痂ε5∫ゐ」θであるならば，その読ガθ■θ寵ぎα」∫0朋は

1レfからKまで拡張可能であることが，〔定理5〕よりいわれる。

〔定理6〕

　Z7（ゴー／，2，一・9，Bp（珊）をMの上の独立なCy‘」εsとする。この時，これらの

Cy61θ3の上のρεγ歪04〃‘および質4痂鋭6」θBo麗η4併y％1％βPが指定されていて，

　一タ・ 沼費一跳

　　　　　　　‘

となる‘Jo384ρ一∫07解のPが存在する。ここに，4はZDこH倣o！ogηεなBの上の6y‘」8

である。

〔証明〕

　KをMの40励」θと同位相なCJo3641瞼πザol4であってD∫ガε7θε毎ゐ1εであるとす

る。ここで，Mのρ一‘y‘」θεの基底およびKにおけるρ一‘y‘1θの基底でMの‘y‘」εεの

何れの像ともHo規oJo9麗でないcy‘」θ5を取る。M’においてHo彿olog麗0である6y‘1θε

の像は，KにおいてもHo解oJo9麗0であるから，これらの2っの‘y‘183の集合の和は

Kの・46sol膨cy漉3の基底をなしている。

　〔Theorem　of　De　Rham（1）〕によって，

　∫
　　　のoρ一が　（但し，ブ≦Bp（鈎ならば〃‘一〇）となるαosθ4漉ガ6γθ漉’α1ρ一∫oγ翅

　　zp
　　‘

のoP　o∫Kが存在する。ここで，ブ＞Bp（M）となるゴに対しては，〃‘は任意のρθ1ゴ043

を指定する事ができる。そこで，こののoPに対しての1ρ一妙oPなるのoPのBo槻4α1y

のα」麗を取る。すると，Mにおいて，4のoP－0且つ，Bの上では，のoP一妙oP一の1ρ

よって，Bの上では4炉一〇であるからBの上で，

　0＝4のoP＝4の1Pニ4BのP十ψP〈4κπ＝48の1P

よって，4Bの1P；0となる。

　また，MでBo襯4ε4なすべてのBのCy漉sに対して，
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∫．のぜ一∫、，辛1一∫、詔♀1一∫C鱈・　　瑞（B）ω∈解

よって，このの1P一妙oPは！盟吻∬弼θ先に与えられたρイ0朋βρは仮定により

・44，n∫s励」8であったから，φ1Pおよびβρは共に，沼4痂∬ガδ1θ丁卿9επオゴαJ　Bo瑚ぬ1yのα1”θ

α‘103θ4ρイ0川になる。そこで，βP一φ1Pを考えると，・44加∬∫61θである事から

4B（βρ一の1P）一〇　即ち，βP一の1PはCJo564ρ一∫07解（oπB）である。

また，！勉雁∬歪61θという条件から，

∫Z’一∫『のノー∫『（夕一のノ）一・

ZIP∈Hp（B），Zp∈∂Cp＋1Cp＋1∈M

よって，（η一1）一次元Dゴ∬θ1θη加61θCJos84M4πザold　Bの上では，

βP一の1P－4αP－1

となるBの漉∬θγ8漉α1（p－／）一∫01撹αP－1が存在する。ここで，αP－1をK全体に

■8gμ1α7観6漉0η　して，それをαP－1とおく。そして，このαρ一1を用いてのPを次の

ように定義する。

即ち，ハ4の漉∬ε紹舵彪1ρ一∫07解

　のP一錫＋4αP－1，4のP－4のoP＋4（4αP－1）ニ0

即ち，のPはMの‘Jo3θ4ρ一∫07翅且っ，Zf∈Hp（M）

∫禦α一∫Z’9＋∫Z押一∫刎ψち一　1，2一・踊）

　　‘　　　　　　　　‘　　　　　　　　轟　　　　　　　　　　　‘

またB上ではβP一の1Pニ4αP－101P一診錫

炉一伊・L4－L階伊一跳卿葛（・）

即ち・ ～伽一腕 〆一　1・勿…　（η）

　よって求めるρ一∫o襯伽の存在が証明された。

与えられた条件をみたすdifferential　formの存在

　〔定理7〕

　のP＋1をDゴ∬8γ槻オ毎61θ漁擁∬oJ4zσゴ痂Bo襯6α砂Mにおける‘Josθ4（ρ＋1）∫oγ翅と

し伽＋1のMにおけるすべての！望6solμεθCy‘」εsの上のρ6γ歪04sが0になるとき，この

のP＋1に対してMのρイ0襯αPが存在して伽＋1一づαPとすることができる。

　〔証明〕

　KをMの40δ16と同位相なαOS84Mαπヴol4で漉∬θγθ寵励18であるとする。Mの

すべての確‘」θでKの中で加観4躍となるCy‘1θはMでも加捌4θ4これはKの作

り方から明らかである。そこで伊＋1は仮定から

　∫
　　φP＋1－0　ここにZp＋1∈葛＋1（助∂Cp＋2＝Zp＋1Cp→2∈Mである。
　　zp＋1

　ここでの魁1を伊＋1のMからKへのγ8g㍑」8γεκεθ戚0πとする。このような
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εκεθ漉oηが可能な事は〔定理5〕から導かれる。

　そこで，ZP＋1∈Hp＋1（K）から任意にとる。その取り方として，ZoP＋1ヲHp＋1（⑳ならば

仮定より 昂酷・
　またZIP＋1∈Hp＋1（M’）（M’はMの‘oρyとする）のときも同様に

∫　　ハ　　φP＋1－　0　となる。
　ZIP＋1

そこで問題は，Z野1∈1協＋1（K）がZf＋1＝RoP＋1＋RIP＋1RoP＋1∈HP＋1（玖・B）

R・囲叫・1（MB）となっている場合である．そこで今｛Zぎ嚇をKの‘螂の中で

Mの・4δ30」漉θCycJε5とHo躍oJog惚でないものの基底の中で最小のものとする。その基

底に属するKのCy‘」θはR9＋1∈葛＋1（玖B）と．曜＋1のM→M’における像理＋1と

の和集合と同相である。そこで，αP＋1を（Cα1γ’67K－M＝M7）のClo5θ4（ρ＋1）イoγ解

としてそ　一鰯押の上の卿∫塵璽聾　えられる・一

K－MのCloε84（ρ＋1）一∫oγ解としよう。このようなαP＋1の存在は〔定理1〕において

示されている。

　そこで改めてκの上の（p＋1）一∫oγ粥

　φP＋1一αP＋1を考えると，

　4　（のP＋1一αP＋1）　＝　0　カ〉つ

　　　　∫、，野一∫πゑ一∫磨班一腕一・

　　　　　‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘

ここに，Z野1∈Hp＋1（K）である。〔Theorem　of　De　Rham（2）〕によって

　のP＋1一α叶1－4αPとなるようなαPがKの漉∬ε■8π吻1ρ一∫01撹の中に存在する。

そこでのP＋1一αP＋1－4αPの定義域をMに限定するとαP＋1のC併γ’εγはK－Mで

あったからαP＋1－0（伽M）又のP＋1はMの（p＋1）一∫o襯のP＋1のKへの

■θg認併ε鋭θ解わπであったからのP＋1一のP＋1απ4¢）P＋1＝4αP（伽ハ4）よってMに

おいて伽＋1－4αPとなる4艀θ■θη廊1ρイ01解の存在が証明されたわけである。

　ここでRε伽掬εCy‘」ε5の上のρ顔06εはRε」α励8qy‘16εの基底の取り方によっては

必ずしも一意的に決定されるものでないと云う例をあげる。

ここにR8」励θρ一C幽の基底｛碍（夙z一商（岬））が与えられている

とする。従ってすべてのRθ厩初θCy漉RpはRp駕Σαご．Rfと書くことができる。

ところでC書をBの任意のρ一C加伽とした時，前記のRpはR駕Σの曜＋C書

と書くこともできる。と云うのは，∂Rp一Σα‘∂躍＋∂C多となり∂C芸∈Bであるか

らである。従って，

∫躍伽一の∫碑α＋∫！一Σの・＋∫。～

と云う事も起り得る事を意味している。その意味でRθ勉掬θρε1∫04εに関しては幽εo厩θ



28 宮　　本　　尭　　夫

Cy‘」ε3の上のP8吻4sのようにHo耀oJo9ツαα∬の代表元の上だけでは決定できない事に

なるわけである。

　〔定理8〕

　任意に指定されたB・＿p（⑳個の独立なRθ伽初θCy‘18εの上でのρθ7∫043既

（∫一1，2，……，Bπ＿P（劫）と指定された∠44吻∬ゴδ1θBo瑚4α7y7α」麗βPを持っαosε4

な改がβγεη観ρ一∫oγ解のPがMの上に存在する。

　〔証　明〕

　次のようなKのαoε躍ρイ07勉のPを考えよう。Kのすべてのρ一‘y‘」6の中でBの

p一‘y6」θとHo郷oZog膨なqソ‘1ε3の上で，φPのρθ■∫045をBo観4併y⑳α」μθβPをBの

αoε躍ρイo瑠と考えた時のBの同じP一‘y‘」θの上でのρθ1∫04を一致させる事ができ

る。そのような0の存在は〔Theorems　of　De　Rham（1）〕からすでに得られている。

そこでβP一のPを考えるとこのρ一∫oγ翅はBの上ではα03躍であり，かつすべてのB

のρ一6y‘1εの上のρε1歪04は0となる。従ってこの（π一1）次元！瞼ηザoJ4．Bの上での

ρイoγ翅βP一ψPは，〔Theorems　of　De　Rham（2）〕により4θ7掬θ4∫01翅即ち

βρ一のP－4ψP－1なる。Dゴ万81θηぬ6」8！瞼呵oJ4．Bの上の（ρ一1）∫o■挽ψP－1

が存在する。そこでこのψP－1に対してその定義域をBからKまでに拡大して

Kの（P－1）イ01翅ψP－1を作る。

　そこでMにおいて
　　　の1P＝のP＋4ψP－1

とおく。αPを次のようなρイo撒とする。即ちψ1P一αPは与えられたMのRθ勉あθ

Cy‘」ε3（魏04B）の上でのρ飢04Sがあらかじめ指定されたρθ1ゴ045になるようなρ一∫0朋

（Cαγ1歪87！四）である。そのようなCJo58dρ一∫01魏（Cαγ漉γ！吸）の存在は〔定理1〕で

すでに云われている。そこでψPニの1一αPとおけばのPが求めるClo3躍ρイoγ翅である。

　　　結　　語

　最初の意気込みにも拘らずこのような取りとめのない小論に終ってしまった。数学には

多方面の知識を必要とすると云う事実をつくづく感じさせられる、

　筆者をしてこのテーマを手がけさせたのは何と云ってもD∫∬θ7翻ゼα6」θCJo3θ4！瞼呵oJ4

におけるその上の酬万θ7θ漉認Fo”nのZ）E．RH辺！匹KOD！虹R！望の見事な数学的な成果

であろう。それが筆者をしてその魅力のとりこにし，HODGE〔2〕秋月〔10〕等々を諸先

輩の「むずかすぎる」との制止も聞かないで読みあさったものである。そこに現れたのが

本小論の直接のきっかけとなったDUFF〔5〕である。

　筆者等は4魏麗漉伽をたたかわせながらDUFFの論文をもとにセミナリーを行いそこ

にややもろい構成を感じた。例えばつなぎ目のC。。微分可能性等々である。しかしそれ

をどのように書きなおせばよいものかわからない中に今目に到ってしまった。今日になっ

て再びこのテーマについて考えるとDUFFの論文〔5〕ができた当時（1952年）とうって

かわってD∫万ε1ε漉αl　Toρologyの発展は目ざましく，α03θ♂！瞼πげ014でさえあればそ

れと同位相なD∫1ガεγθ漉α6」8CJosθ4！瞼πヴoJ4の存在が凧4LL！望CE等によって証明さ

れている〔8〕〔9〕。となると先にDUFFの論文のつなぎ目の問題は，「それ等を用いて肯

定的にその難点を解消できるであろう」この確信のもとにこの小論が生れたわけである。

この小論を書くに当って多くの方々に御世話になった。最初筆者がDUFF〔5〕を無批判に
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読んでいた頃，その構成の粗雑さと，もろさを指摘して下さった九大（理）の村主恒郎教授

　早大（理工）の小島順助教授，又これまで終始一貫筆者の良き相談相手となって頂い

た九大（教養）の上野清太郎，大和田広元両教授およびDゼ∬θγθ漉αl　Toρologyの面にお

いて貴重なる助言を頂き砥4LL・4CE’〔8〕1吻LNO．R〔9〕等の論文の存在を知らせて下さっ

た九大（工）の塚本陽太郎助教授に特に深甚な感謝の意を表する次第である。

　又何回となく足を運んではその度に御世話になった九大図書館理学部分館の方の学外者

である筆者に対しても学内者と同様の親切な取扱いには感謝している。ここに紙面を借り

て感謝の意を表する次第である。

　最後に筆者の恩師である都立大学理学部本部均教授には終始変らず研究上の便誼をはか

って頂きその御好意を筆者が身にしみてありがたく感じている事を附記しておく。そして

更にこの稿の浄書に協力して下さった本田昇，陣内恵美子，相川雅則の三君にも感謝して

いる。三君の協力がなかったら正味50時間では清書は不可能であったであらう。諸賢の批

判を待つ次第である。
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