
凸凾数について

吉田誠一郎

(Some properties of convex functions)

xの区間△に於ける凸函数の定義の仕方は二通りある。こ」ではその二つの定義の間の関係を考

える他に, △に於いて凸であることと△の各点で凸であることの関係,叉f′(∫)の存在を仮定した

ときの凸函数の滑かな性質などについて考えることにする。凸函数の定義は

{1} #1<#2<>3である様な△の任意の三点x-, Xz, x3に対して常に

/(**) ≦
(x3-Xz)fOO + (xz-x-)/Ua)

酌軒0:<r が成立つときfix)を△に方さける凸函

数と云う。そして常に不等号だけが成立つとき狭義の凸函数と云う。

(2) △の任意の二点xi, X2に対して常に

f(翠) ≦
f(∫-) +/(*2)
2が成立つとき/ooを△に方さける凸函数と云う。そし

てx.キx2のとき常に不等号だけが成立つとき狭義の凸函数と云う.

13> /OOが△で微分可能のとき△の点aに於ける>-/00の接線をy-t(x)とするとき適

当な8>0をとればx∈(a-8, a+d)∩△のとき常に/CO≧*00が成立つとき/ooをa

に於て凸と云う。そして不等号だけが成立つときαに於て狭義で凸と云う。

以下次の記号を定める。

△で定義〈1)の意味での凸函数の全体の集合をK△ 11ト狭義の場合はKとilI又定義121

の意味での場合はそれぞれK△12I, K去12トで表わすことにするO

叉△の各点で凸な函数全体の集合をE△,狭義の場合はE芸で表わすことにする。

次の命題を考える。

〔1〕 /GOが△で微分可能のとき

(i) /OO∈K△11ト十/oo∈E△

(ii) ZOO∈K去11トヰ/GO∈E左

此の証明の仕方は普通の本にあるから省略する。 -)その逆命題は

〔2〕 /GOが△で微分可能のとき

CO /CO∈E△ >/00∈K△11ト

(ii) /OO∈Eと-/oo∈KkO>

その証明の為に次の助定理を考える。

〔3〕 fix)は△で微分可能とする。

goo--蝣mx+k Qm, kは実数)に対してF(x〕-/00-*00とおけば
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　ノ（∬）が△の点4で凸であればF（κ）も点4で凸である。叉∫（躍）がσで狭義で凸であればF（κ）

　もθで狭義で凸である。

　（証明〕　9（諾）＝・吻躍＋彦，　F（劣）一∫（x）一9（劣）

　従ってF’（∬）＝＝∫’（∬）一溺

　点｛4，∫（召）トに於ける　鉛＝∫（κ）　の接線をツ＝∫（劣），　点佃，F（4）｝に於ける

　ツーF（躍）の接線を　ツ＝T（κ）　とすれば

　　≠（劣）＝＝∫’（召）（劣一召）十∫（α）

　　T（劣）＝F’（4）（劣一4）十F（α）

　まず劣∈△のとき常に∫（劣）一∫（劣）＝F（ズ）一丁（κ）であることを証明する。それは

　　∫’（κ）一ご’（x）一∫’（劣）一∫’（α）

　　F’（劣）一丁’（劣）＝＝｛∫’（劣）一〃2卜一F’（α）

　　　　　　＝＝｛’∫’（躍）一卿，トー｛∫’（4）一卿｝

　　　　　　＝＝∫’（諾）一∫’（α）

　』．｛∫（」）一！（躍）｝’＝｛F（κ）一丁（劣）｝’

　∴　｛ア（寛）一∫（罪）｝一F（劣）一丁（κ）トーC（定数）

　特に　罪一αのときを考えると

　　　∫（σ）・一！（召）一ノ（σ）一∫（4）＝・O

　　　F（召）一丁（召）＝F（σ）一F（α）＝＝0

　』．C＝＝0

　』．∫（ズ）一！（劣）＝・F（ズ）一丁（κ）

∫（％）が劣一4で凸であるときは適当なδ＞Cを取ればx∈（4一δ，α＋δ）∩△のとき常に

　　　∫（劣）一’（％）≧0　よってF（κ）一H（κ）≧0

　又∫（劣）が躍＝αで狭義で凸であるときは

　■∈（4一δ，α＋δ）∩△，のとき常に

　　∫（ズ）一’（劣）＞0　よって　F（劣）一丁（ズ）＞0　　　　（終）

〔2〕　（ii）の証明∫（劣）∈Eム　とする。

△上に　泊く範く馳である様な任意の三点泊，勉，論をとり二点｛泊，！（泊）ト，｛論，∫（論）

　を結ぶ直線の方程式をツ＝・8（劣）とし

　∫（劣）一9（劣）一F（劣）とおくと，F（劣）は〔％、，％。）で連続となるからF（劣）は〔κ1，為）上

　で最大値をとる。その場所をκ＝嬬・とするとF（北）が微分可能となることからF’（」・）＝・0故に

蜘に於けるy＝F（劣）の接線をンーT（ズ）とすればT（κ）＝F（㌔）今若しF（論）≧0とすれ

　ばF（為）は〔泊，論〕に於けるF（κ）の最大値であるからF（論）≧F（勉）≧0

　（i。）　F（縮）＞0のとき

　F（劣1）＝＝F（κ3）一〇　であるから　謡1くκ・くズ3
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　となる。ノ0）は点論に於ても狭義で凸であるから助定理（3）によりF（エ）も点論に於て狭

　義で凸となり適当なδ＞0をとれば

κ∈（論一δ，論十δ）∩△のときF（ズ）一丁（劣）＞Cとなる。

即ちF（劣）一F（為）＞0之は〔泊，為）に於けるF（劣）の最大値がF（∬。）であることに反する。

　（iio）　F（κ。）・＝0のとき

　F（為）≧F（κ2）≧0　よりF（勉）一〇すると〔泊，蜘〕に於けるF（κ）の最大値はF（短）に

等しくなる。所が勉に於けるy－F（κ）の接線は劣軸でありF（x）はx＝勉でも狭義で凸で

　あることから適当なδ＞0をとれば劣∈（勉一δ，勉＋δ）∩△　のとき

　　　F（κ）一〇＞0

　之はF（κ・）一eが（泊，為〕に於けるF（劣）の最大値であることに矛盾する。

　（iQ）　　（iiQ）　により　F（κ2）　く0

　　．　　　　　　　（ズ3一κ2）F（ズ！）十（x2一ズ！）F（劣3）
　　．．　F（ズ2）＜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（’』F（箔）＝F（κ3）＝二〇）

　　　　　　　　　　　　　　　x3－x1

　　所がアーg（劣）は直線であるから

　　　　　　　　（エ3一κ2）2（ズ1）＋（ズ2一諾1）2（劣3）
　　　9（劣2）＝＝　　　　　　　　　　　　　　一
　　　　　　　　　　　　　　ズ3一ズ1

　　．　　　　　　　（劣3一κ2）｛F（κ1）＋だ（ズ1）｝＋（ズ2一の｛F（躍3）＋9（κ3）｝
　　。．F（躍2）＋9（劣2）＜
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ズ3－x1

　　．　　　　　（劣3一躍2）∫（X【）＋（X2一工1）プ（κ・）
　　．．∫（勉）く　　　　　　　　　　　　｛∴∫（％）一F（x）＋8（κ）｝
　　　　　　　　　　　　　　　ズ3一劣1

　　．●．∫（ズ）∈K邸葺　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

〔2）　（i）　の証明∫（κ）∈E△とする。

　△1ヒに　ズ、く劣、くκ、である様な任意の三点劣、，κ，，ズ、をとり（ii）の場合と同様に9（劣），

　F（劣）を作る。：F（罪）が（泊，論〕で最大となる所をκ。とする。もしF（κ2）＞eとすると

　F（∬。）≧F（勉）＞0よりF（為）＞C従ってx・く％。く蜘∫（κ）が為に於て凸であること

　からF（劣）もκ。に於て凸となる。よって適当なδ＞0をとれば∫∈（銑一δ，飢＋δ）∩△の

　ときF（劣）一F（論）≧0となる。もしF（x）一F（為）＞OとなることがあればF（∬Q）が最大

　値なることに反する。よって（κ。一δ，翫＋δ）∩△上のすべての罪に対してF（〆）一F（蜘）

　となる。（為一δ，為〕∩△一φ且〔蜘，挽＋δ）∩△一φであることはないから例えば

　（x。，為＋δ）∩ムキφとするとκ∈〔為，κ。＋δ）（△のとき常にF（劣）一F（為）となる。

　此の様な性質をもつδの値の上限をρとすればF（馳）一（とF（劣）の為に於ける連続性と

　から銑＋ρく為となる。κ。＋ρ＝・oとおき適当なδi＞〔をとれば0＜hくδ1なるすべてのhに

　対して（o－h，o＋h）⊂△で劣∈（6－h，o）のとき常にF（劣）一F（蜘）で（o，‘＋h）の或

　る劣に対してF（劣）くF（蜘）となる。するとF（劣）のoに於ける連続性より

　F（o）＝・」加F（％）＝・F（蜘）故にoに於ける左微係数F’一（o）一〇となり従ってF（ズ）の6に於
　　　　綴ウσ一〇
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　ける可微分性からF’（o）＝0となる。よって劣二〇に於けるツ＝F（x）の接線はツーF（o）

　となる。所が正数hがδ1より小なる如何なる値をとってもx∈（o，o十h）でF（％）一F（o）くO

　となる劣が存在する。之はF（κ）が6に於ても凸であることに反する。よってF（勉）≦0で

　なければならぬ。

　　　　　　　　　（劣3－x2）F（κ！）＋（x2一鮨）F（劣3）
　即ち，F（躍2）≦
　　　　　　　　　　　　　　　％3一％1

　　　　　　　　　（躍3一劣2）9（κ1）＋（劣2一躍1）9（劣3）
　所が　9（勉）二　　　　　　　　　　　　　　　　　　　で∫（∬）一F（劣）＋9（ズ）
　　　　　　　　　　　　　　　劣3一劣1

　　　　　　　　　　　　　（κ3一％2）∫（劣1）＋（彰2一劣1）∫（劣3）
　であることから　1（北2）≦
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　％3一劣1

　　∫（x）∈K△｛’1ト　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　（終）

　次に微分可能な凸函数は滑かであることについて考える。一

（4〕∫（κ）が△で微分可能であるとき∫（ズ）∈K△｛1トならばノ’（北）は△で連続である。

　（従って∫（躍）∈Kム｛葺のときは勿論ノ’（諾）は△で連続となる。）

　〔証明〕　まず△の任意の点αをとる。

　召が△の内点であるときはαの右にある△の一点みをとると　∫（劣）∈K△｛1｝であることから

　∫’（α）≦∫’（6）となる。

　ガ（召）＝・∫’（わ）のときは（召，δ）のすべての点％に対して∫’（4）≦ノ’（劣）≦ノ’，（δ）より

　∫，（κ）＝・∫’（α）

　　　」吻∫’（x）ゴノノ（召）

　　　記』〉α十〇

　叉∫’（召）＜ア（δ）なら導函数に関しても中間値の定理が成立つから∫’（6）イ’（召）より小なる

　任意のε＞Oに対してδ一αより小なる適当なδ＞0を取れば∫’（4）くア（α＋δ）くノ”（α）＋ε

　となる。このとき（召，6＋δ）のすべての点xに対して

　ノ’（α）≦ノワ（罪）≦∫’（σ＋δ）となることから

　1’（α）≦∫’（劣）＜ノノ（α）＋ε

　　　1吻∫’（ズ）＝＝∫’（σ）
　　　¢・〉α十〇

　同様にして1∫吻∫’（ズ）＝・ノ （σ）

　　　　　∬一〉（L－0

　叉αが，△の右端の点なら」魏ア（劣）＝ノ0’（α）

　　　　　　　　　　　　α一〉α一〇
　△の左端の点なら1珈ア（κ）一ノ’（α）となるから，いずれにしてもア（劣）は％謬αに於て連
　　　　　　　　∬一〉α十〇

　続である・よってノ’（劣）は△で連続である。　　　　　　　　　　　　　　虐　　　（終）

∫（x）が△で微分可能のとき△で凸ならノ’（劣）が連続なこと迄は云えたがノ〃（ズ）の存在までは云

えない。

〔注意〕∫（躍）が△で微分可能のとき

　　∫（諾）∈Eムから△に於ける∫”（劣）の存在は云えない。（従って∫（劣）∈E△から△に於け
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　る∫”（劣）の序在は云えない。）それには実例を作ればよい。△の内点をαとし一次式∫・（劣）

方（κ）を次の様にして作る。

ノら（x）は（一。。，θ）で定義され，ッー五（x）は点（α，O）を通る勾配正の半直線を表わし，

∫2（ズ）は（σ，＋。。）で定義され，ッニル（ズ）は点（α，0）を通る半直線を表わしその勾配は

　夕＝ゐ（劣）のそれより大であるとする。（一。。，＋。。）で定義される∫（κ）を次の様に定める。

ノ’（劣）二∫1（x）　（％∈（一叩，α））

∫（ズ）二∫2（％）　（躍∈〔α，十。。））

　すると∫（κ）は（一・・，＋。。）で連続となり不定積分が存在する。それをF（劣）とすると

　F（冗）∈EムとなるがF”（α）は存在しない。

　凸なることの必要十分条件をまとめると，∫（ズ）が△で微分可能のとき

　1∫（X）∈K△｛葺　となる為の必要十分条件はア（％）が△で増加函数であることである。

　　∫（X）∈K温1トとなる為の必要十分条件はア（X）が△で狭義の増加函数であることであ

　　　る。

　之は普通の本にあるから省略する。

　皿∫（劣）∈K△｛1卜匂∫（x）∈E△

　　∫（劣）∈Kム｛1ト勾∫（卑）∈E乞

∫（X）が△でノ’焚κ），∫”（％）をもつときはよく知られている様に

　　∫（％）∈K△｛葺勾∫”（x）≧c（κ∈△）

　　∫”（κ）＞c（x∈△）一〉∫（％）∈Kム｛1｝

　　　しかし∫（諾）∈K邸卦→∫”（劣）＞0（劣∈△）は云えない。

　次は凸函数の連続性について考える。

〔5〕∫（劣）∈K△｛1｝ならば△の任意の内点をσとすれば∫’一（α）及びノケ。（α）が存在する従って

∫（劣）はκ一αに於て連続である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（α）一∫（劣1）
　〔証明）　△内に劣1＜oく劣2なる、点κ1，ズ2をとり　〃缶＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α一卑i

　　　∫（ズ2）一∫（α）
　窺2＝・　　　　　　　とすると∫（劣）∈Kム｛1トであることから
　　　　　％2一α

　　　　魏1≦；脚2

　今泊を固定して娩→召＋0とすると槻は勉と共に減少（非増加）してしかも下界窺・を持つ

　から1伽免η・は存在して有限である。即ち∫ノ＋（α）は存在する。そして繊≦∫ノ＋（α）こ玉で
　　躍2一〉α十〇

　泊→σ一〇とすれば∫’．（α）の存在が云える。

オ＋（α）が存在すれば∫（劣）はαに於て右連続で∫’一（α）が存在すれば∫（κ）はσに於て左連続

　であるからf（x）は寛＝召で連続である。即ち∫（％）∈R△｛葺なら∫（罪）は△の内部で連続

　である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）
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　以上は定義｛葺による凸函数を考えたが今度は定義｛2Hこよる凸函数について考える。よく知ら

れた定理を引用すると，

〔6〕∫（ズ）∈K△｛2｝で∫（κ）が△で上に有界ならば∫（％）は△の内部で連続である。2）

この結果から∫（劣）∈K△｛2｝で∫（ズ）が△で上に有界ならば∫（諾）∈K△｛葺が云える。

すると∫（％）∈Kム｛2｝であるが∫（諏）隼K△｛葺となる様な函数はどの様な性質を持つであろ

うか。そこで次の命題を考える。

〔7）∫（％）∈Kム｛2トで∫（劣）が△の内点召で連続ならば∫（劣）は△の内部で連続である。

　〔証明〕任意の正数ε＞0を与えて固定するとδ＞0を十分小さくとれば（α一δ，α十δ）⊂△で

　あって劣∈（4一δ，4＋δ）のとき常に

　　∫（α）一ε／2く∫（x）く∫（α）十ε／2となる様に，出来る。

　即ち∫（劣）は（α一δ，召＋δ）で有界となり（6）によって∫（劣）は（σ一δ，召＋δ）で連続となる。

　すると∫（x）は（α，α＋δ）で連続となる。＠，4＋δ）で∫（％）が連続となる様なδの値の上限

　をδ。とし，α＋δ・・＝泊とおく今△が閉区闘でないときは△に端点を添加した閉区間を△で表わ

　しその右端の点を6とする。泊〈∂なら∫（劣）は泊に於て不連続となる筈である。それはもし

　連続なら∫（κ）が有界となる範囲が苅をより右に延びて∫（κ）が連続となる範囲も右に延びる

　ことになるからである。拍は△の内点で∫（ズ）は藩，に於て不連続であると簡の如何なる近傍

　に於ても泊の両側で共に∫（劣）は上に有界であり得ないことが示される。まず両側で上に有界

　ならx一泊で∫（x）は連続となり不合理である。叉一方だけで上に有界なら即ち適当なδ＞0

　をとれば（泊一δ，泊〕で∫（π）は上に有界となり如何なるδ1＞0に対しても〔泊，泊十δ1）

　に於て∫（劣）が上に有界でないとする。

　今∫（劣）く彦（詫∈（箔一δ，κ・〕）とすると

ズ＜κ2＜δ，％、略、＜δである様加、をとり（冗，，罪、）上ぽ、く躍、くκ1＋x2で掩、）＞海，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　∫（為）＞∫（挽）となる様な為が取れるから　2為一ぬ＝甥4とすれば

　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　●へ●　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　ユニ4　　　　　　　　藷ゴ雪　　窪＝3　　　　 5じ2

　蜘＜（泊＋κ2）一躍2雷詫1

　よって0く酬一％4二x1一（2論一％2）

　　　　　　　　　　＝（％2一劣1）一2（％3一％1）

　　　　　　　　　　く劣2一凝

　　　　　　　　　　くδ

　故に∫（蜘）＜々

すると ζ駕！
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より∫（詫・）＞∫（ ∫（κ・）

∴ノ律勢＞ノ（κ2）誓（切となり綱∈Kム御なることに反する・

かくして斯の如何な喬近傍に於ても泊の両側で∫（罪）は上に有界でないことがわかった・

しかし此の場合も又矛盾を含んでいる。それは泊の性質から＠，泊）に於てはノ（κ）は連続で

ある・今κ1く劣2くウ，・く一Kエ1 ％ある様なズ2をとりκ1』許一κ3とおき・

（召，論）に於ける連続函数∫（κ）の最大値を々とする。　叉（論，泊）上には∫（蜘）＞ノ（叛），

∫（論）＞々である様な蜘がとれる。　　　　・　　　　　●　　　●　●一●　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α　　　　　X5　　κ3κ4泊　　　　κ2

よって勉一為＝・ズ2一蜘となる様な為をとれば論は（α，論）上にある。

　　．’　ヱ5一召　＝2ズ4　一諾2　一α　　　　　　　　　　　　κ3　一　劣5＝＝劣3　－2κ4十∬2

　　　　　　　＞2ズ3　一κ2　一‘z　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＞κ3　－　2κ蓄　十κ2

　　　　　　　－3κ1一∬2一∫2一召　　　　　＝（諾2一諾オ）一（エ1一κ3）

　　　　　　　一（κ！一θ）一2（κ2一ズ1）　　　　　エ2一κ1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　＞0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＞0

よって∫（κ5）≦ゐく／（劣4）

　　　∫（論）　く∫（物）

故にノ（旬 ∫（κ2）く∫（κ・）一∫（響5）

之は∫（x）∈K△｛2トなることに反する。

以上は泊＜δとした為の不合理である。

　故に泊二δ即ち∫（∬）は（4，δ）で連続である。αの左側についても同様に考えると△の左端

　の点をoとすれば∫（」）は（o，α）で連続となる。即ち∫（κ）は△の内部で連続となる。（終）

かくして∫（ズ）∈K△｛2｝で∫（κ）年Kム｛1トである様な函数は△の内部で至る所不連続で△の

内点の如何なる近傍に於ても上に有界でないと云う様な性質を持たねばならぬことになった。

〔註〕　1）　矢野健太郎；微分積分学　P。72

　　2）　辻正次；実変数函数論　P．361


