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                                 Abstract 

   The resonance phenomena of a string with three different densities driven one end by a 

speaker are considered by applying the multiple wave theory. As the attenuation coefficients 

go to zero threse results are the same as the results of the ordinary theory which has infinity 

values of the amplitude of the stationary waves.

1.は じ め に

いままでに線密度の一様な1本 の弦や,2本 の異なる線密度 よりなる複合弦の共振現象につい

て,有 限な振幅をもつ共振定常波を表すために,多 重波の手法を適用し,一 般的な理論式を導き出

した1'7)。その結果,外 部からの任意の振動数に対 して生じる定常波の様子を議論できるようにな

った。特に,共 振を生じる定常波の振幅の大きさの大小は,弦 上を伝播する進行波の減衰効果の大

小が反映してお り,減衰係数が大きいほど振幅は小さくなることが導かれた。また,単 一弦の第η

共振振動数は基本振動数の整数n倍 となるが,複 合弦の場合の高次の共振振動数は,第1共 振振動

数の整数倍 とはならず,ず れていることがわかった。本報は,こ れらの議論を3本 の異なる線密度

からなる複合弦の場合に拡張 し,多重波の手法を用いて,この複合弦の1端 を振動数 レで振動させ

たとき生じる定常波の理論的解析を行うことを目的とした。
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2．3本の異なる密度よりなる複合弦の振動変位の多重波表示

　3本の異なる密度よりなる複合弦のうち，振動源に結びつけたほうの弦（弦A）の長さと線密度

を葛とρ、とし，中央の張（弦B）の長さと線密度を易とρ2，もう一方の固定端側の弦（弦C）の

長さと線密度を孫とρ3とする。また，この複合弦の振動源側の端を座標の原点とし，弦Aと弦B

の結合点を乙，弦Bと弦Cの結合点を路＋易，弦Cの固定端側の端を4＋易＋4とする。複合弦上

の位置」じは，（A）弦A（0≦」じ≦4），（B）弦B（盗≦」じ≦者＋為），（C）弦C（払＋4≦」σ≦ム＋易＋孫）との3区

間に分け振動の様子を別々に考察する（図1）。図1のM，C1，C2，NとXは，それぞれ，振動源，

弦Aと弦Bの結合点，弦Bと弦Cの結合点，弦C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M　　X　　CI　　　　　C2　　　　　～
の固定点，それに弦上の着目点である。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　　x　　　　　　　　　　　　　　　●
　振動源で発生する正弦波の振幅をαとし，その　　　　　　　　　21　41＋4・　41＋4・＋”・

振動数と角振動数をレとωとする。また，弦A

（左），弦B（中央），弦C（右）の伝播速度，波長と　　　　　　　　　（A）

波数は∂1，λ1，h1と∂2，λ2，々2と∂3，λ3，々3によ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M　　　　　　CI　X　　　C2　　　　　N
って表すことにする。左端と右端の固定端での波　　　　　o　　　　　　．　　　　　　　．
の反射係取は，R1。（＝一1）とR34（＝一1）で表し，　　　　　　　　　41　4’＋22　’1＋’2＋43

弦Aの波が弦Bの左端で反射される反射係数と

弦Bの波が弦Aの右端で反射される反射係数は，　　　　　　　　　　（B）

それぞれRl2とノ～21（＝一R12），弦Bの波が弦Cの　　　　M　　　c、　　　c，　×　N

左端で反射される反射係数と弦Cの波が弦Bの　　　　O　　　　　　　　　　　x　●
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4腰　41＋’221＋’2＋43
右端で反射される反射係数は，それぞれ，R23と

R32（一一R23）と表す。

　さらに，弦Aの波が弦Bへ伝播するときの透過　　　　　　　　　　（C）

係数と弦Bの波が弦Aへ伝播するときの透過係　　　図1　xの範囲，（A）0≦κ≦ll，

数とは712（＝1＋R、2）と7頚＝1＋R21）とし，弦　　　　　（B）ll≦x≦11＋♂2，

Bの波が弦Cへ伝播するときの透過係数と弦C　　　　　　（C）♂1＋あ≦π≦」1＋あ＋ゐ

の波が弦Bへ伝播するときの透過係数とは，7巌一1＋R23）と7も2（一1＋R32）とする。

　弦上の波は距離sだけ伝播すると，そのときの波の振幅はε一αS倍だけ小さくなるものと仮定す

る。ただし，弦A，弦B，弦Cの減衰係数はそれぞれα1，α2，召3とする。

A．弦A（0≦∬≦41）の波の振動

　振動源の振動はαsin研と表されるものとする。時刻！における弦A上の位置認での振動変位

〆（必，！）は，振動源で発生し，弦A，弦B，弦Cへと伝播していく波が弦の両端と弦の結合点で透

過や反射してとじこめられたすべての波と重ね合わせることによって表現できる。

　まず，振動源で発生した正弦波が，時刻！にはじめてXに到着している波〆（必，！）は

　〆（∬，！）＝αε一α1ヱsin（ω卜忽）　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

と表される。

　以後の計算を簡単にする目的で，正弦関数を複素数の虚数部で表示することにし

　〆（必，！）ニlm〔珊（灘，！）〕　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

で定義する複素関数珊（諾，！）を導入し，これからすべて複素数表示を用いて計算する。（3）式の複
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素関数珊（∬，！）は

　　ZA（∬，！）＝α〆1ヱ＋ど（ωむ一刷　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3）

と表される。

　次に，さらに右へ伝播し，弦の結合点Cl，Qや弦の右端Nで反射され，時刻渉に2度目にXに
到着している波理（灘，！）のうち，C1で弦Bから弦Aへ通過していく波露（必，！）のみ取り上げる

と

　　鑑A（必，！）一R126－2α1（41　）一ガ2々1（41－」「）yiA（必，渉）

　　　　　　＋712R237ン16｝2α1（’1一諾）一ガ2た1（’1一諾）一2α2’2一ガ2た242yi4（必，！）

　　　　　　＋7～2R23R347も27ン1ε一2α1（41－」「）一ゴ2た1（’1一必）｝2α242一ご2々2’2－2α343一ご2た343珊（必，渉）　　　（4）

　　　　　　＋7、27）3R34R32R347も27』、ε｝2α1（”調一ガ2陶1（ぞ1－」じ）一2α242一ゴ2陶242－4曜3一ど4た343｝盃A（灘，渉）

　　　　　　十・一　DD

と表される。

　この式の右辺第1項は，Mで発生した波がXを1度通り右へ伝播し，結合点Clで反射され2度

目にXに到着した波を表し，第2項は，Mで発生した波がXを1度通り，結合点C1を通過し結合点

C2で反射して，Clを通過してXに到着した波を表す。第3項は，Mで発生した波が同様にしてCl

とC2を通過し，右端Nで反射して，またC2とC1を通過して2度目にXに到着した波を表してい

る。第4項はMからの波がClとC2を通過し，Nで反射され，C2でまた反射され，N2で反射され

C2とC1を通過して2度目にXに到着した波である。同様にして，Mで発生した波がClとC2を通

過してNで反射され，それぞれ，C2で2度，3度，4度と反射されて時刻！にXに2度目に到着し

た波を考えることができる。

　その結果，（4）式は

　　理（∬，！）＝ε一2α且（必）｝盃沌（必，！）〔RI2＋7127ン、ε一2α2｛R23＋7》3R347も22『2α3（1＋R32R34θ一2α3

　　　　　　＋（晒囲2＋（晒洲＋…・｝〕　　　　（5）

　　　　　一・⑳・＠・肺，！）〔危＋陥・鋤｛鵡＋繰鑑⊇簑｝〕

と表される。ただし，ここでα1（必），α2，α3は，それぞれ，

　　α1（∬）ニα1（名一必）十」々1（葛一∬），

　　α2一召2あ＋魏2易，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）
　　α3＝α論＋魏3る

と置き，（5）式の最後の式は，等比級数の和の公式を用いて計算した。

　殉（必，！）は結合点C1を弦Bから弦Aへ通過する波のみ考察したが，C1で反射されまた弦Bへ

伝播してC2とNで反射や通過しC1を弦Bから弦Aへ通過していく一連の波を考察していない。

弦Bからの波がC1で何度も反射し，ついにC2を通過して2度目にXに到着した波をy…Aに加え

て書き表すと

　　理（∬，渉）一召一・肺，渉）〔＆＋隔ε顔｛島＋繰癬⊇鋤

　　　　　　×｛・×龍　（鵡＋繰癬⊇姜1）＋磁回磁＋躁癬⊇lliア

　　　　　　＋・…〕　　　　　　　　　　（7）
となる。

　これを等比級数の和の公式を用いて計算すると
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　　珍（∬，！）＝ノ～珊（必，！）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

となる。ただし，Rは

一噛一禦欝薫蕪i到　　・
と定義した。

　次に，左端Mでさらに反射して，時刻！に3度目にXに到着している波理（∬，！）は

　　理（必，！）＝R1。ε｝2α1ヱーf2奴瑚（∬，！）

　　　　　＝RS理（∬，！）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1の

と表される。ここでSは

　S＝R1。6－2α1短2履　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ID
と定義した。

以下同様にして，M，C、，C2，Nで反射・通過して時刻孟に4度目，5度目，6度目』　一，に

Xに到着している波は，それぞれ，

　　理（」じ，孟）＝R理（記，渉）＝1ぞ2SKA（諾，∫），　　　　　　　　　　　　　　　（12〉

　　理（必，！）二S理（必，」）＝R2S2｝盃ハ（必，！），　　　　　　　　　　　　　　（13）

　　踏（3じ，≠）＝R理（」じ，≠〉一R3S2｝学（」じ，渉），　　　　　　　　　　　　　　（1φ

と表すことができる。

　これらの式から，時刻！にXに到着している奇数回目と偶数回目のそれぞれの合成波は，等比級

数の和の公式を用いて計算することができる。時刻！に奇数回目にXに到着した波の重ね合わせ
は，（3），（10），（13）式より

　　踊d（必，！）＝｛1＋RS＋（RS）2＋・…｝｝盃A（必，！）

　　　　　　　1
　　　　　r－Rs蹟∬・ご）　　　　　　　　　　　　（15）
となる。

　時刻渉に偶数回目にXに到着した波の重ね合わせは，（8），（12），（1心式より

　　職en（詔，渉）＝R｛1＋RS＋（RS）2＋…・｝｝4A（∬，！）

　　　　　　　R　　　　　　ニ1－Rs駅切　　　　　　　　　　　　
（16）

と表される。

　（15）式とq6）式を加え合せると，時刻！にXに到着しているすべての波の重ね合わせとして表され

る振動変位の式yA（∬，！）が得られ

　　　　　　　　　　　　　　　　1十R　　y4（切＝鶏d（切＋踏en（認，！）r－RsHA（切　　　　　　　
（17）

と表される。

　この式のR，Sと箔A（必，」）に（9），（1Dと（3）式を代入し，R1・＝R34＝1と

　　乃二1＋鳥，＆＝一Rガ，（片ノ1ガ，ノ＝1，2，3）　　　　　　　　　　　　　（18）

の関係を考慮すると

F（鵡，）＝・＋謬嘔＋距（1＋磁舛焦琶餐ll一囲｝バ＿覗ω（19

　　　　　　1＋・⑳・｛危＋恥（、＋R認舞1竺驚鐸（鴛｝、働｝
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と表される。ただし，

　α1ニα141十漉141

と定義した。

　さらに簡単にするために

　Rび一櫃｝砺（蝋4ノー1，2，3）
　　　　砺＋砺’
と（18）式を用いると，結局，この範囲の位置」じにおける振動変位は

　　猶（卸）ぜ〔sinh砒（灘）｛》吾c・sh漉c・sh傭＋屠sinh碗sinh吋

　　　　　　＋c・sh必（」r）｛漂sinh碗c・sh偽＋c・sh碗sin呵〕／Z

となる。ただし，分母Zは

Z－sinh砒｛瘍c・sh亀c・sh偽＋》昏inh碗sinh傭｝

　　　＋c・sh砒雁sinh碗c・nh偽＋c・sh伽sinh偽／

で表される。

⑳

（2D

（22）

（23）

B．弦B（41≦必≦41＋42）の波の振動

　次に，中央の弦Bの位置諾の振動について考察する。ここでも複素数表示をつかう。

　まず振動源で発生した正弦波が，時刻！にはじめてXに到着している波｝rB（必，！）は

　　Zβ（躍，’）＝αθごω〔7、26一α1酬た1’1一α2（ヱー41）一読2（π一41）

　　　　　　＋R12R1。7i2ε『3α141｝f3々置41一α2（必一41）勲2（∫一41）

　　　　　　＋（π、2R、。）27126－5α141｝f5嫡一α2（諾一41）一翻ヱー41）　　　　　　　　　　⑫心

　　　　　　＋（R、2R、。）3712θ一7α1ぞ1一ご7た1’1一α2（必｝41）一ガ陶2（エー4！）

　　　　　　＋・…〕

と表される。

　この式の右辺第1項はMで発生した波が右へ伝播し，結合点C1を通過してXに到着した波を表

し，第2項はMで発生した波が右へ伝播し結合点C1で反射され，またMで反射されC1を通過して

Xに到着した波を表す。以下同様にしてC1で2度，3度，4度一・と反射された後ついにC1を通

過してXに到着した波を表している。

　（2φ式は等比級数の和の公式を用いると

　　Hβ（必，オ）＝α4ω¢2ε｝α141一ごた141一α2（必一ω一襯2（劣一41）／（1－R12R1。ε一2α1ぞ1｝ガ2陶141）　　　　　（25）

と表される。

　さらに右へ伝播し結合点C2や右端Nで反射され，時刻！に2度目にXに到着している波
珍B（必，’）は

　　猛B（躍，！）＝〔R23〆α2（41＋’2一¢）一ご2た2（41＋’2一ヱ）

　　　　　　＋7）3R347も2〆α2（41＋42｝犀）一ガ2均2（ぞ｝＋42一ヱ）一2α343一ε2た3’3

　　　　　　＋7）3R34R32R347も26－2α2（ぞ1＋42一τ）一ε2た2（41＋’2一ヱ）一4α3’3一漁3’3

　　　　　　＋丑3R34（R32R34）2丑2ε『2α2（婦2一ヱ）一ゴ2商2（41＋ぞ2『τ）一6α3’3一ゴ6嫡

　　　　　　＋…・〕｝～B（必，！）　　　　　　　　　　　　　　　　　（2㊦
と表される。

　この式の右辺第01項は，1度Xに到着した波がさらに右へ伝播せ，結合点C2で1度反射されて
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2度目にXに到着した波を表し，第2項は1度Xに到着した波が右へ伝播し，結合点C2を通過し

た右端で反射され，またC2を通過して2度目にXに到着した波を表す。第3項は1度Xに到着し

た波が右へ伝播し，C2を通過しNで反射され，またC2で反射され，さらにNで反射されC2を通

過して時刻！に2度目にXに到着した波を表す。以下同様にして1度Xに到着した波がC2を通過

しNで反射され，それがC2で2度，3度，4度……と反射され時刻渉に2度目にXに到着した波

を表している。

　（26）式は等比級数の和を用いて計算でき

　　蹴！）一’一の一一一｛島＋離ゑil蒜1調理（鵡！）　　（27）

　　　　　＝E｝三β（灘，」）

と表される。ただしEは

　E一召一一一一｛酬警奏il鴛1⊇髪i織li｝　　　　　⑫8）

と定義した。

　次に，時刻！にXに3度目に到着する波瑠（灘，！）を考察すると，y訳必，！）は

　　鷲β（灘，！）一〔R218－2α2（工一ω　ご2髭2（諾『’1）

　　　　　　＋7ン1R1。712θ一2α2（ヱー4’）一ゴ2尭2（必一41）『2α1ぞ且一f2た・’1

　　　　　　＋7ン1Rl。R12Rl。712ε一2α2（工一41）一ご2た2（灘一41）『4α141一∫4たL’旦

　　　　　　＋7）IRl。（R12Rl。）27、2召｝2α2（諾一’匙）一ご2彪2（必『’1）一6α141一ガ6嫡　　　　　　　　　（29）

　　　　　　十・…〕躍（灘，！）

と表される。

　この式の右辺第1項は，Xに2度到着した波が左に伝播しC1で反射されて3度目にXに到着し

た波を表し，第2項はXに2度到着した波が左に伝播し，C1を通過しMで反射され，またC、を通

過してXに3度目に到着した波を表す。第3項は，Mで反射された後C1で反射されもう一度Mで

反射されC、を通過してXに到着した波を表す。以下同様にしてMで反射された波がC1で2度，3

度，4度……と反射されて時刻！にXに3度目に到着した波を表している。

　（29）式は等比級数の和の公式を用いて計算すると

　　躍（∬，！）一θ　一伽一・｛品＋吾奏驚辮1期躍（必，！）

　　　　　ニ0｝毛β（認，！）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3①
　　　　　＝OE｝盃β（諾，渉）

と表される。ただし0は

　o－6一鴫・一一鋤・｛亀＋警鍛i多⊇髪鴇⊇1期　　　　　　⑳

と定義した。

　同様にしてM，C1，C2，Nで反射通過して時刻！に4度目，5度目，6度目，……，にXに到着

する波は，それぞれ，

　　員β（必，！）ニE｝毛β（必，！）＝OE2｝盃β（∬，！），　　　　　　　　　　　　　　G2）

　　玖8（灘，ご）＝OH8（」じ，！）一〇2E2Hβ（必，ご），　　　　　　　　　　　　　　（33）

　　驚8（必，！）一E』｝宝β（必，！）＝02E3yi8（必，！），　　　　　　　　　　　　　　（3φ

と表すことができる。

　これらの式から，時刻渉にXに到着している奇数回目の波と偶数回目の波は，それぞれ，等比級
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数の和の公式を用いて加え合わせることができる。時刻昌こ奇数回目にXに到着する波の重ね合

わせは，（25），（3①，（33）式より

　　瑞d（必，！）一｛1＋0．E＋（OE）2＋・…｝｝4B（必，」）　　　　　　　　　　　　（35）

　　　　　　　　1　　　　　　－1＿OEKB（必・！）

となり，時刻！に偶数回目にXに到着する波の重ね合わせは，（27），（32），（3心式より

　　躍en（灘，！）一El1＋OE＋（OE）2＋・…｝｝1β（灘，渉）　　　　　　　　　　　（36）

　　　　　　　　E　　　　　　一トOEHB（婦）

となる。

　時刻バこXに到着しているすべての波を重ね合わせることによって表現できる振動変位

γβ（躍，！）は，㈲，G6）式から

　　Yβ（∬，∫）＝｝も昌d（詔，♂）＋蝦en（∬，渉）

　　　　　　　1十E
　　　　　－1－OEZβ（諾，渉）　　　　　　　　　　　　（37）

と表される。

　（37）式のE，0と｝盃β（必，！）に（28），（3D，（25）式を代入し，（18）式を考察すると

　　　　　　　　　　1＋θ一馴｛砿一維ll翁
　　rβ（即，渉）＝

　　　　　　・一ε顔｛亀器1鍔H鵡一罐1鐸／

　　　　　　　　雌7、2ε一α1一α2（ヱー41〉一ガゐ2（」「｝41）

　　　　　　×o召　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（38）　　　　　　　　　　　　1＋R、2θ一2α1

と表される。

　この式を（2D式と

　　α2（諾）ニα2（葛＋易一灘）＋試々2（属＋易一灘）　　　　　　　　　　　　　　　（39）

の定義式を用いると，この範囲（葛≦必≦君＋易）の位置」じの振動変位は

　　猶（即，オ）一αe…〔sinh醐蕩c・sh傭＋c・sh亀（コ・）sinh偽］／Z　　　㈲

と表される。この式の分母Zは（23）式で表されている。

C．弦C（41＋佐≦灘≦名＋42＋43）の波の振動

　まず振動源で発生した正弦波が時刻！にはじめてXに到着している波汗（灘，’）を計算する。

箔c（∬，渉）のうち結合点C2を弦Bから弦Cへ通過する波のうち，C2で2度以上反射した波をはぶ

いた波をZC（諾，渉）とすると

　　箔C（∬，！）＝αeガω彦〔7127ン3〆1’1『ご嫡一α242一ぎ嫡一α3（ぼ一41－42）一蝋π一41－42）

　　　　　　＋712π23R217ン3ε一α1’1一げ々【’1－3α2’2一ご3彦2ぞ2一α3（紬一’2〉勲3（踊一’2）

　　　　　　＋712R237ン1R1。7i27）36｝3α141一∫3た141－3α242｝f3た242一α3（必一41『42）一ぬ3（諾一’1－42）

　　　　　　＋712R237）1R1。R、2R1。7127ン3ε一5α141一ゴ5たL41－3α2’2－f3た2毎α3（∬一41一’2）一戯3（ぼ一41一’2）

　　　　　　＋7｝2R237）1R1。（R12RI。）27i27壱3〆α14回7々1’1－34242一ガ3々2’2一α3＠一41－42）一ゴた3＠一41一’2）　（4D

　　　　　　＋9…〕

と表される。

　（41）式の右辺第1項はMで発生した波でC1とC2を通過してXに時刻」にはじめて到着した波を

表し，第2項は，C2で1度反射されその波がC1で反射されC2を通過してXにはじめて到着した
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波を表す。第3項はC2で1度反射されC1を通過してMで反射して，さらにC1とC2を通過してX

にはじめて到着した波を表し，第4項はC2で1度反射されC1を通過してMで反射して，C1で反

射しMでもう1度反射され，C1とC2を通過してXにはじめて到着した波を表す。以下同様にして

C1とMの間で何度も反射されて結局Xにはじめて到着した波を表す。

　この式は等比級数の和の公式を用いて
　　耳C（灘，渉）一α6ごωピ7、27）3ε一α1一α2一α9（X）

　　　　　　×〔1＋島囲酬＋離薙⊇嘉i｝〕

と表される。ただしα1とα2は（6）式を用い，α8（諾，！）は

　　α8（灘）二召3（諾一路一あ）＋魏3（灘一鴇一あ）　　　　　　　　　　　　　　＠2）

と定義した。

　q2）式の〔〕の中の2項目をPで表すと

　　P一鰯’｛島＋籍齢多⊇1笥　　　　　　　＠3）
となるが，この式は結合点C2で弦Bからきた波を反射させC1を通過した後，C1とMでなん度も

反射してC1を通過してC2にたどりついたすべての波を表している。このPを用いると時刻！に

Xにはじめて到着した波のすべてを表すyiC（必，！）は

　　zc（認，！）一召θゴ吻127ン36一α1｝α2一α9（必）（1＋P＋P2＋P3＋…・）

　　　　　　　ごω‘7127）3ε一α1一α2一α9（∬）

　　　　　＝αε　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4心
　　　　　　　　　　　1－P

と表されることがわかる。

　さらに右へ伝播し，右端Nで反射され，時刻渉に2度目にXに到着している波琢（必，！）は
　　巧C（必，！）一R346－2α3（41＋42＋43一∫》一f2ぬ3（’1＋42＋ぞ3一ヱ）｝rC（諾，！）

　　　　　＝G｝三6（灘，！）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω5）

と表される。ただし，σは

　　0＝R346－2α3（41＋’2＋43一ヱ）一ゴ2尭3（4且＋42＋83一¢）＝R34ε一2α3（エ），　　　　　　　　　　　（46）

　　α3（諾）二召3（葛＋易＋4一∬）＋々3（葛＋易＋孫略）　　　　　　　　　　　　　（47）

と定義した。

　次に時刻！にXに3度目に到着する波y§c（∬，！）のうちC2を弦B側から弦Cへ通過する波だけ

をとりだしてy歌必，！）とすると

　　EC（必，！）＝〔R32θ一2α3（ヱー41－42）一∫2た3（ぼ一41『’2）

　　　　　　＋7も21～217）38』2α3（エーぞ1－42）一ご2陶3（必｝’1一ぞ2）一2α242一ご2彪2ぞ2

　　　　　　＋7も27』1R、。7、27』3ε一2α3（ぼ一41－42）一ゴ2た3（¢一ぞ1一ぞ2）一2α242『ご2た242岬2α1’1一ゴ2た141

　　　　　　＋7も27ン1R1。R12R1。7127）3ε一2α3（』『イ1－42）｝ゴ2勘3（ヱ『’1イ2）一2α242一ゴ2履2－4α141一蜘41

　　　　　　＋…・］y§c（躍，渉）　　　　　　　　　　　　　　　　　（48）

　　　　　一〔・一｛磁＋恥恥岨亀＋吾鐸霊1鍔1）｝〕琢（卸）

と表される。

時刻員こXに3度目に到着するすべての波y§c（認，ご）は，q8）式にC2で弦B側へ何度も反射する

すべての波を加えて表すことができ，㈲式のPを用いると

　　職一〔・画R32＋賊・娯邸＋吾奏灘；嘉i）
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　　　　×（1＋P＋P2＋・…）｝〕琢（諾，！）　　　　　　　㈲

と表される。

　（49）式でR1。＝一1であることと㈲式を用いて計算を行うと

耳軌申佃窪糾藩緯1｝陶　　⑮①
　　　　　ニH琢（必，！）＝∬GHC（詔，！）

と表される。ただし，Hは

一嘔・離罐欝｝　　・・
と定義した。

　同様にして，M，Cl，C2，Nで反射通過して時刻！にXに4度目，5度目，6度目，　一，に到

着する波は，それぞれ，

　　質c（灘，渉）一G聡c（必，！）ニG2EHC（必，！），　　　　　　　　　　　　　　（52）

　　玖c（灘，！）ニHuc（諾，渉）ニG2π2｝弓c（必，！），　　　　　　　　　　　　　　（脇）

　　％c（必，渉）ニGKC（諾，！）＝G3H2｝1c（灘，！），　　　　　　　　　　　　　　（5心

と表すことができる。

　これらの式から，時刻！にXに到着している奇数番目の波と偶数番目の波は，それぞれ，等比級

数の和の公式を用いて加え合わせることができる。（50）と（碍）式より，時刻渉に奇数回目にXに到着し

た波の重ね合わせによる合成波は

　　鵬d（∬，！）ニ｛1＋G∬＋（OH）2＋…・｝｝4c（灘，渉）

　　　　　　　1　　　　　＝1＿Gが～c（彫）　　　　　　　　　　　　　　　（騙）

となり，㈲，（52）と（5の式により，時刻！に偶数回目にXに到着した波の重ね合わせによる合成波は

　　賑．n（灘，1）ニG｛1＋OH＋（OH）2＋…・｝｝盃c（諾，！）

　　　　　　　　G　　　　　　＝1＿GHHC（短）　　　　　　　　　　　　　　　（附
と表される。

　（55）式と（56）式を加え合わせると，時刻渉にXに到着しているすべての波の重ね合わせによる振動

変位rC（諾，渉）を得ることができる。その結果は

　　　　　　　　　　　　　　　　1十G　　yC（切一玲呂d（切＋賑en（切一1－GH肺・渉）　　　　　　　67）

となる。

　この式のG，Hと距（灘，渉）に，㈲，（5Dと㈲式を代入し，簡単な計算を行うと，このときの位置諾

の振動変位は，結局

　　y’c（∬，！）ニαεごω重sinhα3（∬）／Z　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（58）

と表すことができる。ここで分母Zは前と同様（23）式で表される。
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3．減衰を無視した近似式と通常理論

　3本の異なる密度よりなる複合弦の振動変位は，伽），㈲と（5⑳式によって表されることがわかっ

た。しかし，これらは複素数表示となっており，振動の様子を知るには複雑すぎる。振動の様子は，

これらの式の虚数部分を取り出しコンピューターによってグラフ表示する必要がある。これらは

次の機会に報告する。

　ところで，これらの振動の様子を認べるため，（22），（4①と（5⑳式そのものでなく，減衰係数をすべて

0とした場合を考察する。

　振動変位を表す（22），㈲，㈹式とその分母Zの式（28）の中の減衰係数α1，α2，α3のすべて0として，

その結果の式の虚数部分（これが実際の振動変位を表す）を取り出すことにする。このとき，双曲

線関数の引数は純虚数となり

　sinh（ガβ）＝ガsinβ，cosh（昭）＝cosβ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（59）

の関係が成立し，三角関数で表すことができる。

　まず，すべての式に共通な分母Zは，この近似でZ・＝揚とすると

る一Sin幽（漂C・S色C・　一癖in碗Si　）

　　　＋C・S亀（喬i　C・　＋C・　Si　）　　　　　㈹

と表すことができる。

　弦A，弦Bと弦Cの振動変位〃A（諾，！），〃β（必，！），gc（諾，！）は，同様の近似で，それぞれ

幽）一α〔Sin砒（即）｛〉曾C・S亀C・S叫昏i　Sin偽｝

　　　　　　＋C・S砒（認）｛傷in碗C・S偽＋C・S碗Si　｝〕Sinω！／る

　　　　　一α｛（瘡C・S必C・S偽一癖i　Sin伽ア

　　　　　　＋（喬i　C・S偽＋C・　Si　ア／皿

　　　　　　×sin｛α1（諾）十ψ1｝sinω！／Z6，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（61）

〆（鵡！）一α（〉鳥i　C・S偽＋C・S碗（必）Si　）Sinの渉／る

　　　　　一α｛（蕩c・s偽y＋（si　ア／、｛碗（必）＋勉｝sinω！／為　　　（62）

　“c（必，！）ニαsin｛偽（詔）｝sinω！／Z6　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（63）

と表される。ただし，ここでψ1とψ2は，それぞれ，

C・　一
漂C・　C・S偽一癖i　Si　）／κ

Sin㊨一 》讐i　C・S必＋C・S碗Si　）／κ　　　　　㈹

κ一
（》霧C・　C・　一藩i　Si　ア＋（傷in碗C・　＋C・S碗Sin偽ア｝㎎

と

C・S　》霧C・　／｛（蕩C・　ア＋（Si　ポ
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sin　si　／｛（傷c・s伽ア＋（si　ポ　　　　　　⑯5）

と定義している。

　これらは，通常の理論手法で，次のようにして導き出せる結果と一致する。

　まず，弦A，弦B，弦Cの振動変位は，減衰がないと仮定すれば，つねに定常波となることに注

意して，それぞれ“孟（必，！），“β（∬，1）と〃c（∬，’）とすれば，

　　“A（灘，！）一Asin｛h1（君一認）＋φ1｝sinω！，　　　　　　　　　　　　　⑯6）

　　“B（必，！）＝B　sin｛h2（4十易一諾）十φ2｝sinω渉，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（67）

　　“c（∬，渉）一Csinlh3（葛＋易＋為一∬）｝sinω渉　　　　　　　　　　　　㈱

と表される。ここでA，BとCはそれぞれの定常波の振幅を表す。また，φ1とφ2は，接合点Clと

C2で節ではない振動も可能であると仮定した。〃cの右端Mでは明かに節しかできないため位相定

数は0とした。

　これらの式㈹～㈹の未定の定数。4，B，C，φ1，φ2は，次の5つの条件式

　　9A（葛，！）一“β（葛，！），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑯9）

　　“β（葛＋易，渉）＝“c（払＋易，渉），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7①

　　∂〃ハ（幻）＿∂〃β（幻），　　　　　　　　　　　　　　　　　（7D
　　　∂必　　　　∂∬

　　∂幽＋卿一∂〃c（属＋易・！），　　　　　　　　　　（72）
　　　　∂灘　　　　　　∂必

　　“4（0，渉）一αsinω渉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（73）
から求めることができる。（69）と（7①式は結合点C1での両方の弦の変位の値とその接線勾配の値が等

しいことを表し，（7Dと（72）式は結合点C2での両方の弦の変位の値とその接続勾配の値が等しいこと

を表している。また（73）式はM点で弦Aが振幅αでsinω！で振動させられていることを示している。

　この5つの条件式に（6①～（68）式を代入し，2・3の計算を行うと，結局，多重波の方法で求め，減

衰係数を0と置いた㈹～（65）式とまったく同じ式となることが導ける。このことからも，減衰係数を

有限の値にたもった（羽），㈲と（58）式の虚数部分で表される弦の振動変位の式はより詳しい理論式を

表現していると見なすことができる。

4．おわりに
　異なる線密度の3本の弦を結合した複合弦の共振現象を，弦上の波の伝播中の減衰効果を考慮

して，弦の両端と結合点での反射と透過を考えに入れた多重波の手法で理論的な解析を行った。そ

の結果，外から加えた振動（振動数レ）に対する複合弦上の定常波の理論式を導くことができた。

弦の結合点では，波の反射と透過が結合点の両側の線密度の値によって決まるため，単一弦の共振

の様子とかなり異なった振動を行う。しかし，このときの共振定常波は，単一弦や2つの異なる線

密度の弦と同様に第1の共振振動数から第ηの共振振動数へ共振振動数が大きくなるとき順次1

個ずっ腹の数が増加する有限な大きさをもつ振幅の定常波となる。また，波の減衰係数を0とする

と通常の理論の無限大の値をもつ振幅の定常波に移行する。この複合弦の定常波のグラフ表示や

その特徴についての議論は別の機会に報告したい。
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