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                               Abstract 

   The resonance phenomena of a string with nonuniform mass density driven one 

end by a speaker are considered by applying the multiple wave theory. Analysis of 

modes of vibration and calculation of the frequencies are done. The results are the 

same as the case of a string with nonuniform mass density fixed at both ends.

§1.は じ め に

著者は,す でに二つの線密度の異なった同じ長さの弦を結合させた複合弦の共振現象に

っいて考察 を行 った1)。このときは,両 端 を固定 した複合弦の途中にU型 磁石 をまたがら

せ,そ の両端に交流電流を流す ときの共振定常波と共振振動数について議論 し,実 験 との

比較 を行 った2・3》。今回は,一 方の端 を固定端 とし,も う一方を振動源に結びつけ強制振動

させた複合弦について同様の議論を行 うことにした。 この場合にも,多 重波の手法は大変

有効で,こ の複合弦の振動の様子を理論式で表示することにより,こ のときの振動の特徴

を理解することができることを示 した。

§2.一 端 を振動 させた複合弦の振動理論

複合弦のうち振動源 に結びつけたほうの弦の長さと線密度 を/と ρとし,も う一方の固
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定端に結びつけた側の弦の長さと線密度を

ノとρ’とする。この複合弦の振動源側の端を

座標の原点とし，弦の結合点を／，反対の固

定端をjL（ニ1＋ノ）とする。複合弦上の位置

∬は，（A）振動源と弦の結合点の間（0≦必≦！）

と，（B）この結合点と固定端の間（1≦必≦L）と

に区別して振動の様子を別々に考察する（図

1）。この図のM，C，NとXは，それぞれ，

振動源，複合弦の結合点，他方の弦の固定端，

それに弦の上の着目点である。

　振動源で発生する正弦波の振幅をAとし，

振動数と角振動数をレとのとする。また，左
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と右の弦の伝播速度，波長と波数は，∂，λ，々とが，π，々’によって表すことにする。ま

た，左端と右端での波の反射係数は，1～、。（＝一1〉と1～23（ニー1）で表し，左の弦の波が右の

弦の左端で反射される反射係数と右の弦の波が左の弦の右端で反射される反射係数は，そ

れぞれ，R、2とR21（＝一R12）と表す。さらに，左の弦の波が右の弦へ伝播するときの透過係

数と右の弦の波が左の弦へ伝播するときの透過係数とは，7、2（＝1＋R12）と7》1（一1＋R21ニ

1一ノ～12）とする。

　振動源で発生した波は，距離とともに指数関数的に波の振幅が減衰するものと仮定した。

左の弦をsだけ伝播すれば召一αεだけ減衰し，右の弦をs7だけ伝播すれば6『侭だけ減衰す

るものとした。αと4は左の弦と右の弦の減衰係数を表すものとする。

A．O≦灘≦4の波の振動
　時刻ごにおける左側の弦上の位置』じでの振動変位gA（」じ，≠）は，振動源で発生し右へ伝播

していく波が弦の両端と弦の結合点で反射してとじこめられた弦上のすべての波の重ね合

わせによって表現できる。振動数の振動は。4．sinω！と表されるとする。

　まず，振動源で発生した正弦波が，時刻≠にはじめてXに到着している波〆（og，つは

　　　蛮4（必，！）ニ146一砿sin（ω！一勧）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

と表される。，

　以後の計算を簡単にするため正弦関数を複素数の虚数部で表示することにし，

　　　〆（詔，！）ニIm〔理（必，渉）］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

で定義する複素関数珊（∬，渉）を導入する。これからすべて複素数表示を用いて計算する。

（1）式は，複素数表示では

　　　理（∬，∫）＝14召『鰍ご（ωオー勧）　　　　　　　　　　　　　　　（3）

と表される。

　さらに右へ伝播し，弦の結合点Cや弦の右端Nで反射され，時刻！に2度目にXに到着

している波理（認，！）は

　　　理（灘，♂）一R、26－2α（4一∬）一2々（4一記）理（必，オ）

　　　　　　　　＋712R237ン16－2α（4一諾）一2α7一ご2ん（団一’2醐理（∬，∫）

　　　　　　　　＋Tし2R23R21R237』、召一2α（4一諾）一4α’4一脚『諾）一∫4町盃A（記，渉）　　　　（4〉
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　　　　　　　　＋7、2（1ぞ23R21）21～237』16－2α（4一工）｝6蕗’2々（4一匿H6町44（劣，！）

　　　　　　　　十・…
と表される。

　この式の右辺第1項は，Mで発生した波が右へ伝播し，結合点Cで1度反射されてXに

到着した波を表し，第2項は，Mで発生した波が右へ伝播し結合点Cを通過し弦の右端N

で反射して，またCを通過してXに到着した波を表している。第3項は，Mからの波がC

を通過し，Nで反射し，またCで反射され，さらにNで反射されCを通過してXに到着し

た波である。以下同様にして，Mで発生した波がCを通過しNで反射され，それがCで2

度，3度，4度と反射されて時刻オにXに2度目に到着した波を表している。

　（4）式は，等比級数の和の公式を用いて計算でき

　　　　理（即，！）＝〔R12＋7、2R237』、ε一2α’4一ゴ2海’4｛1＋R21R23召一2α胴2尭14＋（R211～23）2ε一4α’碗4た’4

　　　　　　　　＋・…　｝〕×召一2α（団｝2身（’一諾）yiA（必，！）

　　　　　　　一〔R珍＋吾離1誓慧1〕召一）一…町A（諾，≠）　（5）

　　　　　　　ニRθ一2α（4一∫）一酬4調｝4A（詔，ず）

と表される。

ここでRは
　　　　　　　　　　　Z2R237』、召一2α’四2艀
　　　　　　RニR、2＋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　　　　　　　　　　　1－R2、R23〆α4一勲

と定義した。

　左端Mでさらに反射して，時刻1に3度目にXに到着している波理（認，！）は

　　　　理（必，」）＝R、。6－2α諾一ガ2町坐（∬，！）　　　　　　　　　　　　　（7）

　　　　　　　ニR、。ノ～θ『2晒2聖iA（必，！）

と表される。

ここで（7）式の珍（灘，渉）には（5）式を用いて変形を行った。

　同様にして，M，C，Nで反射して，時刻！に4度目，5度目，6度目，……，にXに

到着している波は，それぞれ，

　　　　理（諾，云）一危一2α（4一工）一ご2た（4『∬）｝竜A（灘，！）

　　　　　　　＝R、。R2ε一2α（2’一必）『∫2ん（2団｝1A（劣，渉），　　　　　　　　　　（8）

　　　　KA（∬，！）一π1。6－2α∬一f蹴KA（∬，の

　　　　　　　＝R紐2θ一4磁一耀｝盃A（認，渉），　　　　　　　　　　　　（9）
　　　　理（即，渉）＝他一2α（’調一ゴ2ん（4『∫）y歌必，！）

　　　　　　　二瑞ノ～36－2α（34一∫）『∫2ん（34一諾）理（必，」），　　　　　　　　　　（1①

　　　　理（認，渉）＝R1。ε一2α諾一伽｝学（必，渉）

　　　　　　　＝R紐36－6磁一’6聖i乃（」じ，！），　　　　　　　　　　　　（1D

　　　　　　　　●　　●　　●　　●

と表すことができる。

これらの式から，時刻オにXに到着している奇数回目の波と偶数回目の波は，それぞれ，

等比級数の和の公式を用いて加え合わせることができる。（3），（7），（9）と（11）の各式を用いて

時刻！に奇数回目にXに到着した波の重ね合わせは，
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　　　　跣d（灘，！）ニ｛1＋Rl。1～ε一2α4一ガ2た4＋（R、。R）2θ一4α4一ゴ4雇

　　　　　　　　　＋（R1。ノ～）3ε一6飽6たぞ＋・…　｝yiA（必，！〉　　　　　　　（12）

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　＝1－R互。R6　一f2訓（」じ・！）

となり，（5）．（8）と（10）の各式から時刻！に偶数回目にXに到着した波の重ね合わせは

　　　　現εη（必，！）＝｛1＋R1。1～θ一2α4一ガ2々4＋（R1。R）6－4磁一’4h4＋・…　｝

　　　　　　　　　×Rθ一2α（4　エ）一ガ2為（4一↓）｝14（認，！）　　　　　　　　　　（13）

　　　　　　　　　彪一2α（4一∫〉一ゴ2h（4一の
　　　　　　　　＝1－R1。R召一2－4理（」r・！）

と表される。

　（12）式と（13）式を加え合わせると，時刻渉にXに到着しているすべての波の重ね合わせによ

る振動変位の式yA（必，つを得ることができる。その結果は

　　　yA（必，！）＝y易、η（詔，」）十｝鴇d（必，！）

　　　　　　　　1＋他一2α（包）一ゴ2尭（包）
　　　　　　　＝1－Rl。R6－2一解肺，！）　　　　　　　（14）

となる。

　ところで

　　　Tl2＝1＋R12，7ン1＝1＋R21，ノ～12一一R21，R23＝R1。＝一1　　　　　　　　（15）

であることを考慮すると（6〉式は

　　　　　　　　　R12一θ一2α四2ん’ノ
　　　　　　　R＝1＿R12ε一2α4－f2ゐ　　　　　　　　　　（16）

となる。

（3〉式と（16）式を用いると，時刻！でのXの場所での振動変位は

　　　γ4（」σ，≠）一146｝蜘（ω≠一厩）1（1－R12θ一2α四躍）＋（R12一召一2α胴2た’4）

　　　×〆α（4一諾）一ゴ2陀（4一諾）｝／｛1＋R、2ε一2α4『濯一R、26－2α’4一∫2静一〆α4一激4『2α7一ゴ躍）｝

　　　　　　　ニ／16ガωε〔sinh｛α（！一必）十‘z’／’十魏（／一必）十乞々〆／’｝　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

　　　　　　　　十」『～12sinh｛一‘z（！一必）十α〆！’十乞々（1一必）十試々’／’｝〕

　　　　　　　　×1／〔sinh｛‘z！十‘z11’十♂（膨十々〆イグ）｝一ム～12sinh｛‘z1一α〆！’十ゴ（海！一々〆イグ）｝〕

と表すことができる。

B．4≦灘≦Lの波の振動

　次に，複合弦の右側の弦（長さ！’）の位置X（！≦必≦L）の振動について考察を行う。

　まず，振動源Mで発生した波が右へ伝播して右側の弦上の位置Xに，時刻オにはじめて

致着している波｝盃B（必，渉）は，次のような定義式

　　　鷺8（劣，渉）一z4712召一α4イ（諾一4）＋ゴ｛ω置一勘4一魔一4）｝　　　　　　　　　　（1④

を用いて

　　　z8（必，渉）＝yるβ（必，渉）

　　　　　　　　＋R、2R、。6－2飽2陶4｝もB（劣，オ）

　　　　　　　　＋（R、2R、。）2ε一4σ4一測｝もB（必，1）

　　　　　　　　＋（Rl2R、。）3召『6躍一ガ6町ちB（∬，！）

　　　　　　　　十・…
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　　　　　　　　＝｛1＋ノ～12R1。θ一2α4一灘＋（R12ノ～1。）2ε一4αM々4＋・…　｝｝蝦認，云）　（19）

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ニ1－R12R1。ε一2α4一∫2讃B（」じ，渉）

と表すことができる。

　時刻」にXに2度目に到着している波瑠（」σ，！）は

　　　瑚（」r，‘）ニR23ε一2α〆（4＋4’｝諾）一ガ2為F（4＋4〆一必）｝r8（」r，オ）　　　　　　　　　　（20）

となる。

　時刻！にXに3度目に到着している波｝竜8（3r，オ）は

　　　鷺B（諾，！）ニR21ε一2α’（∬一4）一ゴ2ゐ’（諾一の｝ちB（」じ，オ）

　　　　　　　　＋7ン1R、。7、26－2α’（ヱー4）一f2ん’（諾一4）一2α4一ご2た4｛1＋1ぞ、。R12θ一2α4｝ご2た4

　　　　　　　　＋（RI。Rl2〉2召一4姻4耀＋・…　擁8（必，！）　　　　　　　（2D

　　　　　　　嘔＋躁鴛誰⊇1影⊇鵠1ε一）一の理（必，！）

　　　　　　　＝R23SC－2α四2艀｝丑8（諾，渉）

と表すことができる。

ただし，Sは

　　　　　　　　　　7ン1RloT126－2α四2々4
　　　　　　SニR21＋1－R1。R12召一2－4　　　　　　　　（22）
と定義した。

　同様にして，時刻渉にXに4度目，5度目，6度目，……に到着している波は，それぞ

れ

　　　Kβ（必，！）ニR23召『2α’（’＋飼一ゴ2ん’（4＋ノー諾）｝もβ（認，渉）

　　　　　　　＝ノ～彦3Sピー2α’（4＋24一諾）一ガ2鵬2ω｝三B（必，渉），　　　　　　　　（2紛

　　　Kβ（∬，！）＝距一2⑳一4）一酬ヱ鋤｝歌躍，ず）

　　　　　　　＝麗3S2〆α’4『ご4ん’4Zβ（灘，∫），　　　　　　　　　　　　（2の

　　　珍B（∬，！）＝R236『2α’（4＋4『諾）一ε2た7（4＋4一諾）｝蝋灘，！）

　　　　　　　＝R彦3S26－2α’（4＋34一諾）一ゴ2勘7（4＋3団｝盃B（必，！），　　　　　　　　（2励

　　　　　　　●　　●　　●　　o

と表すことができる。

（19）～（2D式と（23）～（25）式を用いて，時刻！にXに到着した奇数回目と偶数回目の重ね合わせ

の波は，それぞれ，

　　　端d（灘，の一｛1＋R23S¢一2α’4一ゴ2ゐγ＋（R23S）2¢一4α’ノー灘＋・…　泌B（」じ，渉）

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　ニ1－R23S6－2α一ガ2訓8（∬，’）・　　　　　　　（2ω

　　　賜εη（必，渉）一｛1＋R23Sc－2α胴2醐＋（R23S）2θ一4α胴4々’4｝

　　　　　　　　　×R23〆α’（4＋4司一伽（4＋4鋤yi8（認，∫）

　　　　　　　　一R・捺箒騰勘）z・（婦〉　　　　（暫〉

と表される。

（26）式と（27〉式を加え合わせると，時刻渉にXに到着しているすべての波の重ね合わせによ

る振動変位の式γ8（必，渉）を得ることができ，その結果は
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　　　　　γβ（必，！）ニ｝場4（必，！）十y湯，η（必，」）

　　　　　　　　　1＋R23ε一2α’（配一」）一f2々7（4＋4一∬）

　　　　　　　　＝　　　　　　　　｝18（必，∫）　　　　　　　　（2④　　　　　　　　　　　1－R23S6－2醒一ど2た

となる。

　Sの定義の式（22）は，（15）式を考慮して

　　　　　　　　　一ノ～12一θ一2磁一ご2畑
　　　　　　　Sニ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（29）　　　　　　　　　1＋Rl2ε『2α4－f2解

と変形できる。

　そこで（29式のSと｝盃β（∬，！）に，それぞれ，（29〉式と（1④，（19式を代入すると

　　　　γβ（¢，！）一∠42ゴω‘6一α4一α’（竃一4）一f｛桝1（諾一4）｝

　　　　　　　　×（1＋Rl2）｛1一ε一2α’（4＋4一諾）一ど2ん’（4＋4－」「）｝　　　　　　　　（30）

　　　　　　　　×1／｛1＋R、2召｝2α4一’2た4－R12召｝2α’碗2鯉一6－2α4一ど2ん4－2α’4『ガ2り

と表され，さらに2，3の計算を行うと
　　　　　　　　　　　／1（ノω≠（1十み～12）sinh｛‘z〆（／十ノー必）十魏グ（／十ノー必）｝
　　　　yβ（切＝sinh｛（α／＋4ノ）＋耀＋々・4）｝一R、、sinh｛（α4－44）＋ぎ（々！一々’4）｝（31）

と表すことができる。

　上で求めた。4とBの場合の振動の変位（17〉式と（3D式は，それぞれ，次式のLを。4とBとす

れば

　　　　yL（∬，渉）＝ノ4θεωオ〔sinh｛α（’一∂）十‘z7（！十ノーzo）十読（！一zノ）十薦戸（！十イグーz〃）｝

　　　　　　　十ノ～12sinh｛一‘z（／一∂）十‘zノ（／十／〆一zo）一魏（！一zノ）十試々〆（！十”一zo〉｝〕　　（32）

　　　　　×1／〔sinh｛（‘z！十‘z’！’）十i（々／十々’／’）｝一ノぞ12sinh｛（〆一‘z’イグ）十ガ（々！一々〆／’）｝〕

と表される。ただし

　　　　　　　　ハの場合：　∂ニ∬，ωニ／，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（33）
　　　　　　　　Bの場合：　∂一／，ω一必

を代入するものとする。

　（17）式と（31）式，あるいは（32）式と（33）式から，2つの弦の結合点である境界」じ一！で両方の振動

変位が連続であることが保障されなければならないが，これらに∬一！を代入すると

　　　　　　　　yA（’，渉）＝yB（’，オ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（鋤

となることが容易に導ける。

　（32）式は，双曲線正弦関数に関する

　　　sinh（ハ＋坦）一一6ゆ，　　　　　　　　　　（35）
　　　　　　　　sinh／l　cos　B　　　　　　　　　　　cosh／l　sin　B

　　　c・sψ＝一・sinψニc。sh2ルc。s2B　　　　（3㊦
の関係を用いてさらに変形することができ

　　　　yL（認，ご）一z44ω∫

×［　cosh2｛α（／一zノ）十‘z’（／十／〆一z〃）｝一cos2｛々（’一∂）十々〆（／十イグーzo）｝召ゆ1

　十ノ～12　cosh2｛一‘z（／一zノ）十‘z〆（’十／〆一z〃）｝一cos2｛一々（！一zノ）十々〆（！十！〆一z〃）｝ε∫ψ2〕

　　　　　　　　×1／〔cosh2（α／＋α〆の一cos2（雇＋々〆の4¢3

　　　　　　　　－R12cosh2（認一α〆／’）一cos2（々！一々’！ノ）6ゆ4〕

と表される。ただし，ψ・，ψ2，ψ3とψ4は，おのおの，

（37）
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COSψ1＝
sinhα’一∂）＋α’（1＋！㌧ω）cos々（1一∂）＋々’1＋！㌧ω）

sing1＝

cosh2｛α（’一∂）十4（！十1’一zo）｝一cos｛々（1一∂）十〃（！十ノーzの｝，

cosh‘z（！一∂）十4’十’〆一zo）　sin々（1一∂）十々”十イグーz〃）

COSψ2＝＝

cosh2｛α（！一zノ）十4F（！十イク〆一z〃）｝一cos｛々（1一zノ）十だ（！十■一zo）｝，

sinh｛一‘z（！一∂）十‘z’1十1’一ω）　cos　一々（1一zノ）十々’（1十イグーzo

cosh2｛一α（1一∂）十4（1十イグーz〃）｝一cos｛一々（’一∂）十々（1十17－zσ）｝，

cosh一α1一∂）＋α’（！＋！’一ω）sin々（！一∂）＋々’（1＋！Lω）

（38）

Slnψ2＝ cosh2｛一‘z（1一∂）十‘z’（1十■一ω）｝一cos｛一々（1一zノ）十々’（1十イグーz〃）｝，

（39）

COSψ3＝
sinh（‘z1十‘z’1’）cos解十々1！’〉

Slnψ3＝

cosh2（α4＋4の一cos2（解＋々’1’）’

cosh（α1十‘プ！’sin（解十々’！’）

COSψ4＝＝

cosh2（4＋α’の一cos2（解＋々’ノ）’

sinh（‘z1一‘zヂ1’cos膨一々’ノ〉

　　　　　　　　cosh2（4－4イグ）一cos2（解一々’1’），

　　　　　　　　cosh（α！一4イグ）sin（為！一々7’）

　　　Smψ4＝一・と表される。

（40）

（4D

§3．振幅の減衰が無視できる極限の場合の振動変位

　前節で求めた振動変位の式を，実際の振動と比較するために実数表示による振動変位式

を導かなければならないが，かなり複雑な式であるため，ここでは，減衰係数が小さい極

限の場合を考察し，これら．の振動の特徴を見い出したい。

　（35）式と（36）式から

　　　　　　　　　　sinh（歪B）＝・sin　B・召iπ12　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（42）

となるので，振動変位（17）式と（3D式は，それぞれ，g♂（必，∫）とg♂（必，ので表記すると

　　　　〃♂（」じ・∫）一み〔sin｛々篶識多1多）囎呈認琴）＋艀｝〕sinωち　㈲

　　　　漁・云）一一inωち　　　㈲
と表される。

㈲式の分子は，r一つの正弦関数に合成でき

　　　鋼）一A1矯講麟畠蟄携誘）＋ψ・sin砿　　㈲

　　　　　　　　　（1－R12）cos々’1’　、　　（1＋R、2）sin々〆”

　　　COSψ・＝一7・Slnψ・＝一　　㈲
と表され，振動の形は複合弦のどちらの弦も単一正弦関数で表されることが導かれる。

次に複合弦のどちらの弦も同じ長さ！・＝ノーんの場合を考えると，㈲と㈲式は

　　　幽）一A〔sin々！無騰些蓋藷畿コじ〉＋鵬・inの渉　㈲
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　　　　　　　　　ノ4（1十酒～12）sin｛々1（2為一必）｝
　　　〃♂（」じ・オ）ニsin｛（励）ん｝一R、2sin｛（々一互）為｝sin碗

と表される。

（49

§4．共振の条件と共振振動数のずれ、

　複合弦を構成する密度の異なる2本の弦の長さが等しく，かつ，それらの減衰係数がほ

とんど無視できる場合の振動の変位式㈲と㈹が共振するための条件を考察しよう。㈲式と

㈹式の振幅の大きさが極大になるとき共振が生じると考えられるので，これらの式の分母

の2乗が振動数の変化で極小値をとるという条件を検討すればよいことがわかる。これら

の分母の2乗は同じ形をしており，振動数レの関数四（レ）で表すど

　　　　W（レ）一〔sin｛（吉＋｝）2π研一＆sin｛（吉一去）2π伽｝γ　　＠9）

となる。

この関数のレでの微分は

　　　　4誓レ）一2〔・in｛（圭＋券岡一危・in｛（劣一｝岡〕

　　　　　　　x〔（｝＋｝）2πん・c・s｛（告＋券）2祠一鴫一吉）2焔…s｛（劣一去）2焔・｝〕（5①

となる。

これからレの変化によるW（レ）の極値をとる条件式は（50）式の右辺が0，すなわち，

　　　（吉号）sin｛（が吉）4蜘｝一2鴫sin（4禦レ）一去・in（梁レ）｝（5専

　　　　　　　　＋鴫一去）・in｛（劣一｝）4蜘｝一〇

と表される。

　報告1では，これを用いて共振振動数の近似式を導いたが1），今回は線密度が1対4の場

合の厳密な解の導出を試みる。複合弦の2つの弦の密度比が

　　　　　　　ρ＝ρ’ニ1：4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（52〉

の場合は，弦の振幅の伝播速度は線密度と弦の張力丁とで

　　　　　　　翻一仔，翻一仔　　　　　（53）
と表されるので，波長と伝播速度は

　　　　　　　λ’一λ／2，が一∂／2　　　　　　　　　　　　　　　（舅〉

となることがわかる。

（騒）式のがを（51）式に代入すしてがを∂で表すと

　　　争sin傷・4π婦一2鴫sin（攣レ）一号sin（争・4πんレ）｝

　　　　　　＋畷一吉）sin｛（一吉）4π研一・　　　　　（55）

となる。

（55）式の中で振動数レを次のXで
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　　　　　　X≡4π伽／∂　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（56）

と置きかえると，この式は，

　　　3sin（3X）十Rl2｛4sin（2X）一2sinX｝十品sinX＝0　　　　　　　　　　（5の

となる。

　3倍角と2倍角の公式

　　　sin3X＝一4sin3X十3sinX，sin2X＝2sin　X・cos　X　　　　　　　　　（5④

を用いると（57）式は

　　　sin　X｛12cos2X十8R12cosX－3－2R12十磁｝ニ0　　　　　　　　　　　　（59）

となり，さらにこれから

　　　　　　sinXニ0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（60）
と

　　　　　　12cos2X十8ノ～12cos　X－3－2R12十瑞二〇　　　　　　　　　・　　（61）

が解となる可能性があることがわかる。

　R12を計算するため，インピーダンスZとZ’

　　　　　　z一》π，z1＝価　　　　　　　　　　　　　　 ㈱
を用いると

　　　　　　　　ZrZ2　　　　　　Rl2一　　＝一R21　　　　　　　　　　　　　　　　（63〉
　　　　　　　　Zl十Z2
と表され，ρとρ’の比が1対4であることから

　　　　　　R、2一一1／3　　　　　　　　　　　　　　　　　　㊤4）
と表されることがわかる。

　この結果，（61）式は

　　　　　　12cos2X一（8／3）cos　X一（20／9）＝0　　　　　　　　　　　　　　⑯5）

となり，cosXについて2次方程式の解を求めると

　　　　　　　　　　1　　　　　5　　　　　　cosX＝一一，cosX＝一　　　　　　　　　　　　　　　　　㈹
　　　　　　　　　　3　　　　9
となる。

　（6①式と（6①式が極小値であるか否かを調べるために四（レ）のレによる2階微分の値が正

であるか否かを計算してみる。これは四（X）＝四（レ）をXで微分することに対応し，

　　　　　　裳一αsinX｛・2c・♂X一書c・sX一誓／（α：正の比例定数）⑯7）

と書くことができるので

　　　　　　盤一一X｛12c・♂X一書c・sX一誓｝

　　　　　　　　＋αsinX｛一24cbsXsinX＋冬inXl　　　　⑯8）

となる。

㈹式から（59）式を満たし，W（X）（すなわち四（レ〉）が極小になる解は

　　　　　　sinX－2婆，c・sX一一寺　　　　　　（69）
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　　　　　　　sinX一一箏，c・sX一一ふ　　　　　（7①

　　　　　　　sinX＝0，cosX＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7D
となることが導かれる。

　反射係数R12が0に対応するXを渇（すなわちレ。）とすると

　　　　　　　　　　43　　　　　1　　　　　　　sin凡＝万・c・s瓦二一7　　　　　　　　（72）

から

　　　　　　　Xも一2π／3，ン。＝∂／（6為）　　　　　　　　　　　　　（7紛

となる。

　このレ・を用いると（69）～（7D式の解は，nを自然数として

　　　　　　　レ3η一2＝｛（肋一2）一α｝レ。，

　　　　　　　レ3π一1一｛（3η一1〉＋α｝レ。，　　　　　　　　　　　　　（74）

　　　　　　　レ’3η＝3％レo

と表わすことができる。ただしα＝0．09となる。

　これはレ1がレ。の値から約1割小さい振動数で共振するということを表しており，両端

を固定端とした複合弦の議論の近似解とほぽ一値していることがわかる1）。これらの結果

から複合弦の共振振動数は，単にン。の整数倍ではなくずれを生じることが定性的に理解で

きるようになった。また，この共振振動数での具体的な定常波の形は㈲と㈹式のコンピュー

ターによるシミュレーションを行うことによって表現できる。

§5．おわりに

　一端を振動させた複合弦と両端を固定して磁石と交流によって振動させた複合弦は，2

つの弦の境界で波の反射が生じるため，共振振動数にずれを生じることが理解できたが，

まだ実験との定量的な比較を行うまでにはいたっていない。定量的比較を行うためには減

衰係数αと4の具体的塗振動数依存性の形を知る必要があるが，どのようになっているの

かわからない。また，実験も理論との比較にたえるデーターが必要となる。今後の検討課

題である。
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