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Abstract

   The resonance phenomena of a string with nonuniform mass density fixed at both 

ends are considered. Equations showed the vibration form in the string are conducted 

from the fact that the wave motion in the string is represented to be a superposition 

of all waves refrected at both ends. Analysis of modes of vibration and calculation of 

the frequencies of the overtones are done.

§1.は じ め に

固有振動の概念は,波 動現象を理解するための重要な概念であり,高 等学校の物理にお

いて も弦や気柱 の共振 ・共鳴現象 と関連 して取 り扱われている。 ところで,弦 の線密度が

もし一様でない場合 は,固 有振動のモー ドはどのようになるだろうか。 この場合の固有振

動 を理解 し,一 様な線密度 の固有振動 と比較するために次のような振動を考察する。

図1に 示す ような二つの線密度の異なった同じ長さの弦を結合させた複合弦の両端を固

定端 とし,こ の弦の途中にU型 磁石をまたがらせて固定する。その後,複 合弦の両端に交

流電流を流す と,と び とびの振動数の場合 に大きな振動 を生 じ,共 振 していることがわか

る。この場合の非調和的振動の固有振動は,単 一線密度 による固有振動のモー ドとはかな

り異なる振動パ ターンを示 し,ま た,非 調和的振動の一連の倍振動の振動数が基本振動の

振動数の整数倍 にはな らずかな りずれることが報告されている1)・2)。
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　そこで，本報では，著者らが弦や気柱の共振・共鳴現象を理解するために用いた多重波

による理論的考察3）一17）を，この複合弦の共振現象に適用して，複合弦の振動の振る舞いを理

論的に導き出し，その結果の検討を試みたので報告する。

§2．複合弦の振動変位の多重波表示

　両端を固定端とした長さ！の左側半分と右

側半分とが，線密度ρの弦Glと複合弦μの

弦G2とからできている複合弦を考える。

　この複合弦の左の端を座標の原点ととり，

二つの弦の結合点を！／2とし，右の端を’と

する。左の端から4のところに弦をまたいで

U型磁石を固定する。この装置において，弦

の両端に交流電流を流し，これによって励起

された複合弦の振動の様子を理論的に考察す　　　　図1複合弦の強制振動実験

る。

　弦上の位置必は，図2に示すように，（A）左の端と磁石の間，（B）磁石と結合点の間，（c）結

合点と右の端の間のいずれかによって振動の様子を区別して考察する必要がある。この図

でM，N，C，DとXは，それぞれ，左の弦の固定端，．右の弦の固定端，二つの弦の結合

点，磁石の位置，それに弦上の着目点を表している。

　磁石の位置で発生し，弦上を伝播する正弦波の振幅をハとし，振動数と角振動数を，そ

れぞれ，レとのとする。このときの弦G・と弦
G、の伝播速度（∂），波長（λ）と波数（々ニ2π／λ　M　×　　D　　　C　　　　　　　　N

ニω／∂）は，∂，∂’とλ，λ〆と々，互とによって

表すことにする。　　　　　　　　　　　　　o　X　d　　，ρ／2　　　　　　9

　また，左端と右端の固定端での反射係数嫉・　　　　　　　　（A）

ノ～1。（＝一1）とノ～23（ニー1）とし，弦G、の波が

弦G2の端で反射されるときの反射係数と弦　M　　　D　x　C　　　　　　　N

G2の波がG、の端で反射されるときの反射係

数は，R、2とR21（＝一R12）とする。さらに，弦

G、の波が弦G2へ伝播する透過係数と，弦G2

の波が弦G1へ伝播する透過係数は，それぞ

れ，7、2（＝1十Rl2）と7ン1（ニ1十R21ニ1一ノ～12）

とする。

　さらに，弦上の波は，距離をsだけ伝播す

ると，そのときの波の振幅はe一αs倍だけ小さ

くなるものと仮定した。ただし，弦G1と弦G2

の減衰係数を，それぞれ，αと4と表した。
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　時刻tにおける弦上認の位置での変位〃湾（必，∫）は，磁石のところで発生して右へ伝播し

ていく波gβ（諾，！）と左へ伝播していく波〃β（劣，渉）との合成によって表示できる。

　まず，右へ伝播していく波から考えようる磁石の位置Dから伝播し，CやNで反射され

てはじめてXに到着している波撮，1（諾，！）は

　　　　撮，、（コじ，」）＝Rl2∠4ε一α（4－4一諾）sin｛ω渉一々（！一4一即）｝

　　　　　　　　　＋712R237』1∠4θ一α（4－d一必）『α74sin悔一々（！一ゴー必）一々’！｝

　　　　　　　　　十7㍉2石～23酒～21石～23乃1！4ε一α（4－d一諾）一244sin｛α♪渉一々（／一〇r一』じ）一2々〆！｝　　（1）

　　　　　　　　　十Tl2（ノぞ23R21）21マ237』1／1θ一α（4－d一工）一3αF4sin｛ωず一々（！一4－」じ）一3々〆！｝

　　　　　　　　　十・…

と表すことができる。

　この式の右辺第1項は，Dで発生した波が右へ進行し，結合点Cで1度反射されてXに

到着した波，第2項は，Dからの波がCを通過して弦の右端Nで反射して，またCを通過

してXに到着した波を表している。第3項は，Dからの波がCを通過し，Nで反射し，ま

たCで反射され，さらにNで反射されCを通過してXに到着した波である。以下同様にし

て，Dからの波がCを通過してNで反射され，それがCで2度，3度と反射されてはじめ

てXに到着した波を表している。

　ここで，（1）式を，あとの計算を簡単にするために，複素数で表示することにすると，

　　　　撮，1（必，オ）ニIm〔｝／2，1（∬，渉）〕　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

で表されるγ2，1（諾，！）を導入すると便利であり，以後も複素数表示γを使用する。

　その結果，（1）式は

　　　　瑠，1（灘，！）一R、2｝／妻，。（必，」）

　　　　　　　　　＋7三2R237）16一α’4一躍y台，。（認，渉）

　　　　　　　　　＋7、2R23R2、R237ン1召一2α’4一’2静瑚，。（r，」）　　　　　　　（3）

　　　　　　　　　＋7三2（ノ～23R21）2R237ン16－3α7一∫3町／斧，。（∬，！）

　　　　　　　　　十・…

と表すことができる。

　ただし，

　　　　瑠，。（z，！）＝∠46一α（4－d一必）＋ゴ｛ω‘｝た（4『齢）1　　　　　　　　　　　（4）

と定義している。

（3）式は，等比級数の和の公式を用いて

　　　　瑠，1（∬，！）一〔R12＋712R237』1〆〆4一溜｛1＋1～23R216－44一薦

　　　　　　　　　＋（R23R2、）26－2α14一ゴ2寵＋・…　｝〕y妻，。（必，渉）

　　　　　　　　一〔Rl2＋離急鍔笥y妻，・（」σ，∫）

　　　　　　　　＝Ry妻，o（認，オ）

と表される。

ここで，

　　　R一品・＋離鶏多鶉　　　　　　　（6）

と定義した。また，この級数が収束することは付録Aに示す。
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　次に，さらに左へ進行し，弦の左端Mで反射してXに2度目に到着している波y食，2（必，云）

は

　　　y食，2（∬，！）一Rl。θ一2伽2駐瑚，、（エ，！）　　　　　　　　　　　　（7）

で表されることがわかる。

　さらに右へ進行し，CとNで数回反射され，3度目にXに到着している波｝72，3（必，！）は

　　　瑠，3（必，！〉＝他一α（4『2置》一ごた（∫一2ヱ）γ2，2（必，！）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）
　　　　　　　＝RloR召｝α一躍瑠，1（」じ，云）

と表される。

　同様にして，Xに4度目，5度目，6度目，……と到着している波は，それぞれ，
　　　y套，4（」じ，渉）ニR、。6－2酬2聖食，3（」r，！）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）
　　　　　　　ニR紐θ『o（’＋2」H々（∫＋2諾）瑠，1（必，！），

　　　γ2，5（必，’）＝R〆（4－2∬）＋耀一2エ）y2，4（必，’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）
　　　　　　　＝R紐2ε一2姻2聖喬，1（」じ，♂），

　　　理，6（必，！）＝R1。θ一2姻2聖妻，5（¢，オ〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1D
　　　　　　　＝R紐2ε一2α（4＋加2為（4『諾）瑠，1（」r，ご），

　　　　　　　　●　　●　　●　　o

と表すことができる。

　これらのうち奇数番目の波（5〉，（8〉，（10）式を加え合わせると

　　　瑠，。dd（必，」）＝〔1＋1～1。ノ～ε一耐hぞ＋（1～1。R）26｝2α4－f2々4＋・…　〕瑠，1（必，オ）

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　r－R1。R召一一澱1（切　　　　　　　
（12）

となる。この級数が収束することは付録Bに示す。

　また，偶数番目の波（7），（9），（1D式を加え合わせると

　　　y2，θ∂ε％（必，渉）一〔1＋Rl。R〆一溜＋（R1。R）2〆酬2雇＋・…　〕1～1。〆α一伽瑠，1（認，云）

　　　　　　　　　　R1。ε一2頗2纏
　　　　　　　　r－R1。Rε一一γ2・1（切　　　　　　　　（13）

となる。

　さらに，（12）式と（13）式を合成すると，磁石の位置で発生した波のうち，右へ伝播していっ

た波を，すべて重ね合わせた合成波躍（必，！）を求めることができ

　　　漁，！）一1誓篶券驚瑠，1（必，！）　　　　　　　（1の

と表される。

次に，Dで発生した波が左へ伝播していった波について考えてみる。前と同様に考える

と，弦の両端や結合点で反射して，Xに1度目，2度目，3度目，……と到着している波

は，それぞれ，

　　　γ2，1（」σ，’）＝！4θ一α（d一諾）＋ゴ｛ω≠一々（ご一工）｝，　　　臼　　　　　　　　　（15）

　　　理2（必，’）ニR1。6－2蜘2勧yゑ1（必，！），　　　　　　　　　　　　q㊦
　　　y2，3（諾，渉）＝R〆（4－2訂）一耀一2∫）y2，2（劣，！）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）
　　　　　　　＝RloR2一磁一疏4y2，1（」じ，∫），

　　　y2，4（必，！）ニR1。召一2伽2纏理，3（必，渉）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（18）



共鳴・共振現象の多重波理論　m 11

　　　　　　　二瑞Rε｝α（2＋2エ）一fゐ（ぞ＋2エ）理，1（諾，∫），

　　　理，5（必，！）ニR〆（4｝2諾トゴぬ（4－2∫》y2，4（」じ，1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）
　　　　　　　　＝R紐2召『2α’一f2陶‘y2，、（τ，渉〉，

　　　y2，6（必，！）＝R1。6｝2αぼ一f2駐y2，5（必，∫）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）
　　　　　　　ニR紐26－2α（4糊『ゴ2々（4＋諾）y2，1（必，！）

と表される。

　そこで，奇数項（15），（17），（ゆ式の合成｝72，。dご（諾，♂）と偶数項（16），（1④，（2①式の合成

理，、．，η（∬，オ）は，それぞれ，

　　　理，。dd（詔，云）一〔1＋R1。他一α触4＋（1～1。R）2ε｝2α4一ゴ2耀＋・…　〕γ2，1（」じ，！）

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　r－R1。Rε一α4一漉説1（」じ・∫）　　　　　　　（2D

　　　yゑ、，，η（」σ，」）瓢〔1＋R1。R召一α一溜＋（Rl。R）2ε一2粥2雇＋・…　〕R1。ε一2α一ゴ2聖ゑ1（必，！）

　　　　　　　　　Rl。6｝2㏄一ガ2航
　　　　　　　　＝1－R1。R6一α4一抜4yゑ1（」r・！）　　　　　　　（22）

となり，結局，磁石の位置で発生して左へ伝播していったすべての波を重ね合わせた合成

波理（κ，≠）は，（21）式と（認）式から

　　　　　　　1＋R、。ε一2α必一ご2奴
　　　理（婦）ニ1－R、。R¢一一yゑ1（」P・ず）　　　　　　　　（23）

と表すことができる。

　以上の結果から，（14）式と（23）式をもちいて，MとDの間のXの位置における振動の変位

yA（」じ，！）は

　　　γ4（卸）一㍑欝驚｛y分，1（τ，渉）＋γ節，云〉｝　　　（24〉

となる。

　この式に，（4），（5）と（15）式を代入し，R1・は固定端であり一1であることを考慮すると

　　　　　　　1一ε一2砒一ゴ2航
　　　y翫≠）ニ1＋距一〔姐召一α（’一d一帥‘一胴一ど）＋A召一α（4一工脚圃d一諾〕　　（25）

となる。

（B．4）式からRは

　　　　　R12－6イ4一薦
　　　R＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）　　　　　1－Rl2召一α4一漉4

と表されるから，（25）式は

　　　y河（諾，！）＝〔（1－6－2蜘2た∫）｛（Rl2一〆7一ゴκ4）14召一¢（4－d一諾》＋ご｛ω孟一た（4－d一ぼ）

　　　　　　　＋（1－Rl〆酬4）∠勉一α（4｝必）＋∫｛ω∫一々（d一必）｝〕／〔1＋Rl2θ耀一齪　　　（暫）

　　　　　　　一R、2εイ4姫究θ一α胴勘’4一α4一溜〕

と表される。ここで，

　　　R、。一R23ニー1　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　（28）
であることをもちいた。

これは，さらに変形することができ

　　　yA（諾，！〉＝2／1召ごωf　sinh｛（‘z十乞々）灘｝

　　　　　　　×〔sinh｛α（！／2－or）十4’／2十魏（1／2－4）十漉〆／／2｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（29）
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　　　　　　　十酒～12sinh｛一‘z（1／2－4）十‘z”／2一魏（1／2一ゴ）十ゑ々’！／2｝〕

　　　　　　　×1／〔sinhl（α＋召’）’／2＋’（々＋々’）！／2｝一Rl2sinh｛（α一α’）！／2＋i（々一々’）1／2｝〕

と表すことができる。

B．d≦x≦2／2の場合の振動変位

次に，磁石と弦の結合点との問の振動について考察する。ここでも磁石の位置Dで発生

した正弦波が，それぞれ右と左へ進行する場合を別々に計算する。

　まず，右ぺ進行し，はじめてXに到着している波｝眉，、（必，！）は

　　　y露，1（灘，渉）＝z4ε『α（岡＋ご｛ωご一た（諾一d）｝　　　　　　　　　　　　　（30〉

となる。

　さらに右へ進行し，結合点Cや弦の端Nで反射され，2度目にXに到着している波

瑚，2（」r，1）は，Aの場合と同様にして

　　　γ露，2（諾，渉）一R126一α（’一2諾）一漁（4－2紛y露，1（諾，渉）

　　　　　　　　＋712ノ～237ン1召一α（4－2諾）一α’触（4－2必H陶’4y露，1（諾，云）

　　　　　　　　＋7、2R23R21ノ～237ン1召一α（’一2∬）一2α’4一’た（4－2τ）一ガ2静y鐸，1（諾，渉）

　　　　　　　　＋T【2（R23R21）2R23五12一α（4－2π）一3α繍（4－2エ）一艇γ露，1（必，」）

　　　　　　　　十・…
　　　　　　　一〔R12＋7、2R237〉16一α7一ど尭7｛1＋R21R23〆4｝溜＋（R21R23）2召一2α》一ガ2鯉＋・…　｝〕

　　　　　　　　×θ｝α（4｝2∫）一ゴた（4－2」）y露，、（」r，！）

　　　　　　　一〔R12＋吾髭畿⊇糊召一）一・叢）y露，1（切

　　　　　　　＝他一α（4－2↓》一耀一2必）y露，1（∬，の　　　　　　　　　　　（31〉

と表される。ただし，（6）式を用いた。

同様にして，M，C，Nで反射して，3度目，4度目，・
　　　y露，3（必，」）＝R、。召一2α諾一f2町z露，2（必，！）

　　　　　　　＝ノ～loR6一α4一薦γ餐，1（必，！），

　　　y露，4（認，ガ）一他一α（4｝2工圃4一2諾）理，3（必，！）

　　　　　　　ヌR1。R2召一2α（4一諾）一ガ2た（4一ぼ）γ露，1（∬，ず），

　　　γ露．5（認，！）＝R、。θ一2α∫一ゴ2舵y露，4（必，！）

　　　　　　　一瑞R22－2爾2町／露，1（∬，！），

　　　y露，6（必，オ）＝彪一α（4－2ヱ）一漉（4－2諾）｝7露，5（必，ご）

　　　　　　　　一瑞ノ～3〆（34－2∬）一ごた（34－2∬）γ露，1（灘，オ）

　　　●　　●　　●　　●

と表すことができる。

奇数番目の波の重ね合わせは，（30），（32）と（訓）式から

・にXに到着している波は，

（32）

（33）

（訓）

（35）

　　　y露，。dd（必，」）一｛1＋R1・Rε一α繍4＋（R1。R）2ε一2α4｝ご2尭4＋・…　｝r露，1（必，オ）

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ニ1－R1。Rθ一一γ鐸・1（切　　　　　　　
（36）

となり，また，偶数番目の波の重ね合わせは，（31），（33）と（35）式から

　　　環，θ∂εη（∬，！）一｛1＋Rl。R〆一溜＋（R1。R）22－2α一ご2雇＋・…　｝R2一α（’一2∫）一雌『2諾）y露，1（灘，！）
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　　　　　　　　Rc｝α（ぞ一2劣）一漉（4－2ヱ）

　　　　　　　r－Rl。R2一α一溜γ露・1（切　　　　　　　（3わ

と表される。

その結果，磁石の位置で発生し，右へ進行している波の合成波躍（灘，！）は，（36）式と（37）式か

ら

　　　　　　　1＋R6一α（4－2エ）一漉（4－2∬）
　　　躍（記・！）＝1－Rl。R召一一y露・1（切　　・　　　’（3⑳

と表すことができる。

　次に，磁石の位置で発生し左へ進行していった波について考察しよう。

右へ進行する場合と同じようにして，第η度目にXに到着している波理，．（必，！）は，

　　　理，、（τ，！〉＝Rl。z46一α（エ＋d）＋ぎ｛ωε一た（↓＋d）｝，　　　　　　　　　　　㈲

　　　理，2（エ，‘）＝R、2召一α（4－2エ）一抜（4－2¢）y2，1（必，渉）

　　　　　　　＋712R237》、〆（1『2－）一α踊（∫一2ど）一静γ2，、（必，ご）

　　　　　　　＋7、2R23R2、R237ン、〆（4『2∫）一2姫耀｝2諾）一2た7y2，、（必，∫）

　　　　　　　＋7㌃2（R231～21〉2R237ン1召一α（4－2エ）一3αF4一漉（4－2必）一3た’4y2，1（コr，」）

　　　　　　　＋・・…　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4①
　　　　　　　ニR召一α（4－2↓）一漉（4－2エ）yP2。1（必，渉），

　　　γ2，3（∬，！）＝R、。6－2借徽｝！2，2（∬，！）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（41）
　　　　　　　ニRloR召一α飼解y2，1（必，！），

　　　γ乞4（即，！）一Rε一α（働）一繭（4－2竃〉理3（」σ，」）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＠2）　　　　　　　＝R、。1ぞ22－2α（団一ご2尭（包）理，1（ω，！），

　　　γ2，5（」じ，渉）ニR1。R6－2α∫『ゴ2舷理，4（諾，オ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q3）　　　　　　　＝R丑。R2θ一2α4一ご2た4y2，1（」じ，渉），

　　　y2，6（必，≠）＝R召一α（4－2必）一ごん（4－2諾）y2，5（必，！）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q4）　　　　　　　＝R丑。R3召一α（34－2諾）一読（34－2エ）γ2．1（諾，」），

　　　　　　　●　　●　　●　　●

と表される。

　これらの式を用いて，奇数番目の波の重ね合わせと，偶数番目の波の重ね合わせのおの

おのの合成波は，

　　　y2，。dd（諾，渉）＝｛1＋R1。地一α4一齪＋（R、。R）2ε一2粥2尭’＋・…　｝｝／2，1（必，∫）

　　　　　　　一Rl。Rま一毘1（記，！）・　　　　畠　　㈲

　　　理εかεη（詔，云）＝｛1＋Rl。R〆瑠＋（尺1。R）2召一2爾2雇＋・…　｝1～ε一σ（’一21｝却一2ぼγ理1（」r，ゴ）

　　　　　　　　地一α（4｝2諾）一ごた（4『2ぼ）

　　　　　　　r－R1。Rθ一一y2・1（切　　　　　　　㈲
となる。

その結果，磁石のところから左へ進行していった波の合成波理（記，渉）は，㈲式と㈲式から

　　　　　　　1＋Re一α（4－2記）一ご尭（4－2∬）
　　　理（必，∫）＝1　　　　　　γ且1（灘，！）．　　　　　　　　　（47）
　　　　　　　　1－RloR6一”｝溜

と表すことができる。

（3④式と（47）式から，DとCの問のXにおける振動の変位γβ（』じ，！）は
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　　　　　　　1＋他一α（4－2ぎ）一i尭（4－2エ）
　　　yB（婦）＝1＿R1。Rθ一α一溜｛y餐・1（」P・≠〉＋y2・1（」じ，渉）｝

と表される。

この式に，（26），（30）と（39）式を用いると

　　　y8（必，！）＝∠46覗＋ゴ（ω‘〕舷）（召44＋配一θ一αd一ど勘d）

　　　　　　　　（1－R12召一α堀盈’4）＋（1～12一召一α蜜一fん’う召一α（4－2諾）一躍一2エ）｝

　　　　　　　×　　　　　　　　　1＋Rl2召一α勲4一ノ～12θ一α4｝ゴ鯉一8一α4『ご勘4一α4一∫鯉

となり，さらに二，三の計算の結果

　　　yPB（記，！）＝214θごωεsinh｛（‘z十ゑ々）ゴ｝

　　　　　　　×〔sinh｛α（！／2一必）十‘z’1／2十漉（！／2一必）十魏’！／2｝

　　　　　　　十R12sinh｛一α（4／2一詔）十α’1／2一魏（’／2一エ）十漉〆1／2｝

　　　　　　　×1／〔sinhl（α＋の’／2＋づ（々＋々〆）〃2－1～12sinh｛（召一α’）！／2＋漁一々’）1／2｝〕

と表すことができる、。

（48）

＠9）

（駒）

C．2／2≦x≦2の場合の弦の振動変位

　ここでは，2種の弦の結合点と右の弦の右端の間にある位置の振動について考察する。

まず，磁石の位置で発生した波が右へ進行して，はじめてXに到着している波yβ，、（必，渉）

を考えるため
　　　γβ，。（必，！）一ハθ一α（〃2－4）一4（↓一412）＋ど｛ω‘一砲2－d）一た’（↓一412）　　　　　　（5D

を導入すると，yβ，、（」じ，ご）は

　　　yβ，、（灘，渉〉＝712r露，。（¢，！）

　　　　　　　＋ノ～12∫～1。7、2θ一姻解y£，。（3じ，≠〉

　　　　　　　＋（R121～1。）27、2θ一2媚2解γβ，。（躍，！）

　　　　　　　＋（Rl21～、。）37、22－3伽一f3鯉yβ，。（必，オ〉

　　　　　　　十・…
　　　　　　　＝｛1＋R121ぞ、。〇一磁一溜＋（R12R、。）26－2磁一ゴ2為4＋・…　｝T12γβ，。（灘，オ）

　　　　　　　　　　7i2　　　　　　　r－R12R1。召一一「露・D（劣・≠）　　　　　　　（52〉

と表される。この級数が収束することは付録Aに示す。

　また，2度目にXに到着している波yβ，2（必，！）は，

　　　yβ，2（諾，ご）ニR236－2α’（4一∬）一’2h’（4一諾）γβ，1（灘，！）　　　　　　　　　　（53）

と表され，3度目にXに到着している波γβ，3（」r，！〉は

　　　γβ，3（」じ，ご）一1で2、召一αF（2エィ》一漁’（2エーのγ露，2（灘，‘）

　　　　　　　＋匹1Rl。Z〆伽一’）一徽一’）一粥解｛1＋Rl。R12〆欄＋（R1。Rl2）2ε一2歯2辱・…　｝

　　　　　　　一2一一一一｛R21＋離1驚鋤γβ，劒

　　　　　　　＝R23Sε一α踊厘£．、（」じ，渉）　　　　　　　　　　　　（襲〉

と表すことができる。ただし，Sは

　　　　　　　乃1R、。T12召一躍一齪
　　　S＝R21＋1＿Rl。R12召一一，　　　　　　　　　　（5励
と定義した。
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　同様にして，4度目，5度目，6度目にXに到着している波は，それぞれ，

　　　yβ・4（∬・’）こR23召　」）二　諾）yβ・3（必・！）　　　　　　（弱）
　　　　　　　＝賄S〆’（34－2∫H禽7（34－2エ）環，1（必，’〉，

　　　蹄，5（」じ，！）一S〆’（2ヱー4Hだ（2工一4）環，4（必，♂〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（57）
　　　　　　　＝R塗3S2ε一2召7一ゴ2海聖露，1（灘，！），

　　　yβ，6（諾，渉）一R23ε一24（醐一ご2た’（∫一のrβ，5（」じ，！）

　　　　　　　＝R彦3S2θ一α2（24調一伽て24『」）yFβ，1（コρ，渉）　　　　　　　　　（5④

　　　　　　　●　　●　　●　　●

と表される。

　（馴）式から（58）式を用いて，奇数番目と偶数番目の各合成波は，それぞれ，

　　　y多，。dd（認，渉）一11＋R23Sc一αF酬4＋（R23S）2召｝2αマーf2ん『4＋・…　｝yβ，1（諾，！）

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　ニ1－R23S2一α2－fん4「β・1（」σ，≠）・　　　　　　　（5⑦

　　　yβ，。pθη（必，渉）＝R23e－2α『（矧｝灘一必）｛1＋R23Scイ酬ぞ＋（R23S）2ε一2α7－f2鯉＋・・｝γ£，1（3r，渉）

　　　　　　　　R236－2α’（4一諾トゴ2ん戸（4一工）
　　　　　　　＝1－R23sε一α4一ゴ鯉「β・1（」じ・！）　　　　　　㈹

となる。これらの級数が収束することは付録Bに示す。

　（59）式と（60）式から，磁石の位置で発生し，右へ進行していった波をすべて重ね合わせた合

成波蹄（必，！）は

　　　漁，渉）一1＋響髭1欝叢警）yβ，・（切　　　　　 ㈹

と表される。

　次に，磁石の位置で発生した波が左へ進行していった波について考察する。まず始めに

はじめてXに到着している波r2，1（∬，≠）を考えるため

　　　72，。（諾，」）＝且〆（”2瑚『雄一∫ノ2）＋∫｛ωψ一ゐ（”2＋4）｝海’（必一412）｝　　　　　　　　（62）

を用いると

　　　y2，1（認，渉）＝Rl。T12y2，。（必，渉〉

　　　　　　　＋R1。R、21～1。7玉2ε耀一漉4y2，。（認，∫）

　　　　　　　＋（Rl。R、2）2Rl。712召一2α4一濯y2，。（」じ，渉）

　　　　　　　十・…
　　　　　　　＝｛1＋Rl2R1・c一αぞ一漁4＋（R、2R、。）2θ一2姻2彪4＋・…　｝｝R1。7、2y£，。（詔，オ）

　　　　　　　　　R10712　　　　　　　r－R12R1。e一一γ£・（切　　　　　　　 ㈹

と表される。

　2度目にXに到着している波y£2（必，∫）は

　　　r2，2（必，！〉一R236－2α’（4　）一ご2た’（4一∬）y2，1（∬，！）　　　　　　　　　　（ゆの

となり，3度目，4度目，5度目，6度目……にXに到着している波は，それぞれ，
　　　γ2，3（詔，’）＝S〆’（2∬『4）一抜（2竃一4）γ£2（認，」）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（65）　　　　　　＝R23髭一礁溜｝〆£1（」じ，≠）

　　　y2，4（認，渉）＝R23θ『24（4　）一ご2ぬて矧y£3（必，∫）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（66）　　　　　　＝瑠3S〆（34－2∫）勲7（34－2エ）γ2，1（必，！）’
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　　　y2，5（」σ，！）一Sθ｝α1（2ど一4）一液『（2ヱーのy2，4（必，1）

　　　　　　　　一∫～身3S2ε一2αF4『ご2た7y2，1（」じ，！），

　　　y2，6（記，≠〉一R232『2α’（4r■》『激’（4一ヱ）y2，5（必，渉）

　　　　　　　　一1ぞ身3S2ε一2α’（24一必）一ご2た’（2団y「2，1（諾，渉〉

　　　　　　　　●　　●　　●　　●

となる。

奇数番目と偶数番目のおのおのの合成波は

　　　　　　　　　　　　1　　　y乞・d鵡渉）＝1ぞ23S6一α4一ご々鋤1（卯）・

　　　r£麟」じ，！）一聖叢箒灘夢）γ£1（切

となるので，㈹と（7①式ρ合成波班（∬，≠）は

　　　　　　　　1＋R236－2α戸（団『ご2丸’（4一工）
　　　漁，！）＝1－R23s召一α4－i鯉y£1（切

と表される。

（6D式と（7D式から，CとNの間のXにおける振動の変位yFC（∬，渉）は

　　　y・（婦）一1＋響器i欝叢讐｛yβ，1（∬，オ）＋γ£1（必，渉）｝

となることがわかる。

この（72）式に（5D」（52），（62），（63）式と（B－4）式を用いると

　　　γ0（必，≠）＝∠44ωピ（〆＋漏一6『αd一漉4）θ『誕12一魔一”2）一ゴ｛々”2＋雑一412）｝

　　　　　　　　×（1＋ノ～12）｛1一召一2α露（勘）｝f2だ（4一諾）｝

　　　　　　　　×1／〔1＋1～、2召一ω｝溜一ノ～122『α胴た『4一〆4『溜『グ4一ゴんF4〕

と表され，さらに計算を行うと

　　　　　　　　　　2／14ω‘sinh｛（‘z十魏）4｝（1十五～12）sinh｛4（！一詔）十魏’（／一必）｝

（67）

（68）

（69）

（70）

（7D

（72）

（73）

γo（切＝sinh｛（α＋4）！／2＋」（た＋互）！／2｝一R、、sinh｛（α一4）4／2＋ガ（々一彫〉，／2｝

（74）

と表すことができる。

　以上のA，B，Cの場合に求めた振動変位（29），（50）と（74〉式は，次の式のLに，それぞれ，

。4，β，Cを代入すると1つの式
　　　γL（必，！）＝2、46ゴω‘sinh｛（α＋魏）％｝〔sinh｛α（！／2一∂）＋4（！一”）＋貌（！／2一∂）＋魏’（！一ω）｝

　　　　　　　＋Rl2sinh｛一α（！／2一∂）＋4（！一躍）一猟！／2一∂｝＋魏〆（1一ω）｝〕　　　　（75〉

　　　　　　　×1／〔sinh｛（α＋α’）！／2＋ガ（々＋々〆）1／2－R12sinh｛（α一召〆）！／2＋ゴ（々一々’）！／2｝〕

で表される。ただし

　　　　Aの場合；％二必，∂＝4，ω＝ノ／2，

　　　　Bの場合；㍑ニ4，∂＝灘，ω＝／／2，　　　　　　　　　　　　　　　　　（76）

　　　　Cの場合；％ニ4，∂＝・！／2，ω＝灘，

と置くものとする。

　ところで

　　　sinh（み＋招）一一召ゴψ，　　　　　　　　　　（77）
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ただし

　　　　　　　　sinh14cos　B

　　　COSψ＝一・
　　　　　　　cosh　A　sin　B
　　　sinψ＝一
の関係を用いれば，（75）式は

　　　　yL（x，‘）一2A6ゴωε＋ご¢1一

（79

×〔　cosh2｛α（！／2－zノ）十‘z’（／一z〃）｝一cos2｛々（！／2一∂）十々グ（！一z〃〉｝・6即2

　　　　　　　　＋R12cosh2｛一α（〃2一∂）＋α〆（！一ω）｝一cos2｛一々（！／2一∂）＋々〆（！一ω）｝・4ψ3（79）

　　　　　　　　×1／〔　cosh2｛（‘z十‘z’）！／2｝一cos2｛（々十々’）’／2｝・εゆ4

　　　　　　　　一ノ～12　cosh2｛（α一‘z〆）！／2｝一cos2｛（々一々’）1／2｝。（9ゆ5］

と表される。

ただし，ψ1，ψ2，ψ3，ψ4とψ5は

　　　　　　　　sinh（‘zz6）cos（々z6）　　　　　　　　　　　cosh（‘zz4）sin（々z6）

　　　cosψ1＝一・sinψ1＝一・　（80）
　　　　　　　　sinh｛α（1／2－zノ）十‘z’（！一z〃）cos｛々（’／2一∂）十々’（1一ω）｝

COSψ2ニ

sinψ2ニ

cosh2｛α（！／2一∂）＋α〆（！一ω）｝一cos｛々（1／2一∂）＋々ダ（’一ω）｝

cosh｛召（’／2一∂）十‘z’（！一～o〉｝sin｛々（！／2－zノ）十々7（／一zo〉｝

cosh2｛α（！／2－zノ）十‘z〆（’一zの｝一cos｛々（！／2一∂）十々〆（！一zび）｝

sinh｛一‘z！／2一∂〉十‘z〆（1一zo〉｝cos｛一々（1／2－zノ）十々1（／一z〃）｝

（81）

COSψ3ニ

sinψ3＝

cosh2｛一α（！／2一∂）＋α’（！一ω）｝一cos｛一々（！／2一∂）＋々’（！一ω）｝’

cosh｛一‘z（！／2－zノ）十‘z〆（1一ω）｝sin｛一々（！／2－zノ）十た〆（！一z〃）｝

　　　　　　　cosh2｛一α（！／2一∂）十‘zノ（！一z〃）｝一cos｛一々（／／2一∂）十々〆（／一ω）｝，

　　　　　　　　sinh｛（ごz十‘z〆）／／2｝cos｛（々十々〆）’／2｝

　　　COSψ4＝一・　　　　　　　　cosh｛（‘z十4）／／2｝sin｛（々十々ノ）！／2｝

　　　sinψ4＝一・
　　　C・S　一・
　　　　　　　　cosh｛（‘z一‘zダ）1／2｝sin｛（々一た’）1／2｝

　　　sinψ5ニー・
と表される。

（82〉

（83）

（幽）

§3．減衰係数を無視した近似式

　複合弦の振動の式（79は，一見したところこのままでは大変複雑に感じられるので，この

式の減衰係数のαと4を0ととった極限での近似式を導くことにする。
（77〉式と（78）式から

　　　sinh（歪B）＝sin　B・εどπ12　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（85）

となることを考慮し，（79）式の実数による表示を行なうと振動の式は
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　　　蜘〉一2みsin解〔sin｛々（’／2一蠕編爆繋孟樵群（！一ω）｝〕sin（の！＋π／2）（8㊧

と表すことができる5

　これを各範囲にわけて表すと

　　　鋼）一2Asin勧〔sin雛孝脇驚舞渋辮4）＋互1／2｝〕・in（の♂＋π／2鴻

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（87）

　　　鋼一2ハsin舟4〔sin盗n結齢舞辮謂一■〉＋が1／2〕・in（ω！＋π／2L

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8④
　　　　　　　　2、4sin々4（1＋R12）sin｛々ダ（！一」r）｝
　　　〃c（切＝sin（々＋互！／2－Rl2Sin（圃！／2｝sin（ω！＋π／2芳　　　　（鋤

となり，これらの境界切＝4と必＝！／2で

　　　〃湾（4，♂）一〃8（4，渉），〃β（！／2，’）一〃c（1／2，！），　　　　　　　　働

が成立し，境界上で変位が連続していることがわかる。また，（87），（8④と（89式から振動の形

は，正弦関数で表されることがわかる。

§4」共振定常波と共振振動数のずれ

　この振動が共振を生じる条件は，⑳，（8④と（鋤式の分母の絶対値が振動数レに対して極小

になる条件であるから，次に共振振動数を求めてみることにする。これらの分母の自乗を

振動数の関数罪（ン）で表すと

　　　　四（レ）一〔sin｛（吉＋ナ）π1レ／一＆siム｛（吉一｝）π可　　　（9D

で表すことができる。

この関数罪（レ）をレで微分をおこなうと

　　　響一2〔・in｛（圭＋言〉π1レ｝一＆・in｛（吉一｝）π！レ｝〕

　　　　　　　×〔（圭＋券）π！…S｛（吉＋｝）雇レ｝〕一鴫一去）π！・C・S｛（告一う〉π！レ｝〕（9⑳

となる。その結果，極値の条件は

　　　（吉＋去〉・in｛（劣＋｝）2π！レ｝一2鴫・・in（写レ）一券・in（禦レ〉／、　（93）

　　　　　　　磁・（圭一｝〉・in｛（新去〉2π’・｝一・

と表すことができる。

　この式の第1項に比べて，第2項と第3項は小さいと考えることができるので，働式を

　　　sin｛（｝＋去〉2π！レ｝一，砦〔2鴫・sin（写レ）一券・in（禦レ）｝

　　　　　　　　　　　　　　一鴫一う〉・in｛（新去）2π4レ｝〕　　⑲勾

と表すと，W（レ）が極小になるようにするためには
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　　　（も＋｝）2π！レー2　＋α（η一・，象3……）　　　　⑲励

と近似することができる乙ただしαは悩）式の右辺を表している。

αは1より小さい値と考えられるので，㈲式の右辺のαの振動数．レには，

　　　（圭＋言）2π！レー2　（η一・，第・…・・）　　　　　㈹

で決まるレーμ。を代入するものとする。

　ここで，まず，共振の定常波について検討しよう。

定常波の振動の形を決めるために，第0近似の式⑲㊦を用いることにする。さらに具体的に

検討するためG・の弦の線密度ρとG2の弦の線密度グを1対4としよラ。波長と弦の伝

播速度は線密度と弦の張力丁とで

　　　　　　　∂一以霧び一嬬　　　 ’・ 97）

の関係があるので18）

　　　　　　　λ7＝λ／2，∂’ニ∂／2　　　　　　　　　　　　　　　　⑲8）

となり，㈹式から

　　　　　　　！　　’　！　　21　　　　　　　7＋7－7＋つrニη（η一1・乳3・●…9●）　　　　　⑲9

と導かれる。この式と（9⑳式から各々の波長は

　　　　　　　　　3！　　　3！　　　　　　　λ＝一万・π＝万（廻，2，3・●●00●●）　　　　　　（100）

となることがわかる。これはホールの観測結果と一致する1）。

　次に，共振振動数について検討しよう。

（94）式の右辺に相当するαに（100）式を代入して，それをα（η）。とすると

　　　α＠㌔一，砦〔2峠in（2π・誓）一がin（2π・穿）／一鴫一吉）・in争η一2η〉〕

　　　　　一去〔2磁｛sin（警・η）一2sin（誓・2η）｝一R髭sin（与・η）｝（η一L蹴一う（161）

と表される。最後の式の変形には（9⑳式を用いた。（101）式から明らかなように，％は1，

2，3のときだけ異った値をもち，4以降は1～3の値をサイクリックにくりかえす。

　（101）式の中のR、2の値は，次のインピーダンス18）

　　　　　　　Z1一π，Z、一》π　　　　　　　　。　　（102）
をつかって

　　　　　　　　　Zl－Z2　　　　　　　　　　　　　　　“
　　　　　　　R12＝　　＝一R21　　　　　　　　　　　　　　　（103）　　　　　　　　　Zl十Z2
と表され，ρとρノの比が1対4の場合には，1マ12＝一1／3となることが導かれる。

これらを考慮すると〆）。（η一1，2，3，……）は，’それぞれ

　　　　　　　α（・）。一一19お，α（2）。一19お，α（3）。一〇　　　　　（104）

　　　　　　　　　　　54　　　　　54
となることが導かれる。

この結果，（95）式は，倍振動の振動数は基本振動の振動数の整数倍になるという関係を示す
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㈹式を修正し，箆＝1，2，3のときの振動数レ1，レ2，レ3は，

　　　　　　　め一（・一2霧4）レ乳　（2＋2妻9華4）レL　3レP　（105）

となることが導かれ，振動数は整数倍にはならず，ずれを生じることがわかる。ここで，

レloは㈹式の基本振動の振動数である。

　ずれの値1943／（2π・54）は，ほぼ0．1であり，基本振動の振動数はレ10のときより約1割

小さくなると考えられる。この結果に対する実験との比較は，ここで取扱った条件と一致

するかどうか正確にはわからないが，ほぽ似た条件のもとでの実験1）との比較では，かなり

似た傾向を示している。実際の実験結果と定量的な比較を行うためには，ここで無視した

弦による減衰係数を正しく考慮する必要がある。これらは今後の検討課題である。

付　　録　　A

　　　lR23R21θ一α7一溜1〈1，IR23R1。6一砂溜1＜1の証明

1～23とRl。は両方とも固定端であり，一1である。R21とR12はR21＝一R、2の関係があ

り一1と1の間にあるので，上記の絶対値はつねに1より小さいことがわかる。

付　　録　　B

　　　lR、oR6｝α4一齪k1，IR23S召一42一瀧1＜1の証明

　（6）式と（55）式からRとSは，

　　　　　　　処21～237〉1〆’一耀　　　　7ン11～1。7、2召一α一溜
　　　R＝Rl2＋1－R23R216一一’・S＝R21＋1－R1。R12θ一一　　 ・　　（B・1）

と表されるが

　　　2へ2＝1十ム～12，　7〉1ニ1十酒～21，　ム～12＝一ム～21，　石～23ニム～10＝一1　　　　　　　　　　　　　　（B，2）

だから

　　　Z27ン1＝（1十ム～12）（1十石～21）＝（1十み～12）（1一ム～12）ニ1一ム～髭　　　　　　　　　　　　　　　　（B．3）

となるので

　　　　　Rl2一〆親鯉　一一R、2一召耀一i畑
　　　酒～＝　　　　　　　　　　　　　Sニ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B．4）
　　　　　1－Rl2召一α4『抜”　　1＋R、2召一躍一偬

と表される。

これらの分子の絶対値の自乗かち分母の自乗をさし引いて計算すると，

　　　｛（R12－cイ4cos舟74）2＋（一2一α蜜sln舟〆4〉2H1－Rl2ε『碑cos々〆4〉2＋（一R122イ’sin海〆の2｝

　　　　　　　ニ1著2－1十（1－1～髭）θ一碑二（1－1著2）（2－44－1）＜0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B．5）

　　　｛（Rl2一〆cos扉）2＋（一θ｝躍sin々1）2｝一｛1＋R12〆cos解）2＋（一R12〆sin解）2｝

　　　　　　　ニ1～髭一1十（1－R釜2）θ一αニ（1－Rも）（6一α一1）＜0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B．6）

となり，RとSの絶対値は1より小さいことが導かれ，上記の命題は正しいことが導かれ
る。



共鳴・共振現象の多重波理論　m 21

参　考　文　献

1）D．E。Hall：Phys．Teach．27（1989）673．

2）T．D．Rossing：Am．J．Phys．43（1975）735．

3）福山豊：物理教育，33，1（1985）19．

4）福山豊，広瀬美恵子，阿部由美子，富山哲之：物理教育，33，3（1985）220．

5）福山豊，阿部由美子，広瀬美恵子，富山哲之：物理教育，34，4（1986）237．

6）富山哲之，福山豊：長崎大教育教科教育研報，10（1986）25．

7）Y．FuKuYAMA：Int．Con五TRENDs　IN　PHYslcs　EDucATloN　Proceedings　Part　II（1986）121。

8）福山豊，富山哲之，川里祥之：物理教育，35，4（1987）248．

9）福山豊：長崎大教育自然研報，39（1988）21．

10）富山哲之，福山豊：物理教育，36，2（1988）95．

11）福山豊，富山哲之，森山一夫：物理教育，36，4（1988）389．

12）福山豊：長崎大教育自然研報，40（1989）13．

13）福山豊，中島克彦：長崎大教育教科教育研報，13（1989）11．

14）福山豊，森田まゆみ：長崎大教育教科教育研報，13（1989）35．

15）福山豊，森田まゆみ：物理教育，37，3（1989）200．

16）福山豊，中島克彦：物理教育，38，1（1990）17．

17）福山豊，阿比留慎一：長崎大教育教科教育研報，15（1990）1．

18）有山正孝：振動・波動（裳華房，1960）．


