
長崎大学教育学部自然科学研究報告　第40号13～24（1989）

共鳴・共振現象の多重波理論II

-両端を固定した弦の強制振動-

福　　山　　　　　豊

長崎大学教育学部物理学教室

（昭和63年10月31日受理）

MultipleWaveTheoryofResonancePhenomenaII

Yutaka FUKUYAMA

Department ofPhysics，Facu】ty ofEducation

NagasakiUniversity，Nagasaki，Japan

（ReceivedOct．31，1988）

Abstract

The resonance Phenomena of a stretchedstring are considered．The stretched

Stringarefixedatbothends．Somefrequenciesofana－CVOltageareappliedtoboth

endsofthestring．Inthiscasethestringarevibratedbyamagnet．Expressionsofthe

Vibrationinthestretchedstringareobtainedfromthefactthatthewavemotioninthe

Stringisrepresentedtobeasuperpositionofallwavesreflectedatbothends．

§1．は　じ　め　に

著者らは，すでに，初等物理学の学習課程でよくとりあっかわれる共鳴・共振現象の問

題点を指摘し，それらを解決するために共鳴・共振現象の理論式を発展させ，実験との比

較をおこなってきた1）～9）。特に弦の振動については，弦の一端に滑車をかいしておもりをさ

げ，他端を電磁音叉に固定し振動させたときの強制振動について，理論の検討ならびに実

験結果とめ比較をおこなった3）。その結果，多重波による理論は，この共振現象を大変よく

記述していることがわかった。

そこで，本報では，弦の共振としてよくとりあっかわれるもう一つの実験，すなわち，

弦の両端を固定し，その両端に交流電流を流し，弦の途中に弦をまたがるように磁石を置

き，それによって弦の振動を励起させる共振の実験をとりあげ，多重波による理論を展開
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した。この理論による弦の振動を表す式は，波の減衰の効果を示す係数を零とすると，レ

イリーが求めた式となることが導ける。このことからも，多重波による弦の振動の式は，

レイリーの式を拡張したより一般的な式を表現していることがわかった。

　§2では，ここでの理論でとりあつかう実験の概要を，§3では，この実験による弦の振

動を，多重波によって表現する。§4と§5は，§3での多重波の具体的な計算をおこない，

弦のこのときの振動の式を導きだす。§6は，これらの式でもちいた減衰係数を零としたと

きにレイリーの式が導かれることを示す。

§2．実験装置

　右の図に示すように，弦としたエナメル
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U型磁石　　エナ刈レ線　スタンド
線の一方をスタンドで固定し，他方は滑車

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Nにかけて，その先端におもりをつるす。ス

タンドと滑車の途中に，エナメル線をまた　　　　　　　　　　　　　　　　　7
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オシレーターいでU型磁石を置く。エナメル線の両端に　　　　　　　，切＿アンプ

は・オシレーターで発生させ・パワヲンお　　　岱
プで増幅させた交流電流を流すと，電流の　も
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り向きと磁界の向きとに直角方向にエナメル

線に力を受け振動を生じる1・）一12）。　　　　　　　　　　　図1・実験装置図

　オシレーターを低い周波数から高い周波

数へと少しずつ変化させると，ある周波数ゐで大きい振動を生じる。このときの波の形

は，両端が節で中央が腹となった定常波である。さらに周波数を大きくすると，ほぽゐの

2倍の周波数でも大きな振動が生じる。このときは両端と中央が節である定常波となって

いる。一般にあの％（盟は自然数）倍の周波数でも大きな振動が励起され，両端が節で，

η個の腹をもつ定常波となる。このとき弦は共振しているという。

§3．弦の変位の多重波表示

　両端を固定した長さ／の弦の左の端を座標の原点と　’

してとり，それよりゴだけ離れた点に磁石を固定して　・　x　d　　　　　　　g

いるものとする。このとき弦の両端に交流電流を流し，　　　　　（a）

励起された弦の振動のようすを調べよう。弦上の位置

必が磁石の位置4より左にあるか右にあるかにより振

動の表現がことなるので以後はこれらを別々に考察す　o　　　　d　　x　　　9

る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（b）

　磁石のところで発生した弦上の波の振幅をハ，角振　　　　図2．弦の座標表示

動数をの，弦を伝わる波の速さを∂で表す。また両端（固定端）で反射された波は，一度

反射されるごとにπだけ位相が変化する。また，波は伝播する距離を3とすると，振幅は
ε一αs 小さくなるものとした。ここでαは減衰係数である。
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A．0≦x≦dの弦の変位
　時刻！のとき弦上必の位置での変位〆（∬，！）は，磁石の位置で発生して右へ伝播する波

〃β（必，！）と左へ伝播する波〃君（諾，≠）との合成で表示できる。これらの波を求めてみよう。

　まず右へ伝播していく波は

“器（∬，オ）＝ノ4〆（24“d）sin〔ω｛！一（2’一必一ゴ）／∂｝＋π〕

　　　　十146一α（24＋∬一d）sin〔ω｛！一（2！十諾一4）／zノ｝十2π〕

　　　　十ノ4ε一α（44－」「一d》sin〔の｛！一（4！一必一ゴ）／zノ｝十3π〕

　　　　十／1召一α（44＋必一d）sin〔ω｛！一（4！十認一ゴ）／zノ｝十4π〕

　　　　十／1ε一¢（64一諾一4）sin〔ω｛≠一（6／一」じ一〇r）／zノ｝十5π〕

　　　　十・…

（1）

と表すことができる。

　この式の右辺第1項は，ゴのところで発生した波が右へ進行し，右の端で1度反射され

∬に到着した波，第2項は，さらに左の端でもう1度反射されてまた諾に到着した波であ

る。以下同様にして，弦の両端でつぎつぎと，さらに1度ずつ反射されて姐こ到着した波

を表している。

　つぎに，左へ伝播していく波は

9君（∬，オ〉＝！4θ一α（4一必）sin〔ω｛≠一（4一諾）／Zノ｝〕

　　　　＋A召一砲周sin〔ω｛卜（4＋必）／∂｝＋π〕

　　　　十／16一奴2’＋d一切sin〔の｛云一（24十〇r一灘）／zノ｝十2π〕

　　　　十ノ4召一α（24＋4＋必）sin〔の｛オー（2’十〇r十必）／zノ｝十3π〕

　　　　十！4召一α（44＋d一∬）sin〔の｛！一（4’十〇1一諾）／zノ｝十4π〕

　　　　十・…

（2）

と表すことができる。

　この式の右辺第1項は，4のところで発生し左へ伝播して必に到着した波，第2項は，

弦の左端で1回反射されて必のところに到着した波である。以下の項も同様にして弦の両

端でつぎつぎと反射されて即に到着した波である。

　この場合の弦の振動による変位は，（1）式と（2）式の合成

〆（認，渉）＝媚（諾，！）十謬（劣，∫） （3）

で記述できる。

B．d≦x≦4の弦の変位

　∬の位置が磁石の位置よりも右にある場合も同様に考察することができる。時刻≠のと

き∬の位置での弦の変位g8（必，渉）は磁石のところで発生し右へ伝播する波gβ（灘，渉）と左

へ伝播する波謬（認，ガ）の合成

〃8（詔，！〉二耀（∬，♂）十謬（∬，つ （4）

で記述できる。
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右へ伝播する波は

〃β（必，オ）＝∠46一α（必一d）sin〔ω｛渉一（必一ゴ〉／∂｝〕

　　　　十ノ46一α（24一諾一d）sin〔の｛渉一（2！一必一〇r）／zノ｝十π〕

　　　　十ノ生2一α（24＋ヱ｝ゴ）sin〔ω｛！一（2！十必一4）／zノ｝十2π〕

　　　　十／16一α（44一諾一d）sin〔の｛！一（4！一即一〇r）／∂｝十3π〕

　　　　＋。舶一α（44＋諾一d）sin〔の｛！一（4／＋必一4）／∂｝＋4π〕

　　　　十・…

（5）

と表される。

　また，左へ伝播する波は

“施，！）一。46一α（堀）sin〔ω｛！一（∬＋4）／∂｝＋π〕

　　　　＋ノ4召『α（2鱈＋d）sin〔ω｛！一（2！一諾＋4）／∂｝＋2π〕

　　　　十／1（9一α（24＋τ＋4）sin〔の｛」一（2！十必十ゴ）／∂｝十3π〕

　　　　＋z4召一α（4包＋d〉sin〔ω｛！一（4！一必＋ゴ）／∂｝＋4π〕

　　　　十ノ1ε一α（44＋諾＋d）sin〔の｛！一（4！十即十4）／∂｝十5π〕

　　　　十・…　　一

（6）

と表される。

各項の物理的意味はAの場合と同じように解釈できる。

つぎに，これら（1），（2），（5）と（6）式を具体的に計算する。

§4．多重波の計算（Aの場合）

まず（1）式で表される媚（劣，渉）を考察する。この式を複素数で表示し，これを瑠（認，渉〉

とすると，〃β（∬，渉）は

　　　　　　　躍（必，！）＝Im〔理（劣，渉）〕　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

で表される。

　ここで波数々ニω／∂を用いると，蹄（詔，！〉は

躍（必，渉）ニー廊一α（24一』『『ご）＋ガ｛ω‘一た（24一諾一d）｝＋み〆24＋諾一d）＋ゴ｛ω’一ん（24＋∬一d）1

　　　　－z46一α（4勘一d）＋’瞬一々（44＋ご）｝＋1勉一α（4鷹一d）璃ω柚（婚屈）｝

　　　　ッ舷一α（6包一d）＋i｛ωトん（64＋の｝＋・…

（8）

となる。

　これらは，左へ進行する波を表す奇数項と右へ進行する波を表す偶数項とに別けること、

ができる。奇数項の和を｝慣，。dd（必，渉），偶数項の和を｝碓，．．，．（必，！）とすると，これらは等

比級数の形にかき表すことができる。瑠，。菰必，！）と｝唆，、．、．（即，渉）は，おのおの

　　　瑠，。dd（」じ，渉）＝一ノ4ε一α（2’“d）＋“ωε一た（2’一∬一d）｝｛1＋ε一2酷ぎ2耀＋ε一4磁｝測＋・…　｝
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　　　　　　　　　　　　一z4θ一α（24－」一ご1綴ωご一た（㍗↓一ご”

　　　　　　　　　　　＝　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　（9）　　　　　　　　　　　　　　　　1一召『2α一ガ2解

　　　瑠，θ∂¢η（諾，∂＝z46一α（24＋工一ご）＋ご｛ωご一た（㍑一の｝｛1＋6－2め2層＋6－4醐4雇＋・・一｝

　　　　　　　　　　∠46一α（24＋屈）＋ゴ｛ω‘一た（2’＋ヱーd）｝

　　　　　　　　　ニ　　　ー2α一ゴ2層　　　　　　　　　　　　　　（10）
　　　　　　　　　　　　　1一θ

と表される。

　っぎに，（2）式の複素数表示を理（必，！）とすると

　　　　　　　　　9撫，渉）ニlm〔理（」r，！）〕　　　　　　　　　　　（11）

の関係となり

　　　理（認，渉）一z4θ一α（ご一τ圃ω撤（ご謝一！1召一α（鋼＋ガ｛ω亡｝た（d剛

　　　　　　　　＋∠46一α（2’＋d一ヱ）＋f｛ωε一た（24＋4－」P〉｝一∠4〆2’＋d＋∫）＋剃一腰＋d＋∬〉｝　　　　（12）

　　　　　　　　＋z4ε一α（研d一τ）＋ご似一た（4配周L・…

で表される。奇数項の和と偶数項の和を，おのおの，｝砥。d〆∬，！）と理，、．・．（∬，！）とする

と

　　　理。dd（」じ，≠〉＝∠4〆d一∫）＋∫｛ω儲（d一」じ）l／1＋〆σ一灘＋〆α｝濯＋・…　｝

　　　　　　　　　　14ε一α（d一諾）＋ご｛ω‘一均（d一諾）｝

　　　　　　　　　ニ　1一θ一2妃・　　　　　　　　　（13）

　　　理eびεπ（』r，の＝一∠4ε『α（d＋ヱ）＋綱一た（d＋諾）｝｛1＋〆磁一伽＋召一4α一灘＋・…　｝

　　　　　　　　　　一ノ46一曜鋤＋ゴ回一姻＋崩

　　　　　　　　　二　1一ε一2鯉　・　　　　　　　　（14）

となる。

　付録で求めた公式（A．5）を用いると（9），（10），（13）と（14）の各式は容易に計

算でき，その結果g＾（必，渉）は

　　　幽）一論・G・　　　　（・5）
　　　　　　　　　G＝一ε一α（24一ヱー4）sin｛α彦一身（2／一劣一〇r）一ψ｝

　　　　　　　　　　　十ε一α（24＋必一d）sin｛ω！一々（2／十」じ一4）一ψ｝　　　　　　　　　　　（16）

　　　　　　　　　　　＋召一α（面）sin伽一h（ゴー諾）一ψ｝

　　　　　　　　　　　一6一α（d＋劣）sin｛α♪！一々（0『十Jr）一ψ｝

となる。

　ただし，ここで位相ψは，（A．4）式から

　　　　　　　　　　　　　　6－2α’s量n2膨
　　　　　　　　　tanψニ1－6－2α4c。s2々／　　　　　　　　（17）

で定義される。
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ここで（16）式の右辺の第1項Olと第3項03は左へ進行する波を表しており

Gl十G3＝一（ブα（24一かd）sin｛ωオー々（2！一諾一4）一ψ｝

　　　＋ε一α（4一∫）sin｛ω≠一々（4一∬）一ψ｝

　　ニε一α（4－x》〔一2一α（4－d）sinlω！一々（’一必）一9一々（1一4）｝

　　　　　　＋εα（矧sin｛碗一々（1一必）一ψ＋々（ヂ4）｝〕

　　ニ6一α（4－x）〔一ε一α（4一の｛sin｛ω渉一々（！一必）一ψ｝・COS々（1一4）

　　　　　　　　　　一cos｛α一々（4一必）一ψ｝・sin々（’一4）｝　　　　（18）

　　　　　　＋θα（4－d》｛sin傾一々（！一必）一ψ｝・COS々（4－4）

　　　　　　　　　　＋COS｛碗一h（’一必）一ψ｝・sin々（1一4）｝〕

　　一〇一α（4　∫》〔COS々（／一4）16α（4－6）一6一α（矧｝sin｛ω！一々（／一∬）一ψ｝

　　　　　　＋sin々（！一ゴ）｛2α（4－d）＋ε騨α（4一の｝COS｛のト々（’一ヱ）一ψ｝〕

　　一ε一α（団一・sln｛ωトた（1一必）一9＋ψ（！一4）｝

となる。

ただし，Xを定数または変数式としてψ（X）は

c・sψ（X〉一
・

sinψ（X）一 （19）

で定義される位相定数または関数である。

　っぎに，（16）式の右辺の第2項02と第4項04は右へ進行する波を表しており，

（18）式と同様にして合成することができ

G2十G：4二召一α（24＋劣一d）sin｛ω渉一々（2／十即一4）一ψ｝

　　　　一6一α（d瑚sin｛碗一々（ゴ＋必）一ψ｝

　　　一一〆（4＋」「）〔一θ一α（4－d）sin｛碗一々（／＋記）一ψ一た（1一4）｝

　　　　　　　　＋〆一d）sin＠一々（！＋灘）一ψ＋々（／一ゴ）｝〕

　　　ニーθ一α（鋼〔一6一α（4－d）｛sin｛ω！一々（！＋諾〉一ψ｝COSた（／一ゴ）

　　　　　　　　　　　　一cos｛の！一々（！十認）一ψ｝sin々（1一4）｝　　　　（2　0）

　　　　　　　　＋6α（矧｛sin｛ω卜々（！＋必）一9｝COS々（／一ゴ）

　　　　　　　　　　　　＋COS｛ω渉一々（1＋∬）一ψ｝sin々（！一ゴ）｝〕

　　　一一〆（4＋諾）〔COS々（！一4）（θα（4－dLε一α（4－d））sin｛ω卜海（！＋必）一ψ｝

　　　　　　　　十sin々（！一4）（6α（4一の十6一α（4－d））COS｛ω渉一々（！十∬）一ψ｝〕

　　　＝一6一α（4＋∬）》一
　　　　　　　　・sin｛の！一々（／＋必）一ψ＋ψ（！一4）｝

となる。

　（16）式Gは，（18）式と（20）式を加え合わせて求められ

6：＝ε一磁一
（21）
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　　　　　　　　×〔ε飢sin｛α♪≠一解一ψ十9：）（！一4）十勧｝

　　　　　　　　　一ε一α諾sin回一雇一ψ＋ψ（！一ゴ）一肋｝〕

となる。

　この式の〔〕の中をGTとして計算をおこなうと

　　　GT＝〆∫｛sin（ω！一雇一ψ十ψ（！一4））・cos々¢

　　　　　　　十cos（ω！一膨一9）十ψ（’一4））。sin勧｝

　　　　　一ε一α諾｛sin（ω渉一た！一9＋ψ（1一4））・COS勧

　　　　　　　一cOS（碗一扉一ψ＋ψ（／一4））・sin肋｝

　　　　＝｛（召αし6｝砒）COS勧・sin（ω！一々！一ψ＋ψ（！一4））｝

　　　　　十｛（召砿十θ一礁）sin肋・COS（ωご一々1一ψ十ψ（！一4））｝

　　　　一一・sin｛の渉一々！一ψ＋ψ（／一ゴ）＋ψ（諾）｝

となる。

以上の計算の結果，gA（ぼ，！）は，（15），（21），（22）の各式を用いて

（22）

19

　　　　　　　　　　　cosh2‘z！一〇r－cos2々！一ゴ　　cosh2‘z即一cos2勧
　　　“A（必，云）＝⑫4　　　　　　　　　　　　　　　　（23）　　　　　　　　　　　　　　　　　　cosh2α！一cos2ん！

　　　　　　　×sin｛碗一解一ψ＋ψ（！一4）＋ψ（諾）｝

となる。

　ψ（！一4）とψ（灘）は（19）の式のXに！一4と∬を代入した式で決まる定数と関数であ

る。

　　　　　　　　　　　§5．多重波の計算（Bの場合）

　つぎに』〃β（諾，≠）とgだ（認，オ）を計算するために，これらの式の複素数表示を，それぞれ，

y訳灘，1）と理（即，！）とすると

　　　　　　　　罐（認，1）ニIm〔躍（∬，オ）〕，〃浮（∬，！）ニIm〔距（∬，！）〕　　　　　　（24）

が成立する。

　（5）式から躍（必，’）は

　　　躍（必，！）＝ノ勉畷必一の＋ど｛ω柚（ぼ一d）｝一z舶一α（2何司＋f｛ωトた（2包｝d）｝

　　　　　　　＋ノ1ε『α（24＋」「一d）＋ガ｛ωオーん（2’＋諾一のL∠42『α（4凹一d）＋f｛ωε一ん（4酊一d》｝　　（25）

　　　　　　　＋∠4．θ一α（44＋かd）績ω置一た（44＋かd）｝一・…

と表される。

　この式の奇数項の和と偶数項の和を，それぞれ｝僑，。dd（必，∂と｝／露，，，，．（必，∂とすると

　　　γ露，。dd（必，’）一∠46一α（エ『4）＋ガ｛ωε一ぬ（岡｝｛1＋6』2耐2々4＋8－4伽4商4＋・…　｝

　　　　　　　　　z4召一α（諾一d）＋f｛ωε一魔一d）｝

　　　　　　　　一　　　一㍑一i簾　 ，　　　　　　　　　　　　（26〉　　　　　　　　　　　1－6
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γ露，¢∂θη（必，！）一rA2一α（2’一」一ご）＋f｛ω‘一た（2勘一d）｝｛1＋6－2α’一ガ2々4＋ε一4磁一’4た4＋・…　｝

　　　　　　　一∠4θ一α（24一屈）＋ご｛ω卜鳶（2’一諾一d）｝

　　　　　　ニ　　　　ー2α4－i2雇　　　　　　　　　　　　（27）
　　　　　　　　　　1－6

となる。

他方，y7（詔，！）は（6）式から

理（必，！）一一．Aθ一α（」「＋疎｛ω‘一た（ぼ＋d）｝＋．Ac一α（2何瑚＋綱一た（2凹＋d）｝

　　　　一14θ一α（24轄＋d〉績ω‘一海（24＋諾＋d）｝＋z4ε一α（444＋dMω柚（44一∫＋4）｝

　　　　一ハθ一σ（4偏＋d）璃ω‘一た（4配＋4）｝＋・…

（28）

と表現できる。

　この式の奇数項の和｝眉，。畝詔，渉）と偶数項の和理，，．，．（必，ピ）は，それぞれ

y2，。dご（記，オ）一一∠4〆（諾＋4）＋1｛ω‘一た（諾＋d）｝｛1＋6－2α4一’2々4＋6－4α4一醐＋・…　｝

　　　　　　一Aε一礁＋の＋ゴ観一雄＋d）｝

　　　　　ニ　1－6－2一解　・　　　　　　　（29）

72，ε∂εη（必，ご）＝14〆（2傭＋d）＋ゆご一々（2包＋4）｝｛1＋ε一2αFガ2た4＋¢『4α4｝測＋・…　｝

　　　　　　　∠4ε一α（2包＋d）＋f｛ω‘一た（2卿＋d）｝

　　　　　＝　1－6－2磁一ガ2禽’　　　　　　　　（30）

となる。

　gB（認，！）は（26），（27），（29）と（30）の各式から（A．4）式と（A．5）式を用い

て計算でき

　　　　　　　　　　ぴ
〃8（切一 ・私

　　　　H＝6一α（」「一d）sin｛ω卜々（必一ゴ）一ψ｝

　　　　　　一ε一α（24一工一d）sin｛（oJ一々（2／一詔一〇r）一ψ｝

　　　　　　一ε一α（諾＋d）sin回一々（必＋4）一ψ｝

　　　　　　十ε一α（24一諾＋d）sin｛ω渉一々（2／一諾十4）一ψ｝

（31）

（32）

となる。

　（32）式の第1項H1と第3項島の和と，第2項島と第4項私の和は，それぞれ，

H1十島＝6一α（∬一のsin｛αノ渉一々（必一〇～）一ψ｝

　　　　一ε一α（粥）sin｛ω卜々（∬＋ゴ）マ｝

　　　＝6一α」じ〔θαd　sin｛（0渉一冷∬一ψ十々4｝一θ一αd　sin｛（Z♪渉一肋一ψ一々ゴ｝〕

　　　一ε一α∬〔6αdlSin（ω卜勧一ψ）・COS々4＋COS（副一勧一ψ〉・Sin々ゴ｝

　　　　　　一ε一磁｛sin（研一勧一ψ）・cos々ご一cos（厩一勧一ψ）・sin々4｝〕　（33）

　　　一〆諾〔COS々4（εαd一ε一αd）sin（ω卜勧一ψ）

　　　　　　＋sin々ゴ（〆＋8一αd）COS（ω渉一勧一ψ）

　　　一召『α劣一・sin／ω卜勧一ψ＋ψ（4）｝，

島十E4＝一θ一α（24一諾一d）sin｛ω！一々（2／一必一4）一ψ｝
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　十θ一α（24｝諾＋d）sin｛ω∫一々（2／一詔十〇1）一9｝

二一
一α（2’耀）〔召αd　sin｛ω渉一々（21一詔）一ψ十々4｝

　　　　　一2一α4sin｛ωオー々（2／一必）一ψ一々4｝〕

＝一
（24一』『）〔6αd／sinlω！一々（2／一諾）一ψ｝・cos々4

　　　　　　　＋cos｛ω！一々（2／一必）一ψ｝・sin々4｝

　　　　　一6一αd｛sin｛ω渉一々（2／一諾）一ψ｝・cos々01

　　　　　　　－cos｛ω！一々（2／一必〉一ψ｝・sin々ゴ｝〕

＝一 一α（24｝』「）一・sin｛碗一々（2！一灘）一ψ＋ψ（4）｝

（34）

と表される。

　（33）式と（34）式を加え合わせると（32）式は

Hニ6一磁一　　　　　　　×〔εα（4一∬〉sin｛ω！一解一ψ＋ψ（ゴ）＋々（／一」じ）｝

　　　　　　　一〆（団sin｛ω！一解一ψ＋ψ（4）一々（！ゴ）｝〕

（35）

と表される。

　（35）式の〔 〕の中をHTとして計算すると

HTニεα（’一κ）｛COS々（’一諾）・sin（ω≠一扉一ψ十ψ（4〉）十Sin々（！一諾〉・cOS（αノ渉一解一ψ十ψ（4）〉｝

　　一θ一α（団｛COSん（／一諾）・sin（ωオー解一ψ＋卯（4〉〉

　　　　　　一sin々（／一必〉・COS（ω！一扉一ψ＋ψ（4〉）｝

　＝｛（〆司一〆4一のcos々（！一諾）・sin（碗一膨一ψ＋ψ（4〉）｝　　　　　（36）

　　＋｛（θα（団＋ε『α（4一諾））sinん（／一必）・COS（のト雇一ψ＋9（4）〉｝

　一一・sin｛ω！一膨一9＋ψ（4〉＋9（／ゴ〉｝

となる。

　したがって，〆（劣，！）は（31）式，（35）式と（36）式から

“B（必，渉）一伽c・sh2αゴーc・s2々4c・sh2α爾一c・s2々傭（37）
　　　　　　cosh2‘z’一cos2々！

×sin｛碗一雇一ψ＋ψ（4）＋ψ（／ゴ〉｝

となることが導かれる。

　位相ψ（ゴ）とψ（4一のは（19）式のXに4と！一即をそれぞれ代入して決まる定数と関

数で表される。

§6．結果と考察

　ここでは両端を固定した弦（エナメル線）に交流電流を流し，弦のある位置に弦をまた

いで磁石を置くことによって弦に強制振動をおこなわせたとき，弦にどのような振動が生

じるかを示す理論式を導きだした。その結果，弦の変位を表す理論式は，磁石を置いた位

置の左と右ではことなり，おのおの（23）式と（37）式によって表される。この理論式を
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導くにあたっては，磁石の位置で発生した弦上の波が両端でいくども反射され，それらを

すべて重ね合わせて弦の変位を求めたこと，また，波が伝播するとき，その波の振幅は，

伝播距離とともに指数関数的に減少することを考慮した。このことによって，実際の弦の

振動のようすを定量的に記述できる理論式が導出できた。この振動の実験は，久保田によ

り柱型レンズを用いて振幅を拡大して撮影された写真として報告されている13）。

　ところで，弦の振動を表す（23）式と（37）式，振動の位相の変化を表す（17）式と

（19）式において，減衰係数αを零とおいた場合を考察する。まず，位相定数ψは（17）

式にα＝0として計算すると
　　　　　　　tanψo＝cot々／　　　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3　8）

となり，結局，

　　　　　　　ψ・一±号一た4・（sin嬢・）　　　　　　（39）

が導ける。

　またψ（X）については（19）式から，同様の計算により

cosψo（X）＝0，sinψo（X）＝±1，（sin々！≧0） （40）

と表され，結局，

　　　　　　　ψo（X）ニ±π／2，（sin雇～0）　　　　　　　　　　　　　　（41）

となる。

　したがって，（23）式と（37）式は，それぞれ，減衰係数αを零とおいた極限で

醜，渉）一2Asin々（’ si惚・c・sωち（・≦劣≦4），

漁，渉）一2ハsin々4 （／一』σ）・c・s砿（4≦必≦4），

（42）

（43）

で表される。

　これらは，波の減衰を考慮しないで導かれたレイリーの教科書の式と同じ式となってい

る14）。ところが，これらの式は，共振を生じる条件，すなわち，分母の極小の値をとるとき

は，振幅は無限大となり，実際の実験結果と定量的な比較をおこなうことができない。

　他方，減衰係数を考慮した振動を表す理論式（23）と（37）式は，位相を表す（17）式

と（19）式とともに，有限な変位の振幅を表すことができ，実際にコンピューターを用い

て振動のようすを調べたり描かせたりできる点で，レイリーの式をより一般化したものと

結論できる。

付 録

ここでは，

Im〔（、一多鞠鵠転〕一轟の証明をおこなう・

この式の左辺の分母は
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（1一〆＋’β）（1一〆一’8）＝（1一〆cosB－」〆sinβ）（1一〆cosB＋」〆sinB）

　　＝（1一召一4cosB）2＋（〆sin．B）2

　　＝1－26－4cosB十θ一24＝召一4（♂十ε一A－2cosB）　　　　　　　　　（A．1）

　　＝26一！1（cosh14－cosβ）

となる。

同じく分子は

6の 1一召一4＋∫β〉＝（cos　Z）十ガsin　Z）〉・（1－6｝A　cos　B一尼『A　sin　B）

　　＝＝｛cos　Z）・（1一召一！亀cos　B）十sin　Z）・召一A・sin　B｝

　　　十」｛sin五）・（1一θ一A　cosβ）一cos　Z）・召『4sin　B｝

（A．2）

となる。

　この虚数部分を，三角関数の合成の法則を用いて計算すると

sinD・（1一ゼAcosB）一cos、0・θ一4sinβ

一（・一6－Ac・sβ罪＋（〆sinβY・｛sinP・一

となる。ただしψは

　　　　θ一Asinβ
tanψ＝
＿〆c。sB

（A．4）

で決定される。

　（A．1）式と（A．3）式から

Im〔（1｝畿鵠転ト2葛望玉（、離F譜×・in（D一ψ）

　　　　　　　　　　　　＿　♂12sin（Z）一ψ）
　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　　　　（A．5）
　　　　　　　　　　　　　　2cosh／1－cos　B

となる。
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