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Abstract

In this article，the recentstatus ofthe following four fundamentalproblems on

homeomorphismgroupsisreported：（1）Whattopologyisnaturalforhomeomorphism

groups？（2）Hilbert’sfifthproblemandHilbert－Smithcojecture．（3）Anerson，scom－

jectureonfullhomeomorphismgroupsoncompactmanifolds．And（4）Thebundle

StruCtureOfhomeomorphismgroupsonhomogeneousspaces．

は　じ　め　に

「空間βとその上に働く変換群Gとが与えられたとき，月内の図形の性質のうち，Cのど

の変換によっても変わらないものを研究するのが（β，C）幾何学である。」というクライン

の「幾何学の定義」は周知の如く，アフィン幾何には文字通り有効であったが必ずしも全

ての幾何には有効ではない。とくにリーマン空間では，一般には変換群がトリビアルになっ

て面白くない（参照［45］）。しかし，クラインの考えをそのままの形で尊重する立場で，

「最も広い（即ち一般的な）変換群は？」と聞かれれば，（ある位相空間上の）位相変換全

体の作る群であり，その不変式論が位相幾何学であろう。それに微分という概念を加味し

てみると，可微分多様体上の微分同相変換全体の作る群を考えることになりその不変式論

は微分位相幾何学であろう。これら二つの変換群は，まだ我々が問題にするには余りにも

広過ぎて，それを取り扱ってみても，従来の実りの多かった色々な幾何学のようには研究
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成果を期待出来ないかも知れないし，生産されるものは少ないであろうと察せられる。実

察，非常に単純な空間である実直線上の位相変換全体の作る群（それはコンパクト・開位

相のもとでは，為×易に同相であることが判ってはいるが）に対してすら，その代数的構

造が決定されてはいない（参照［12］）。そして，2次元または3次元ユークリッド空間に

対しては，そのような試みさえもなされていない。しかし，位相変換群を頂点とするよう

な，「ある種の幾何学分類」が出来るかも知れないという期待と，直観的には見当のつかな

いr位相変換全体の構造」に対する位相的好奇心とから，いくつかの試みがなられた。そ

のような試みの過程には，難所がいくつかあって，そのいくつかは有名な予想として未解

決のままのこっている。例えば，

　Anderson学派の予想（と名付けたもの）：距離の与えられたコンパクトな位相多様体の

　　位相変換全体に上限位相を与えたものは，可分ヒルベルト空問42に局所的に同相であ

　　ろう。

の如きがそうである。これは，無限次元トポロジスト達の労苦の末，1970年頃に出され未

解決である（§3を参照）。

　我々の主目的は，位相変換全体の群についての綜合報告に在る（§3，§4）。しかしそれ

に関連して，それ以前に問題とすべきこと，または問題となったことについて先に述べる

ことにしよう　（§1，§2）。

　§1．変換群にはどんな位相を入れるのが適当であろうか？

　幾何学の立場からは，先ず「変換群にはどんな位相を入れるのがふさわしいか？」が問

題ではなかろうか，即ち何等かの自然な方法で変換同士の遠い・近いの尺度に相当するも

のが欲しいのである。多くの学者が試みに変換群に色々な位相を入れてみて判った結果か

ら変換群にとってふさわしい位相は，所謂N’コンパクト・開位相”であろう，と思われる。

ここで「ふさわしい位相」とは，その位相を変換群に入れたときに，例えば

　望を空間X上に働く変換群としたとき

　（g，∬）→g（必）（g∈6，躍∈X）で定義される写像：望×X→Xが連続①
の如き性質が満たされることをいう。この性質に関して昔，R．Arens［3］は次の基本な

ことを示した：

　若し，Xが局所コンパクトなハウスドルフ空問，yが位相空問ならば，Xからyへの連

続写像族ピ上のコンパクト・開位相は，①と類似した写像：ピ×X→γの連続性を保証す

るような位相の中で一番弱いものである。②
　一般に，連続写像族に入れる位相としてよく知られたものには，コンパクト・開位相の

他に，単純収束位相と一様収束位相とがあってこの二つは何れも取り扱い易い。しかし、

単純収束位相には不自然なことがいくつかあって（参照［37］，p．219）具合が悪いし，一

様収束位相は相当に離散位相に近いので実質的に殆ど位相を入れていない状況に近くなる

のがまずい。従ってArensの結果②をも考慮したとき，これらの余り望ましくない二つの

位相の間にあって，コンパクト・開位相またはそれより若干強い位相（例えば，ポントリャ

ギン［43］が可換群の指標群に採用した位相）が望ましいということになる。

　以上の考察は，写像族に何等かの位相を与えてみたらこんな性質が出てくるという話で

ある。上で最後に述べたコンパクト・開位相またはそれに近い位相のもとでは，望ましい
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結論が得られることを多くの学者が認めたらしく，最近二十年来使われる位相は殆どこの

ような位相に限られてきたようである。

　それならば，逆に望ましい性質を予め要望して，それが導き出せるような「変換群上の

位相」を決定することは出来ないだろうか？このいわば逆の問題は現在未解決と思われる。

この逆問題に対しては，次の部分的解答（参照［30］）があるのみであろう：

　Xは局所的に変形可能，局所的稠密，局所コンパクトな距離空間で，少なくとも一つの

非退化弧を含むとする。この空問Xからそれ自身への写像全体を7，連続写像全体をピと

する。さらに肌を7上のコンパクト収束一様構造，Wを7上のブーバキ［6］流の任意

のset－entourage　miformityとする。そのとき，Wと肌とがピ上で一致するためには，

次のことが成り立つことが必要十分である：

　（％，」じ）→頭の（％∈ピ，必∈X）で定義される写像：ピ×X→X③
　（％，∂）→％・∂（％，∂∈ピ）で定義される写像：ピ×ピ→ピ④
が共に，Wから誘導されるピ上の位相に関して，連続である。

　この少し長い部分的解答は，大雑把にいえば次のようになるであろう：

　n次元（位相）多様体上に働く変換群上の位相で自然な連続性③，④を満たすものを，

　ブルバキ流の位相の中で探してみれば，一つだけあって，それはコンパクト収束一様位

　相である。

以上の考察から「変換群に入れるのにふさわしい位相はコンパクト・開位相であろう」と

の予想が樹てらる。

　§2．ヒルベルトの第五問題に関連して

　所謂“ヒルベルトの第五問題厚は，D．Montgomery＆L．ZipPin［42］とA．M．Gleason

［16］によって肯定的に解決された（1952）。その頃までは，局所コンパクトな位相群の構

造・表現がリー群との関わりにおいて多くの人により研究されたが，この解決により局所

コンパクト群の構造への直接的探究は一応の終止符をうった。一方，局所コンパクト群の

ユニタリ表現の研究は続行された。それは，後藤守邦氏の意見：

　N’ヒルベルトの第五問題は解けたともいえるし，解けていないともいえる。可換群やコン

　パクト群の場合の如く，表現論よりの解決が望ましい。”

の穏当さを裏付けているかのようである。

　一応はヒルベルトの第五問題が解決したとはいえ，その解決は位相群がリー群となる十

分条件の問題としてであって，この位相群は必ずしも変換群とは限らない。昔，ヒルベル

トが問題提起したのは，

　“リーの変操群論を，変換を表す関数の『解析性』の仮定なしに，『連続性』の仮定のみ

　で構成できないか？”⑤ということであって，そこには変換の働く場がある。そこで，最初ヒルベルトが提起した

問題⑤において，変換の働く場を位相多様体とし，さらに局所変換群を局所コンパクトな

大局的変換群とした“新しい第五問題”として，所謂“ヒルベルト・スミスの予想”をと

らえることが出来る。この

　ヒルベルト・スミスの予想：局所ユークリッド的な連結空間に局所コンパクトな位相変

　換群が効果的に働いているならば，それはリー群であろう。
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は，1940年頃から研究されたようであるが，現在も未解決である。肯定的な部分的解決に

っいては次のようである。

　Xを局所ユークリッド的な箆次元連結空間とし，望をX上に効果的に働いている局所コ

ンパクト変換群とする。

　a）空間Xの次元％に関して：％＝1，2の場合は，D．Montgomery＆L．Zippinが

解決し（［41］），％＝3かつ9が連結の場合は，G．F．Bredon［7］が解決している。

　b）変換の可微分階数に関して：XがC7級多様体で，9に属する各変換がX上にCγ

級に働いているとする。7≧2の場合は，S．Bochner＆D．Montgomery［5］が，7－1

の場合は，M．Kuranishi［381が解決している。実は7≧1／2の場合までが判っている「参

照［29］）。7ニ0の場合がヒルベルト・スミスの予想なのであるが，γ＝0と7－1／2の間の

隙間を埋めるのは大変難しいようである（C．T．Yaηg［50］はこの難問の解決は御手上げ

の感を示しているようである）。

　§3．位相変換全体について

　泥（X）を位相空間Xの位相変換全体の集合を表すものとして以下の話を進める。

　位相変換全体が始めて問題にされたのは1910年代である。始めの頃は，その代数的な構

造に興味がもれた。例えば，κ（Sπ〉（％＝1，2，3）の単純性の如きであった。しかし，1959年

にJ．deGroot［17］が，任意の抽象群Gに対して空間Xを適当に選べば，κ（X）がGに同

型となるように出来ることを示してからは，κ（X）の構造研究は，それに適当な位相を与

えたときの位相構造に集中されるようになった。その適当な位相としては，1945年以降は

コンパクト・開位相を用いることが非常に多くなった。以下，泥（X）にはコンパクト・開

位相を与えてあるものとしよう。

　Xが局所コンパクト・ハウスドルフ空間のときは，κ（X）における積演算（即ち写像の

合成）は連続であるが，逆演算は一般に連続ではない。若し，Xがさらに局所連結ならば

逆演算も連続となるので，κ（X〉は位相群となる（［4］）。一方若し，Xが少なくとも一点

でユークリッド的であるようなハウスドルフ空間ならば，κ（X）は「易に同相であるよう

な閉部分群」を含む，従って無限次元であって，局所コンパクトではない（参照［32］＆

［35］）。

　1960年までのκ（X）についての文献は，殆どG．M．Fisher［13］に掲載されているよう

である。

　1960年代の前半には，主としてXがいろいろな「局所ユークリッド的な有限次図形」の

場合のκ（X）の局所連結性に類する性質，例えば

　局所弧状連結，LCη，LC。。，局所可縮，任意に小さい可縮近傍をもつ，AM？，⑦

などの性質をもつことが調べられた。そして，1968年にA，V．Cemavskil［8］は次の如

き驚くべき結果を得た：

　Xがコンパクト（有限次元）距離多様体の場合に，激X）は局所可縮である⑧

また，M．E．Hamstromは1960年代に7年ほどかかって

　閉曲面Xに対する泥（X〉のホモトピー群の決定⑨
を完成した。（参照［18］乃至［24］）

1969年頃にR．D．Andorsonはその未公刊論文［1］において
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　閉区間1に対して，泥＋（1）はろに同相である⑩
　　（ここでκ＋（1）は泥（1）の元の中で向きを保つ変換の全体を表す。）

を示したと伝えられている。

多分，これら⑧，⑨，⑩を十分に考慮してのことと察せられるが，Andorson学派は次の予

想をたてた：

　コンパクトな（正次元）距離位相多様体の位相変換全体に上限位相を与えたものは局所

　的に可分ヒルベルト空間に同相であろう。　　　　　　　　　　　　　　　　　⑪

　　（但し，ここでの位相多様体は無限次元の場合も許すものとする。）

現在，位相多様体の次元が1，2，・・の場合のみに⑪の肯定的解答が与えられている。以

下，それらの解答について述べる。

　場合1：位相多様体の次元が1の場合の⑪の肯定的解答は，R．D．Andorson［1］が与

えたと伝えられている。実は，どの1次元パラコンパクト・ハウスドルフ連結多様体（4

種に限る）Xに対しても泥（X）の大局的位相が決定されている，即ち以下で記号≒は同位

相であることを表すとして

閉区問膨，切，半開区間［α，δ）に対しては

　κ（［α，6］）≒42×z2　　　　（上の⑩による），

　κ（［α，δ））≒42　　　　　　　（参照［31］）．

実直線R，円周Sに対しては
　κ（R）≒あ×易　　　　　　　（参照［31］）．

　κ（S）≒S×あ×Z2　　　　（参照［33］）．

　場合2：多様体の次元が2の場合の予想⑪に対する肯定的解答は次のようにして得られ

た。先ず，1972年にR．Luke＆W．K．Mason［39］は次のことを示した：

　〃2をコンパクトな2次元距離位相多様体とし，κ＊（〃2）でもって

　　∂〃2一φのときはκ（〃2）を，∂〃2≠φのときは∂〃2の各点を固定するような変換全体

　からなるようなκ（〃2）の部分集合を表す

　ことにすると

　　泥＊（〃2）は。4NRである。⑫次いで，1974年にTor丘czyk［46］は次のことを示した：

　　Xを自明でない流れ（二力学系）を許容するような可分距離空間とし，Xの二つの部

　分集合ハ，Bに対して，泥A（X，B）でもって，

　∫1。4一恒等写像且つ六B〉一Bであるような変換∫∈κ（X）の全体を表すことにする

　と

　　κ〆X，B）がAM？ならば，それは局所的に易に同相である。⑬
従って，⑫，⑬を組み合わせると次のことが成り立つ：

　　κ＊（〃2）（＝κ∂“、（〃2，φ））は局所的に易に同相である。

1982年E．Haver［27］は，閉曲面Xに対してκ（X）の大局的位相を決定した

即ち

　ハLH（γ）でもって，複体γの自分自身への区分的線形な位相変換全体をあらわすことに

　し，

　52：球面，T：トーラス，P2：射影平面，κ：クラインの瓶
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　〃；その他の任意の閉曲面

　としたとき，

　（κ（S2），PL∬（S2））≒（乃×P3×易，易×P3×42ノ），

　（泥（T），PLH（T））≒（Z×T×4，Z×T×42∫），

　（泥（P2），．PL正1（P2））≒（伽｝×P3×易，伽｝×P3×為∫）

　（泥（K），PL〃（K））≒（乙×S1×42，Z4×S1×42∫），

　（κ（〃），PLH（〃））≒（伽｝×z×42，伽｝×z×42∫）．

　　（但しここで，易∫はたかだか有限個を除いては成分がすべて0であるような為の元全

　　体を表すものとする。）

このHaverの結果には，Hamstromによる結果⑨が効いていることに注意すべきである。

　場合・・：無限次元多様体の場合の予想⑪に対する一つの肯定的解答は，S．Ferry［11］

とH．Toru丘czyk［47］とによって独立に与えられた。即ち

　Qをヒルベルト平行体としたとき

　若し，〃が「コンパクトQ一多様体」ならば，κ（〃）は・41〉Rである。

従って，Toru丘czykの定理⑬により

　このコンパクトQ一多様体ハ4に対し，κ（〃）は局所的に易に同相である。

　§4．等質空問上の位相変換群

　空間Xが特に等質空間ならば，泥（X）はバンドル空間になるというよい性質をもつ。そ

のことについて述べよう。

　Xを局所切断をもつような等質空間とし，6をX上の一つの位相変換群とする。さらに，

任意に固定した点α∈Xに対して，ρをg→g（α）（g∈9）で定義されるような写像：望→

Xとする。このとき

　もし6がXの平行移動をすべて含むならば，望は射影ρに関する底空間X上のバンドル

空問となる。（参照［34］）⑭　この結論⑭を適用出来る変換群望の例としては，

　i）6＝κ（X）の他に，

　ii）望一P静γ（x）：リー群Gの等質空間x＝o／∬上のc7微分同相全体

　iii）6＝1（x）：コンパクト群Gまたは連結リー群oの等質空間x－G／π上の

　　　　等距離変換全体，

等がある。

　上述のバンドル空間になるという結論⑭は，変換群9の構造を調べる上で次のような利

点を持つ：

　1）望は積空間X×望。に局所的に同相である。

　2）次のような「ホモトピー群の完全系列」が成り立つ：

　　ρ＊　　　4＊　　i＊　　ρ＊　　ゴ＊
・・→πη＋1（X，α）→πη（望α，ε）→ππ（望，ε）→πη（X，α）→…



p* d* l* 
' ' ' >7Tl(X,a)-7rlo(~.,e)H'Izio(~,e). 

> ~ , a e~~:~~E~f~,~X6:)f~E~:~)~~;~~~J~:., ~~ i~~~)~~~a ~;:~5~y~~~~~:~~, e ~~~7~v~~f~~X~)'[,=__.~l~"~~ .* 
'~~~..~~'~~~~t:~f. ~t~~~~FO:)~~~~ ~C1)V~~e~ Hu [28] ~)1521~:~;~:~~. 
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