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                               Abstract 

   There are many resonanse phenomena in nature which are very familiar. They 

show the characteristic of waves. Thus the resonance phenomena in air columns and 

in stretched strings are often taught in generel physics courses. But we can not find 

any reason why resonance phenomena are happened for some proper lengthes of the 

air columns or the stretched strings in texbooks. Thus in order to answer this problem 

the wave motions in the tubes or in the strings are represented to be a superposition 

of all waves reflected at both ends. Equations for the air columns of 5 different 

bondary conditions and the stretched strings are obtained which lead the standing 

waves having the maximum amplitudes for the proper lengthes as resonance.

§1.は じ め に

　共鳴 ・共振現象は,自 然界のいたるところで遭遇する大変ポピュラーな現象である。そ

のため,初 等物理学でも,気 柱の共鳴や弦の共振をとりあげ,こ れらの特徴を学習させて

いる。 しかし,多 くの場合,こ れ らの現象の結果のみが記述 され,な ぜそのような現象が

起 こるか とい う理由がわか りやす く記述されていない1)。また,振 動・波動の専門書の中に

もこれらについての適切 な記述を見いだす ことができない。
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　そこで，本稿では，共鳴がなぜ起こるかを理解するための理論的考察をおこなうため，

多重波の方法を用いて，気柱と弦の強制振動に関する理論を展開し，その特徴を論議する。

§2，§3では両端の条件が異なる4種類の気柱についての粒子の変位と音圧分布について

の理論式を導きだし，§4では，このときの音圧の特徴を考察する。§5では，音圧分布の

測定値と理論式との比較の方法を議論する。また，§6では，環状円管内での気柱の音圧分

布の理論式を導く。さらに，§7では，気柱内の粒子変位と弦の振動との理論式の同等性に

ついて考察する。

§2．気柱内の粒子の変位

　スピーカーを用いて共鳴管内に気柱に共鳴

を起こさせるには，右の図1に示すように，

四つの異なるやり方が可能である。ここでは

共鳴理論の一般的表現を求めるために，この

四つの種類を同時に考察することにする。い

ずれの場合にも，スピーカーで発生した音波

は，共鳴管の他端へ伝播してそこで反射し，

驚簾熱讐預欝無劣司
音波は，これらのすべての反射波を重ね合わ

苫準綴星諜翻窪講司

（a）

（b）

（c）

とともに指数関数的に減少するものとしその

減衰係数をαとする。また，スピーカー側の

共鳴管の端で1回反射されるたびに音波の振

幅がe－70倍小さくなり，位相がφ。だけ変化

するものとすし，反対側の共鳴管の端での1

回の反射でもeザ倍の振幅の減少と，位相が

φだけ変化すると仮定する2～4）。

　さらに，音波は共鳴管の端が自由端のとき

と，固定端のときで，そこでの反射の位相の

変化は，おのおの，0とπになることが知ら

（d）

図1．両端の境界条件の異なる4種類の気柱
（a）両端が固定端の場合。（b）スピーカー側が固

　定端，他端が自由端の場合。（c）スピーカー

　側が自由端，他方が固定端の場合。（d）両端

　が自由端の場合。

表1．端での反射の位相変化を表す記号

自由端 固定端

スピーカー側 f＝0 f＝1

反　　対　　側 9＝0 9二1

れている。これらの区別を表すために，記号∫とgを導入する。ここでスピーカー側の端

が自由端なら∫は0とし，固定端なら∫は1とする。またスピーカーの反射側の端が自由

端のときはgは0とし，固定端のときはgは1とする（表1）。

　時刻∫のとき，スピーカー側の端を座標の原点として測った位置必での気柱の粒子変位

は，共鳴管の長さを！，スピーカーで発生する正弦音波の振幅をA，角振動数をω，波長

をλ，音速を∂とすると

　　　y（諾，！）＝z46一α必sinω（オー∬／∂）
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　　　　　　十（一）9／1召一α（2‘一工》一γsin〔ω｛！一（2！一∬）／zノ｝十φ〕

　　　　　　＋（一）∫＋9／1θ一α（2ご＋∬）一（γo＋γ）sin〔ω｛！一（2！＋記）／∂｝＋φ。＋φ〕　　　　　　　　（1）

　　　　　　十（一）∫＋29／1θ一α（4‘一工）一（γ・＋2γ）sin〔ω｛！一（4！一∬）／zノ｝十φo十2φ〕

　　　　　　＋（一）2（∫＋9）／16一α（4‘＋諾）一2（γo＋γ）sin〔ω｛∫一（41＋∬〉／∂｝＋2（φo＋φ）〕

　　　　　　十・…　　　，　（0＜必≦！）

と書き表すことができる。ただし，固定端ではφ。とφはπだけさし引いた残りである。

　この式の第1項は，スピーカーで発生して詔のところに到着した音波，第2項は，スピー

カーの反対側の共鳴管の端で1度反射され∬のところに到着した音波，第3項は，スピー

カー側の共鳴管の端で，さらにもう1度反射され必のところに到着した音波である。以下

の項も同様にして，共鳴管の両端でつぎつぎに反射させられ必に到着した音波を表す。

　この式の右辺の項は，スピーカー側から反対側へ進行する音波を表す奇数項と，その反

対側からスピーカー側へ進行する音波を表す偶数項とに分けることができる。

　奇数の項の和をy。面とすると

　　　　y。dd（必，オ）＝14〆諾sinω（渉一婿∂）

　　　　　　　　十（一）！＋9／1召一α（2‘＋諾）一（γo＋7）sin〔ω｛’一（2／十必〉／zノ｝十φo十φ〕　　　　　（2）

　　　　　　　　＋（一）2（∫＋9）ハ（9一α（4‘＋紛一2（γ・＋γ）sin〔ω｛オー（4／＋必）／∂｝＋2（φ。＋φ）〕

　　　　　　　　十・…　　　，　（0＜∬≦／）

となるが，この式の正弦関数を複素数によって表現すると

　　　　“。dd（必，ご）＝lm〔6一α』じ＋fθン4｛1十（一）∫＋％一（「＋ゴδ）十（一）2（∫＋9セー2（「＋∫δ）十・・｝〕　　（3）

と書き表される。

　ただし，ここで

　　　　θ一ω（卜必／∂），　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　　r－2α！＋箔。＋γ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

　　　　δ＝2扉一φ。一φ，　（々ニω／∂）　　　　　　　　　　　　（6）

と定義した。

　（3）式は，初項がゼα施θノ4，公比が（一）ノ＋96｝（「＋iδ）の等比級数となっており，（5）式

からrはつねに正であることを考慮すると，公比の絶対値は1より小さく，つねに収束す

ることがわかる。その結果，（3）式は，等比級数の和の公式から

　　　繍，！）一lm〔1一（堪4祠

　　　　　　　一（姻）岨1一（一）鶏ε一（一1一（一磯一（司

　　　　　　　一（A／2」）6牽叩渋≧鍔謬器童費睾‘耕鱒〕（7）

と表される。

　（7）式の最後の表現の大カッコの中の分母と分子を，おのおの，玲と玲とすると，

分母は
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　　　　玲＝［｛1一（一）∫＋96一（「瑚｝｛1一（一）∫＋9召｝（「一∫δ）｝

　　　　　ニ［｛1一（一）∫＋96一「cosδ｝十1｛（一）∫＋9召｝「sinδ｝1

　　　　　　　　　　×［｛1一（一）∫＋9θ一「cosδ｝一i｛（一）∫＋9（9一「sinδ｝］

　　　　　＝（1一（一）ノ＋9召一「cosδ）2十（¢一「sinδ）2

となり，一方，分子は（。4／2ゴ）θ一砿を除いて

　　　　玲一〔召ごθ｛1一（一）∫＋9召一（「一ごδ）｝一ε一ガθ｛1一（一）ノ＋8召一（「＋ゴδ）｝〕

　　　　　＝2」｛（1一（一）ノ＋96一「cosδ）sinθ一（（一）∫＋9召一「sinδ）cosθ｝

となる。

結局（7），（8）と（9）式から，奇数の項の和は

（8）

（9）

伽（卯）一酬（1一（ 染1舞鵯nδ紅㌻！∫器sinδ）cosθ｝

　　　　　　　　＿　　　　　　　　ノ4θ一αエsin（θ十ψ）

　　　　　　　　一一
となる。

　ただし，位相ψは

　　　　ψ一tan－1〔1≡1≡鵜審藩〕

で定義される。

　同様にして，（1）式の右辺の偶数の項の和を〃、．、．とすると

　　　　“ε∂εη（必，∫）一（一）9河θ一α（2ど一必）一γsin〔のIH2／一必）／∂｝＋φ〕

　　　　　　　　　　＋（一）∫＋2駿〆（4‘一諾）一（γ〇＋2γ）sin〔ω｛渉一（4！一∬）／∂｝＋φ。＋2φ〕

　　　　　　　　　　＋（一）2∫＋3924〆（6‘一コP）一（2γo＋3γ）sin〔ω｛渉一（6／一必）／∂｝＋2φ。＋3φ〕

　　　　　　　　　　十…　　。　，　（0〈コσ≦／）

となる。奇数項と同じく（12）式を複素数を用いて表現すると

　　　　〃e∂εη（必，！）一lm〔（一）9〆＋ごθ’∠4｛1＋（一）∫＋9θ一（「＋’δ）

　　　　　　　　　　＋（一）2（∫千9）6－2（r＋ごδ）＋・…　｝〕

となる。

　ここで

　　　　　ωニα（2／一必〉＋γ，

　　　　　θ〆一の（！＋必／∂）一2海！＋φ

で定義されている。

　（13）式の右辺の等比級数の和は，（7）～（10）式と同様の計算をおこなって

　　　　㎞（必，！）一lm〔1≦部望齢〕

　　　　　　　　　＿　　（一9ン46一ωsin（θノ＋ψ）

　　　　　　　　　　（1一（一）∫＋9θ一’cosδ）2十（6一’sinδ）2

（10）

（11）

（12）

（13）

（14）

（15）

（16）



共鳴・共振現象の多重波理論 25

となる。

以上の結果，（1）式の粒子の変位は

　　　〃（∬，の一y。。d（∬，渉）＋yεηθn（必，！）

　　　　　　＿。4〔ε一α』「sin（θ＋ψ）＋（一）96一ψsin（θ〆＋ψ）〕

と表すことができる。

（17）

§3．気柱内の音圧分布

　気柱内の共鳴現象の様子を実験と比較するためには，気柱内の音圧の式を導く必要があ

る。音圧ρ（認，！）の式は，粒子変位y（∬，！）から

　　　　　　　　　　　　ρ（∬，！）一一ρゲ禦　　　　　（・8）

の関係式を用いて求めることができる。ここで，ρは，空気の平均密度である。

　粒子密度y。dd（諾，云）とy、、．．（必，！）から求まる音圧を，おのおの，ρ。dd（灘，渉）とρ，．，．（置，！）と書

き表すと，（4），（10），（14），（15），（16）と（18）式から

　　　伽（卸）一ρ一｝
　　　　　　　＿　　ρ∂2／1（α2十々2）1！2θ『α諾sin（θ十ψ十ψo）
　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

㎞（卯）一一（ ψ）｝

＿一
一）9ρ∂2／4（‘Z2十々2）1！26一ωsin（θ1十ψ十ψo）

と表される。

　ただし，ψ。は

　　　　ψ。一tan－1（ん／α）

で定義される。

　（19）と（20）式から音圧ρ（必，渉）は

　　　ρ（必，ピ）＝ρ。dd（必，ガ）十ρε∂召η（∬，！）

　　　　　　＿ρ∂2A（α2＋々2）1／2｛〆∬Sin（θ＋ψ＋ψ。）一（一）9〆Sin（θ〆＋ψ＋ψ。）｝

（20）

（21）

となる。

　（22）式の分母の根号の中をDとすると

　　　D一（1一（一）∫＋9〆cosδ）2＋（召一「sinδ）2

　　　　－1＋6－2「一2（一）∫＋9〆cosδ

　　　　一2〆（coshアー（一）∫＋9cosδ）

（22）

（23）
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と表すことができる。

　また，（22）式の分子の中括弧の中をBとし，その式の中のθとθ〆を，おのおの，（4）式

と（15）式を用いて書き換えて，計算をおこなうと

　　　　B一θ一α∬sin（θ＋ψ＋ψ。）一（一）9召一ωsin（θ’＋ψ＋ψ。）

　　　　　＝＝召一㏄sin｛（α♪’十ψ十ψo一々／十φ／2）十（々／一々竃一φ／2）｝

　　　　　　一（一）9ε『ωsin｛（ω！十ψ十ψo一々1十φ／2）一（々！一勧一φ／2）｝

　　　　　＝G（灘）sin（ω∫十ψ十ψo一解十左s）十H（」じ）cos（ωオ十ψ十ψo一雇十んs）　　　（24）

と表される。

　ここで

　　　　G（∬）一｛ε一⑳一（一）9ε一2αど＋α諾一γ｝cos々（！一必一s），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）
　　　　∫ノ（必）＝｛6一α諾十（一）96－2α」＋砿一γ｝sin々（’一∬一S），

　　　　s。＝φ。／2々，s一φ／2々，　　　　　　　　　　　　　　　　（26）

で定義した。このとき，ωは式（14）を代入した。

　（24）式の最後の式はさらに三角関数の合成の法則を用いて簡単にすることができ

　　　　B一一×sin（の」＋ψ＋ψr々／＋爲＋ψノ（即））　　　（27）

と表現できる。

　ただし，ψ／（」6）は

　　　　　　　　　　sin吻（∬）一論

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（28）
　　　　　　　　　　C・S吻（諾）一鳶

で定義される。

　（27）式と（28）式を具体的に計算するために，（25）式を用いると

　　　　lG（必）｝2＋｛H（∬）｝2

　　　　　　　一〔6一爾12｛θα‘一α必＋γ〆2一く一）9θ『蜘坤2｝COS々（／一∬一S）〕2

　　　　　　　　＋〔6畷一γノ2｛♂一餅γ12＋（一）9〆’＋α∬一γ12｝sin々（／一∬一S）〕2

　　　　　　　＝2ε一2α‘一γ〔cosh｛2α（！一灘）＋γ｝一（一）gcos2々（／一』σ一s）〕　　　（29）

となる。

　（22）～（29）式から，結局，音圧ρ（必，∫）は

　　　　1）（」じ，！）＝／1ρ∂2（α2十々2）1！2eγ012

　　　　　　　　　　cosh｛2‘z（’一∬）十γ｝一（一）9cos2々（！一必一s）
　　　　　　　　×　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（30）　　　　　　　　　　cosh（2‘z／十γo十γ）一（一）∫＋g　cos2々（／一so－s）

　　　　　　　　×sin（硯一解＋んS＋ψ。＋ψ＋ψノ（認））

と表される。

　ただし，ここで位相定数ψ。とψは，おのおの，（21）式と（11）式で表され，位相ψノ（認）

は（25），（28）と（29）式から
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　　　　　　　　　｛〆一雄γノ2＋（一）9〆‘＋α諾一γ！2｝sin々（／一諾一S）
　　　sinψノ（諾）＝
　　　　　　　　　2〔cosh｛2‘z（／一∬）十γ｝一（一）9cos2た（／一諾一s）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（31）
　　　　　　　　　　｛♂一傭γ〆2一（一）9〆z＋⑳一γ12｝COS々（／一必一S）
　　　COSψノ（』じ）＝
　　　　　　　　　2〔cosh｛2‘z（／一必）十γ｝一（一）9cos2々（’一必一s）〕

によって表され，必の値によって変化することがわかる。

　音圧の式（30）から，共鳴管内の気柱の運動は，完全に時間部分と空間部分とに分離し

ている定常波にはなっておらず，位相ψノ（必）が諾に依存している不完全な定常波を形づく

ることがわかる。

§4．気柱中の音圧の特徴

　スピーカーから一定の振動数レの正弦音波を出力させ，気柱の長さ！を少しずつ変化さ

せたときの，おのおのの長さの気柱内での音圧分布を測定する場合を考察する。気柱内の

音圧分布は，気柱の中を移動させるマイクロホンによって測定するので（30）式の位相の

情報はとりだすことができず，振幅に関する部分のみが比較できる。さらに，マイクロホ

ンで受信した音圧は電圧計で読み取るので，相対的な音圧分布しか測定できず，スピーカー

から発振した正弦音波の振幅・4は決定しにくい。

　そこで，実験による音圧測定値は，（30）式の中の

　　　　　　　　　cosh｛2‘z（！一∬〉十γ｝一（一）9cos2々（！一認一s）
　　　　P（必）一〇　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）　　　　　　　　cosh（2‘z！十ノo十γ）一（一）∫＋g　cos2々（／一so－s）

と比較することになる。ここで，6は実験値のスケールと比較するための相対座標の大き

さを決定するためのものである。

　（32）式は，必についてみると，つねに／一諾の形で表現されている。これは（31）式か

ら位相ψノ（勾についても同様である。このことから（32）式は！と認の2つの独立変数の組

み合わせを，！と／一灘の組み合わせと考えてよいことを示唆している。さらに（32）式の

根号の中の分母を昭（／）と表すと，

　　　　PV（／）＝cosh（2‘z／十γo十γ）一（一）∫＋g　cos2々（／一so－s）　　　　　　　　　　　　　　　（33）

は！のみによって決定され，分子を『V（／一必）と表すと

　　　　1V（！一必）＝cosh｛2‘z（／一必）十γ｝一（一）9cos｛2ん（ノー必一s）｝　　　　　　　　　　　　（34）

は／一必のみで決定されることがわかる。

　（34）式で表される『V（！一必）は，気柱の長さ／がどのような長さであっても，スピーカー

の反対側の端（ピストン壁面）から測って同じ距離（すなわち，！一∬が同じ値の位置）に

なるときは，つねに同じ値となる。このことから気柱内に生じる不完全な定常波（以後，

単に定常波という）の節と腹の位置は，気柱の長さ！のいかんにかかわらずスピーカーの

反対側の端から測って同じところにあることを意味していることが導ける。

　また，（33）式で表される四（のは，／の変化にともなって変化し，この定常波の振幅の

絶対値の大きさを決定する。すなわち，分母の極小値を示す長さは， 共鳴を生じる気柱の

長さに対応し，分母の極大値を示す長さは，一番小さい音を発する気柱の長さに対応する。

　次に，／の変化に対する（33）式の極大値と極小値を求める。そのために（33）式を／
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で微分して，その結果を0と置く。その結果は，

　　　　‘z　sinh（2‘z／十γo十γ）十（一）∫＋9々sin2々（！一so－s）＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　（35）

となる。

　α2《々2が成立するならば，第1項は第2項に比べて小さく，このときの二つのグループ

の解は

　　　　2々（！一so－s）＝2〃zπ一（一〉∫＋9（‘z／々）sinh（2‘z！十γo十γ），　　　　　　　　　　　　　　　　（36）

　　　　2々（！一so－s）＝（2％一1）π十（一）∫＋9（‘z／々）sinh（2‘z／十γo十γ）　　　　　　　　　　　　（37）

から導きかれる。ここで，〃2とnは正の整数である。

　いま∫＋gの値が偶数｛0か2｝の場合を考える。・このときの共鳴を生じる気柱の長さを

Lθηとすると，（33）式の極小値を示す（36）式を用いて

　　　　Lθη＝”zλ／2十so十s一（‘z／2々2）sinh（2‘z／十γo十γ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（38）

と書き表される。ただし，右辺の！は窺λ／2＋s。＋sを代入するものとする。

　同様にして，音の大きさが極小値となる気柱の長さを野．とすると，（33）式の極大値を

示す（37）式を用いて

　　　　／θη＝（2η一1）λ／4十so十s十（‘z／2々2）sinh（2‘z／十γo十γ）　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

と表される。ここでも，右辺の／には（肋一1〉／4λ＋s。＋sを代入するものとする。

　このことからL％と／e．は，おのおの，減衰係数αを含む項

　　　　（‘z／2々2）sinh（2‘z／十γo十γ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（40）

の値の分だけ短くなったり，長くなったりすることがわかる。

　また，∫＋gの値が奇数である1のときにも同じように議論することができる。

　同様にして，次に，∬の変化にともなう（34）式の極大値（音圧の腹の位置を示す）と

極小値（音圧の節の位置を示す）を求めてみる。ここで，／一」じをXと置き換え，（34）式

を

　　　　『V（必）＝cosh（2αX十γ）一（一〉9cos2々（X－s）　　　　　　　　　　　　　（41）

と書き換えておく。このXは，スピーカーの反対側の端からの距離を表していることにな

る。

　（41）式をXについて微分し，それを0とすると

　　　　αsinh（2αX十γ）十（一）9々sin2々（X－s）＝0　　　　　　　　　　　　　　（42）

が導ける。ここでも，α2《々2が成立するものとすれば，二つのグループの解は

　　　　2々（X－s）＝2〃iπ一（一）9（α／々）sinh（2αX十γ）　　　　　　　　　　　　（43）

　　　　2々（X－s）ニ（21V－1）π十（一）9（α／々）sinh（2αX十γ）　　　　　　　　　　（44）

から導かれる。ここで，〃とNは正の整数（M＝0も含むことがある）である。

　ここでg＝1の場合を考察する。このときの定常波の腹と節の位置は，それぞれ（41）式

の極大値と極小値が郵応するが，それらは，おのおの，（43）式と（44）式から求めたXで

決定する。

　腹と節のスピーカーの反対側の端からの距離を，おのおの，PIMと41押で表すと

　　　　Z）1“一〃λ／2＋s＋（α／2ん2〉sinh｛α（〃λ＋2s）＋γ｝　　　　　　　　（45）
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　　　41／v＝（2．八r－1〉λ／4十s一（‘z／2ん2）sinh｛α（（21〉一1）λ／2十2s）十γ｝　　　　　　　　　　　（46）

となる。ここでも減衰係数αを含む双曲線正弦関数の項は，α＝0の各値からZ）1“と41Nと

では逆方向にずらすことになる。

　g－0の場合には，この定常波の腹と節の位置は，おのおの，（44）式と（43）式が対応し

　　　poM一（2〃一1〉λ／4＋5一（召／2々2〉sinh｛召（（2〃一1〉λ／2＋23〉＋γ｝　　　（47）

　　　40／v＝＝」獄／2十ε十（‘z／2々2）sinh｛召（ノ職十23）十γ｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（48）

となる。

　次に，2組の音圧の比を求めることにする。同じ長さの／の気柱（例えば，共鳴時）の

ときの第M番目の音圧の腹P‘Mと第ノ〉番目の音圧の節P‘Nとの比を計算する。（32）式か

ら，g’＝1のときは

（49）

となる。

（49）式は余弦関数および双曲線余弦関数を，倍角，倍数の公式

　　　cos2θ＝1－2sin2θ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（50）

　　　cosh2諾＝2cosh2諾一1ニ1十2sinh2必　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（51）

を用いて計算し，その結果の正弦関数に（45）式と（46）式を代入すると

隣1一
2cosh2（‘zZ）。M十γ／2）一（‘z2／2々2）sinh22（‘zZ）。“十γ／2）

　　　　　　　　　2sinh2（‘z4。1v十γ／2〉一（‘z2／2々2）sinh22（‘zol。ノv十γ／2〉

となる。

　同様に，共鳴を生じている（長さを／）ときのピストン側の端から第〃番目の音圧の腹

の大きさP躍，彿と一番小さい音を出す（長さ！’）の同じく第N番目の音圧の腹の大きさ

P’N，．との比を考える。（32）式から，∫＋gが偶数のとき

（53）

となる。（36），（37），（50）と（51）式を用いて，（53）式は

（52）

隣劉一
2cosh2（‘z／’十γo／2十γ／2）一（6z2／2々2）sinh2（2‘z／’十γo十γ）

2sinh2（〆十γb／2十γ／2）十（召2／2々2）sinh2（24十7b十γ）
（54）

となる。

§5．音圧分布の測定と理論式との比較

　ここでは，理論の中に導入したα，γ。，γ，φ。とφ（またはS。とS）の値を実測値から決

定する方法を考察する。このため両端が固定端（1＝g－1）の場合を例にとることにする。

　まず，減衰係数αは，共鳴管の半径をノ～cmとするとキルヒホッフの法則5）

　　　　　　　　　　　　‘z＝3．18×10『5（ノ’112／ノ～）cm－1　　　　　　　　　　　　　　　　、　　（55）

で求められる。例えば，スピーカーから発振される音波の振動数レを1000Hzとし，共鳴管

の半径Rを2．9cmとして計算をおこなってみると，αはおよそ3．3×10｝4cm－1となり，
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α2《ゲは十分満足している。

　そこで，§4で求めた結果において減衰係数によって生じる双曲線正弦関数の項を省略す

る近似を採用してみる。これは，節と腹の間隔は一定であるということに対応する。この

近似によると，（38）式と（45）式は，それぞれ，

　　　　　　　L8加一卿λ／2＋s。＋s　　　　　　　　　　　　　　　（56）

　　　　　　　P1“＝〃λ／2＋s　　　　　　　　　　　　　　　　（57）

となる。実験結果から第窺番目の共鳴を生じる長さL％と，このときのピストン側から第

ハ4番目の腹までの距離Dl“を求めて（56）式と（57）式に代入することにより，s。とsの

値を決定することができる。

　また，同じ近似で，（52）式と（54）式は，おのおの，

　　　lPM／P“1≒1／（αゴ’押＋γ／2）≒2／γ　　　　　　　　　　　　（58）

　　　lPM，π／P’N，π1≒1／（α！＋γ。／2＋γ／2〉≒2／（γ。＋γ）　　　　　　　　（59）

となる。（58）式と（59）式の右端の式への移行のときには，召41Nと〆はγとγ。＋γより小

さいと仮察した。現実には，これを満たすように実験装置をセットすることができる。

　したがって，P“，Pκ，島，毎とP’κ，．を実験で実測して（58）式と（59）式に代入すれ

ば，γ。とγの値を求めることができる。

　以上のようにして，α，S・，S，γ・とγを実測値にもとずいて決定することができ，これ

らを理論式（32）に代入することにより，長さの異なる気柱よ音圧分布の理論曲線を描く

ことができ，実験データーとの比較検討が可能となる。

§6．環状円管内気柱の音圧分布

　いままでは直状管内の気柱の音圧分布の理

論について述べてきたが，次に，原子物理学

のド・ブロイ波を思い出させる環状円管内の

気柱の共鳴現象の理論について考察する。

　環状円管内の気柱に共鳴を生じさせるため

に，環状円管の一部に穴をあけ，そこから環

状円管の断面積よりかなり小さい面積のコー

ンをもつ背中あわせにはりつけた2個のス

ピーカーを図3のように置いたのち，穴にふ

たをして閉じる。

　スピーカーの位置を原点として，環状円管

の中心線に沿って時計まわりに一周して，も

とのスピーカーのところまでの距離を’とす

る。

　時刻tにおけるスピーカーの位置から時計

まわりに距離必のおころの粒子変位y（必，つ

は，時計まわりに進む正弦音波による粒子変

図2　スピーカーを挿入して音を出した場合

　の環状円管内の気柱の共鳴現象。
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位y。（∬，ピ）と反時計まわりに進む正弦音波による粒子変位y、（∬，オ〉の和として表される。

　直状共鳴管のときと同じ手法を用いるとy、（必，！）は

　　　y，（5じ，渉）＝ノ4θ一α」sinω（！一必／∂）

　　　　　　　十／12一α（‘＋∫）｝γOsin〔ω1！一（4十認）／∂｝〕　　　　　　　　　　　　　　　　　（60）

　　　　　　　十ノ1召一α（2ど＋劣）一2γO　sin〔ω｛！一（2／十必）／∂｝〕

　　　　　　　十・…　　　，　（0＜諾≦！）

と表される。

　同様に，反時計まわりに進む正弦音波による粒子変位y。（必，渉）は

　　　yα（∬，∫）＝（一）騎2一α（団sin〔ω1渉一（4一諾）／∂｝〕

　　　　　　　十（一）h！46『α（2‘一諾）一70sin〔ω｛渉一（2／一灘〉／∂｝〕

　　　　　　　十（一〉んノ4召『α（3‘一灘〉一2γO　sin〔の｛！一（3！一∬）／∂｝〕　　　　　　　　　　　　　　　　（61）

　　　　　　　＋・…　　　，　（0＜認≦4）

で表される。

　ここでγ・は正弦音波が環状円管内を一周するたびにスピーカーでじゃまされて減衰す

る効果を表す定数である。hの値が0のときは二つのスピーカーから逆位相で発振し，1

のときは同位相で発振することに対応する。

　環状円管内気柱の音圧分布は，直状共鳴管の場合と同様にして求めると

　　　1）（必，渉）＝ノ4ρ∂2（α2十々2〉112召γ0！2

　　　　　　　　　cosh‘z（／一2必〉一（一〉h　cos々（／一2灘）
　　　　　　　×　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（62）　　　　　　　　　　　　cosh（‘z！十ノo）一cos々4

　　　　　　　×sin（ω！一々！／2十ψo十ψ、十ψ∫。（∬）〉

となる。

　ただし，ψ，とψノ，（必）は

　　　　　　　　　一6『αご一γ・sin々！
　　　　ψcニtan一’〔1－6一α‘一γ・c。s々／〕・　　　　　　　　（63）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（64）

　　　C・S卿〉一一
となる。

§7．気柱内の粒子変位と弦の振動

　気柱内の粒子変位は，（17）式で表されるが，これも音圧分布と同じように不完全は定常

波となっている。まず，それを導き出す。（22）式を（30）式に変形した同じやり方をおこ

なうと，（17）式は

　　　y（必，！）＝∠46γo／2
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X
cosh｛2召（／一諾）＋γ｝＋（一）9cos2々（！一∬一s）

　　　　　　　　　　cosh（2α4＋γ。＋γ）一（一）∫＋9cos2々（4－Srs）

　　　　　　　　×sin（の！一扉＋禽＋ψ＋ψノ（」じ））

となる。

　ところで，いままで，気柱の振

動についてのみ考察してきたが，

∫＝9＝1の場合の気柱の粒子変　　　　　音叉　　　　弦
0　　　　0

（65）

位を表す関係式は，含まれている

変数の役割を解釈しなおすことに

より，電磁音叉を用いた弦の共振

現象の理論式と見なすことができ
る6）。

　このときの変数は次のように解

釈される。。4は電磁音叉によって

弦に生じる正弦進行波の振幅，ω

e

○

図3　弦の振動の場合。両端が固定端の場合の気柱と同

　じ式で表される。

は弦に生じた波の角振動数，αは弦の粘性などによる波の伝播中の減衰係数，γ。とγは弦

の電磁音叉側とその反対側の端でそれぞれ一回反射するときの波の減衰を表す定数，φ。と

φはこの両端での反射時の位相の変化（ただしπだけ差し引いた残り）である。

　以上のことから弦の振動は，（65）式から

　　　　　　　　　　　cosh｛2‘z（！一∬）十γ｝一cos2々（！一ぼ一ε）
　　　　yG（必，！）一。4θγ012　　　　　　　　　　　　　　　　　（66）　　　　　　　　　　　cosh（2‘z！十γo十γ）一cos2々（／一so－s）

　　　　　　　　×sin（ωトん！＋然＋ψG＋ψ、G（」σ））

となる。

　ここでψ6とψノG（灘）は（11）式と（31）式から

　　　　　　　　　一（ブ2α卜γ・｝γsin2々！
　　　　ψGニtan『1〔1一θ一2α」一γ・一7c。s2々／〕・　　　　　　　　（67）

と

　　　　Sin吻。（必）一歪sinhα（勘）＋／2｝sin々（！一必一3），

　　　　　　　　　cosh｛2¢（！一認）＋γ｝＋cos2海（4一姫s）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（68）
　　　　c。sψノG（∬）一冴c・shα傭＋／2c・s々／一」じ一s）

　　　　　　　　　　cosh｛2‘z（／一∬〉十γ｝十cos2々（！一∬一s）

で定義される。

　ここでα，箔。，γ，s。，sのすべての値を0にした極限を考えると（66）式は（67）式と

（68）式とから

　　　yoo（必，オ）＝（／1／sin々！）sin々（／一∬）sin（o渉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（69）

となる。

この式は簡単のためよく用いられているが，共振するときの振幅が無限大となるため実際

の測定との比較ができない。
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§8．おわりに

　両端が固定端の場合について，気柱の長さがスピーカーから発振された音波の波長の

1／2に等しいときに，なぜ共鳴が生じるかを考えてみよう。スピーカーから発振された音

波は，気柱のなかを進行しピストン壁へとむかい，そこで反射される。このとき位相はπだ

け変化する。音波はさらにスピーカー側へ進行し，そこで位相をπ変化させて反射され

る。スピーカーで反射された音波は両端での位相の変化の結果，また，もとの位相になっ

ており，この音波はいまスピーカーから発振されたばかりの音波と重なりながら進行する

ことになる。気柱が波長の1／2の長さであれば，両端で反射された音波は，ちょうど1周

期のあいだに1波長だけずれて進行する波とみなすことができ，その結果，これらは同位

相で重ね合わさった波となり2倍の振幅をもつことになる。同様にして，これらの波が1

往復するごとに，同位相となり，3倍，4倍，…と重ね合わさっていき，大きな音波とな

る。実際は，両端での反射時や進行中の音波の減衰によって有限の振幅となる。このよう

にして共鳴が起こることが理解できる。

　他方，音波の波長の1／4の長さの気柱の場合には，ピストン壁とスピーカーで反射した

音波は，新しくスピーカーから発振した音波と位相がπずれ，これらの音波は重ね合わせ

ても大きくなることができない。

　このような共鳴現象の様子を，数式を用いて統一的に表現することができるようになり，

共鳴現象を波の重ね合わせにもとづくイメージによって理解できるようになった。そこで，

次に，これらの結果をもとに，学生たちにいかに共鳴現象をやさしく教えるかの教材研究

をおこなうことが必要であり，今後の研究課題である。
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