
土 木 学 会 論 文 集No. 519/1-32, 175-184, 1995. 7

 Pasternak基 礎 上 の温度勾配 をもつ

変断面長方形板 の振 動, 座屈 お よび動的安定性
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 本研究 では、 弾性支承 の一種で あるPasternak基 礎 上に置 かれた温度勾配 を もつ変 断面長 方板の振動, 座 屈

および動 的安 定性解析 を行 う. 長方形板 の境界条件 と して は, 単純 支持, 固定お よび自由の組合せ を採用 し, 

Pasternak基 礎剛性, 変 断面パ ラメー タ, 温度パ ラメー タの もとに, Pasternak基 礎 上の温度勾配 をもつ変 断面

長方形板の固有振動特性, 座 屈特性 お よび動的不安 定領 域を明 らかにする. 
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1. ま え が き

 は りや平板 の動 的安定性 の研究 はこれまで数多 く行 わ

れ, 解法および現象 も明確 になってきている. しか し, 

動的安定性 の汎用 的な解法 がないため, 不安定領域 が単

純共振 しか得 られていない ことや, 解析 の自由度 が限定

されている ことなど不十分 な点 が認 め られる. このため, 

複雑 な構造特性 をもつ構造部材 の動的安定性 は+分 に解

析 されていない. 最近, 現時点 で最 も厳密 でかつ計算機

の活用 に適 した動的不安定領域 の解析の新 しい手法の開

発1)に伴 い, 複雑 な構 造特性 を もつ場合 を解 くことが期

待 されている. 

 そこで, 本論文 では複雑 な構造特性 をもつ場合 を解析

する第一段階 と して, 弾性拘束や温度変化 を受 ける変断

面長方形板の動的安定 を明 らか にす る. 弾性拘束, 変断

面 や熱の影響 を考慮 した構造 部材の動的安定性の研究 と

して, Karに よるPasternak基 礎 上の温度 勾配 をもつ変

断 面片 持 ちば り2)の解析 が あ る. Pasternak基 礎 と は

Winkler基 礎 の改良型 の一種 で, 弾性 支承 の上 端 をせん

断層で連結 させる ことに より, 個 々の弾性 支承 の独 立性

を奪 い, 長方形板 の境界部でのたわみの不 連続 の問題 を

解決 した ものであ る3). 動的不安定現象 が生 じるような

片持 ちば りは薄肉材である ことか ら, は りに断面 変形 が

生ず ることが予想 される. したがって, 平板 として解析

す ることが より適切 である. 剛性 が小 さい構造物 をモデ

ル化する場合, 主要 部材 のみな らず2次 部材 を強度部材

に組み込む ことが必要で, Pasternak基 礎 はその1例 で

ある. 

 この ような観点 か ら, 本 論文 で はKarに よって提案

され た問題 を長方形板 に拡張す る. 自由辺 を含む長方形

板 を解析す る場合, 幾何学的境界条件 と力学的境界条件

を満足す る座標関数 を仮定す ることは不可能で ある. し

たが って, 本論文 では幾何学的境界条件のみ を満足す る

座標 関 数 を用 いて解 が得 られ るエ ネ ル ギ-法4)に 基 づ

く, RayleigL-Ritz法 を用 いて固有振動形 を得 る. 次 い

で, 得 られた固有振動形 を用 いて, Hami1tonの 原理 を

適用 し, 時間に関す る係数励振振動型の運 動方程 式に変

換 す る手法 を採用 す る. 動的安定解析 には, Bolotinの

方法5)で得 られ ない結合共 振 も得 られ る解析法1)を採用

し, 動的不安定領域の全体像を得る. 

数値 解析 にお いて, Pasternak基 礎上の温度勾配 をも

つ変断面長方形板 の固有振動特性, 座屈特性 および動的

不安 定領 域 を, 各種 の境 界条件 お よびPasternak基 礎

の剛性, 温度勾配 および変断面 に関 する無次元パ ラメー

タのもとに明 らかにす る、

2. 境 界 条 件 と解 法

Fig. 1に 示す ようなPasternak基 礎上 の温 度勾配 をも

つ 変断面 長方 形板 が, x方 向 に一様 分布 の静 的面 内力

Nx0と 変動面 内力 焼fC0SΩtを 受 ける場合 を考 え る. 本

研究で特 に用 いた仮定 は, 次の とお りである. 
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(1)基 本的仮定

1)変 断面長方形板 は薄板 と仮定 し, 板厚方 向(z方 向)

の応 力成分 を無視 する. 

2)せ ん断層 はせん断変形 のみ抵抗 する厚 さ方向に変形

しない層 であ り3), せ ん断層 剛性 はせん断弾性係数 と層

厚 の積 で表 される. 

3)長 方形板 の板厚 は躍方 向に線 形的 に変化 し, 〃方向

に対 しては一定 である. 

4)温 度勾配 もx=σ の辺 を基準 と してx方 向に線形 的

に変化 し, 〃方 向に関 しては一定 とする. 

5)ボ アソ ン比 りは温度 に無 関係 と し, 弾性 支承 のバ

ネ剛度Ke, せ ん断層剛度K0は 温度の影響 を受 けない. 

(2)境 界条件

 本論文 に採用 した長方形板 の境界条件 は, 次の5種 類

である. 

 CASE I: 全周辺単純 支持, 

 CASE II: 荷重辺単純 支持 ・他対辺 固定, 

 CASEIII: 荷重辺 固定 ・他対辺 単純 支持, 

 CASEIV: 全周辺 固定, 

 CASEV: 一辺 固定 ・他三辺 自由(片 持 ち板). 

ここで, CASEVの 場合, F0と な る辺 を固定す る. 

(3)Hami-tonの 原理 による解法

 Pasternak←基礎上 の温度 勾配 をもつ変断面長方形 板の

ひず みエ ネルギーyは, 変 断面長 方形板 の 曲 げによ る

ひずみエ ネルギ-6), Pasternak基 礎の もつ弾性支承 の

ひずみエネルギーお よびせん断層 のひずみエネルギ-か

ら構成 され る. 本研究 で は, ひずみ エ ネルギ ーy-を 次

の ように定 義す る. 

(1)

ここに, ω: たわみ, D(x)=E(x)h(x)3/12(1-02)板 剛度, 

E(x): ヤ ン グ率, h(x): 板 厚, ひ: ボ アソ ン比, 72=

(∂2/∂0+∂2/∂02), LK, 弾 性 支承 のバ ネ剛度, LKS: せ

ん断層 剛度, x, y: 平板 中央面 の座標 系. 上式 に おい

て温度勾配 の項 はヤ ング率Eに 含 まれている2). 

 変 断面長 方形板 の運 動エ ネルギ ーTと 面 内力に よる

仕事Uは, 次の ように与 えられ る. 

(2)

(3)

ここに, ρ: 板 の密度, Nx=Nx0+Nxt, cosΩt: 面内力(圧

縮 を正 とす る), N00: 静的面 内力, Nxt: 変動面 内力の

振幅, Ω: 変動面内力の円振動数, t: 時 間. 

 一 般解 を次の ように仮定す る. 

W = Tmn (t) Wmn (x y) (4)

ここに, Tmm: 未知 の時間関数, Wmn: 境界条件 を満足

す る座標 関数 本研究 で は, 面 内力を受 けないPaster-

nak基 礎上 の温度勾配 をもつ変断面 長方形板の固有振動

形 を用 いる(Appendix A). 

 一般座標 に関す る運動方程式 を誘導す るために, 

Hamiltonの 原理 を用 いる. すなわち, 

5 Ldt=5 {T-(V-U))dt=0 (5)

ここに, δ00(t0)=δ00(t2)=0. 

次 に, 式(5)の 変分 を行 い, 部分積分 してまとめる

と, 次式 が与 え られる. 

(6)

式(6)に 式(1), (2), (3)を 代入 し, 偏微分 した

後, 0, 0座 標, 時間 お よび面 内力 に関 して無次 元化 す

ると, 一般座標 に関 する運動方程式 が得 られる. 

(Nx0+Nxt COS tT)Bmn f Tmn I- 0 (7)

こ こ に, λδ=N0b2/LO0π2: 座 屈 固 有 値, D)1, h0: x=o

で の 板 剛 度, 板 厚, k10=ρh1ω100b4/LO0π4: Pasternak基

礎 が な い 場 合 の1次 振 動 固 有 値, ω=Ω/ω11, ω11: -

様 断 面 正 方 形 板 の1次 振 動 の 固 有 円 振 動 数, N10=

Nx0/Nxf: 無 次 元 静 的 面 内 力, Nxt=Nxt, /Nxt: 無 次 元 変

動 面 内 力 の 振 幅, N00: 座 屈 荷 重, τ=ω00t: 無 次 元 時 間, 

Aklmn, Blkmn, Clkmn(Appendix B). 

 式(7)を 行 列 表 示 す る と, 次 式 に な る. 

[C] {T) + [A] {T} + (No+Nt cosiT) [B] {T} = {0} ( 8)

Fig. 1 Geometry and co-ordinate system. 
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[ClC{l+(k-1)L n+(m-1)L}=Cmn

式(8)に, [C]の 逆 行列[C]-1を 左 側か ら掛 け る

と次式 にな る. 

[I] {T) + [F] {T} + (No+Nxt costr) [G] {T) {0} (9)

ここに, [F]=[C]-1[A], [0]=[C]-1[LB]. 

 式(9)は 連立のMathieuの 方程式 である. 式(9)

において行列[LI, [F]お よび[0]の 性 質を調 べると, 

[1]は 単位行 列, [F]は 対角 線 に固有 円振動数 の2乗

が並んだ対角行列 である. 行列[0]は 零要素 を多 く含

んでお り, 境界条件 によっては零要素 の配置 および数 が

異な る係数励振行列 である. したが って, 行列. [0]の

行 と列の並 び替 えを行 えば, い くつ かの非零要素 か らな

る小行列 に分割す ることができる. また, 行列[G]の

要素構成 によ り発生 する結合共振の組合せ は各境界条件

に より異 なる7). 境界条件 ごとに説明す ると, 以下の よ

うになる. 

1)CASE I, IIIの 場合: y方 向の振動波形の半波数 が

正弦 波で与え られ るために, y方 向の半波 数 につい ては

連 成 がな い. よって、 式(9)はy方 向の半 波数 πご

とにL個 に分割 され る. 

[I] {Tn) + [Fn] {Tn) + (N 0+N 1 coswz) [GnJ {Tn)

 {o} (10)

こ こ に, [1] [F0], [0]: L×Lの 行 列, 

{T}={Tn Ten ILni

なお, Tijは 固有 円振 動数 ωijおよび固有振 動形Wijを

もつ時間関数 で ある. 時 間関数 為 のサ フィックスiは

x方 向 の振 動波形 の半波数 を表 し, サ フィックスiはy

方 向の振 動波 形の半波数 を表 す. したがってCASE 1, 

IIIの場合, y方 向の半 波数が等 しくなるような固有振動

形 をもつ結合共振が発生す る. 

2)CASEII, IVの 場合: [G]の 要素の半分 は0と な る. 

x, y方 向 とも振動波形が正弦波 で与 え られないために, 

x, y方 向の半波数 で分割す ることが できない. この場合, 

並べ替 え操作 を行 なう. L=4を 考えた16自 由度 を例に

して説明 する. この ときの時間 関数{T}は 次 の ように

なる.

{T} = {T11T12T13T14 T21T22T23T24

T31 T32 T33 T34 T4I T42 T43 T44} T

 この行列[0]の 要素 は, 行 と列の入れ替 えによ り, 2

つの8×8の 正方行列に分 割できる. 

 ここで, [O]を 小行列表 示すると次式 になる. 

[G]=
[G1] [0] 

[0] [C2]
(11)

ここに, [G0], [02]: 8×8の 正方行列, [0]: 8×8の 零

行列. 

 以 上の並 べ替 えの変化 に対 応 した時間 関数{勿 は, 

次の通 りである. 

{T} ={T11T13T31 T33T21 T23 T41 T43

T12 T14T32 T34T22 T24T42 T44) T

 次に, 時間 関数{T}の 変化 に行列[F]を 対応 させ る

ため, 行列[G]の 入れ替 え操作 と同 じ操作 を行列[LF]

で も行 う. 行列[L]は 単位行 列 なので, 時間関数 が入

れ替 って も行列要素 自体 の変化はない. 以上に よって求

まった行列[G], [LF], [刀 を用 いることによ り, 式(9)

は次の2個 に分割 される. 

[Il {T=} +[F]{T1} + (N0+Nr costhv) [Gr]{T=} = {0}

(12)

ここ に, [1], [LFi], [Oi]: 8×8の 行 列, i=1, 2. 

{T}={T 11T13T31T33T21T23T41T43}T,

{T2}= { Tie Ti 4 T32 T34 T22 T24 T42 Tom} T

 時 間関数Tijの サ フィックスiはx方 向の振動 波形の

半波 数 を表 し, サ フィックスjはy方 向の振動波形 の半

波数 を表 す. 

 2つ の 自由度 の組合 せTijとTmn. において, j+n=偶

数 となるような組 み合 わせで分割 され る. したがって, 

y方 向の半波数の和が偶数 となるよ うな結 合共振が発生

する. 

3)CASEVの 場合: 行列[G]の 要素の うち, 半分 は

0で あ る. CASE I～IVと 同様 に, 時 間関数{T}の 順

番 を並 び替 え ることによ り, 行列[0]の 要 素 を零 と非

零の グル-フ にまとめる. CASEVの 行列[0]も, 式

(11)と 同 じ形式の小行列 になる. 

 この ときの並 び替 えに よって, 行列[1]と[F]も

対角行列 になるので, 式(9)は2つ に分割す ることが

でき る. いま, 小行 列[G1]と[G2]の 大 き さが 同 じ

にな るよ うに時間関 数{T}の 要素 を選 ぶ と, 式(9)

は次の ように分割 され る. 

[1] {Tt) + [Fe] {T1} + (N 0+Nxr coswz) [G) {Ti)

={p} (13)

{T1} = { Ti i T21 T13 T23 T31 T33 T41 T15} T 

{T2}=L 12T22T14T32T24T42T34T16} T i=1 2

 上式 において, {T1}はy方 向の変形 がy=∂/2に 対 し

て対称な固有振動形 をもつ 自由度に よって構成 される. 

{T2}はy方 向の変形がy=∂/2に 対 して逆対称 な固有振

動形 を もつ 自由度 に よって構成 され る. CASEVに お

いて, 時 間関数 篇 のサ フ ィックス ゴはx方 向の振動波

形の次数 を意味 し, 片持 ちは りの振 動次数に対応 する. 
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サ フィックスjは 〃方 向の振 動波形 の 次数 を意味 し, j

=1は 両端 自由 はりの並進剛体モ 一 ド, j=2は 回転 の剛

体 モー ドに対応 し, j≧3は 両端 自由は りの曲げ振動 の(j

-2)次 の振動次 数に対応 す る. したが って, 〃方 向の

振動 次数 が偶数, 奇数 となるような結合共振 が発生 する. 

 以上 の処理 によって計算 自由度 を減 らすことができ, 

かつ不安 定領域 の種 類の判 定 を容 易 にす るこ とが でき

る.

 縮小 された式(9)の 一般解 を, 次 のようにフー リエ

級数 を使 って仮定す る. 

(14)

ここに, λ: 未定定数, 60, ak, bκ: 未知 のベ ク トル. 

 式(14)を 式(9)に 代入 し調和バ ラ ンス法 を適用 す

ると, 以下 の様 な代数方程式 が与 え られる. 

([Mo] - [Mi] -2 [M2]) {X} = {0} (15)

ここに, [Mo], [M0], [M2]: 係数行列. 

 い ま, {y}=λ{X}な る新 しいベ ク トル を代入 すれ ば, 

式(15)は2倍 サ イズの固有値 問題 に変換 される1). 

[o] [r]

[M2]1[M01 - [M2]1[M11

x 

Y

X1 
Yj (16)

こ こに, {X}={b0∂162… α0α0…}T. 

3. 計 算 パ ラ メー タ

x=α での板剛度D1, 板 厚h1, ヤング率E1を 用い ると, 

断面内のx点 における諸値 は次 のように設定 される7). 

 h() =h1 {1 +/8*(1-)} =h1G()

 E() =E1{1-o(1-e)} =E1T() 

D()=D1{1-o(1-)} {1+0*(1-)}3 

 -D1T()G()3-D1S() -x/a

ここに, 0(ξ), T(ξ), S(ξ): ξの関数. 

変断面 パ ラメー タ β*の存在 に よって板厚 は増大 し, 

温度パ ラメー タ δの存在 によってヤ ング率 は低 下す る. 

長方 形板 の縦横比 β=o/∂ と し, Pasternak基 礎 を表す

定数 として は, 無次元バ ネ定数 礎, 無次元 せ ん断層定

数 熔 を用い る(Appendix A). なお, 本研究 ではパ ラ

メー タβ*, δ, ke*およびke*の 大 きさ は文献2)と 同 じ

とす る. 

4. 固 有 振 動 特 性

(1)収 束性の検討

数値解析 の前に, AppendixAで 示 した本解 法の解の

収束性 を, 全周辺単純支持(CASEI)の 場合で検討す

る. 温度勾配 を もつ変断面正方形板(β*=0. 6, δ=0. 8)

に対 して, Pasternak基 礎 がない場合(κ*e=κ*s=0. 0)

とあ る場合(κ*e=κ*s=2. 0)で, 採用 した項 数NVに 伴 う

固有振動 数 賜 の収束状況 をFig. 2(a), (b)に 示す. 

両図 は, ともに4次 の固有振動数 を表す. いずれの場合

も収束 に3項 程度 を必要 と し, 他の境界条件 において も

解の収束性 は良好で ある. したが って, 本解法で は解析

に10項 近似 を採用す る. 

(2)数 値結果 の妥当性

本研 究 の解 析 が有 効 で あ るか ど うか を検 討 す る. 

Pasternak基 礎上の温度勾配 をもつ変断面長方形板の比

較解 を得 るこ とは困難なので, Pasternak基 礎がな い一

様断面正方形板で比較す る, 

Table1は, 本解 法 によるCASEI～Vの 正方 形板

の4次 の固有振 動数 と文献8), 9)に よる解 を表す. こ

こで, 文 献8), 9)は 解 法 と して, CASEI-IVは

Galerkin法, CASEVは 重ね合せ法 を採用 してい る. 

これに より, CASEI～Vと も1%以 内の相対誤差 で

一致す ることが確か められ る. 

(3)変 断面パ ラメー タと温度パ ラメ-タ の影響

Fig. 3(a)は, 全周辺 単純支持正方形板(CASEI)

の 無次元 固有振 動 数 賜 と変断 面パ ラメ-タ β*の 関 係

を示す. 図中の実線 は, Pasternak基 礎が ない場合(ke*

=ks*=0. 0)で, 点線 はPasternak基 礎 があ る場合(ke*

=ks*=2. 0)を 表 す. 基礎 の有無 に関わ らず, β*が増 大

Fig. 2 Convergence of natural frequencies: CASE I, B=1.0,

B*=0.6, o=0.8 and N, =0.0.

(a) Ke* - 0 0 Ks* -0 0 (b) Ke* 0 2 0 KS* -2 0

Table 1 Natural frequencies of square plate: CASE I,

/3=1 0 Q*=o=ice =S =00 and
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す るに したが って固有振動数 は増加 し, β*の 増加 の割

合 は高 次振動 になるほど大 き くなる. 

Fig. 3(b)は, 全周辺単純支持正方形板(CASE I)

の無次元 固有振動数r2vと 温 度パ ラメー タ δの関係 を示

す. 図中の実線 は, Pasternak基 礎が ない場合(ke*=ke*

=o. 0)で, 点線、はPasternak基 礎 があ る場合(ke*=ke*

=2. 0)を 示 す. 基礎 の有 無 に関わ らず, δが増 大す る

に したが って固有振動数 は低下 し, δの減少の割合 は高

次振動 になるほど大 き くなる. なお, 本論文 で考慮 して

い るすべ ての境界条件 にお いて, β*と δは固有振動数

に同様 な影響 を及 ぼす. 

 変断面パ ラメー タβ*と 温度パ ラメ-タ δが固有振動

形 に与 える影 響 をFig. 4に 示 す. Fi9. 4は, Pasternak

基礎 がない正方形板(β=1. 0, κ*s=ke*=o. 0)のy=δ/2

に お け るx方 向. の1次 振 動 の 固有 振 動 形 を表 わ す

(CASEV). 図面の縦軸wは 最大 たわみで無次元化 し

た たわみで, 横軸 ξは長方形板 の η=1/2に お ける板 の

断面 に沿 う座標系 であ る. したがって, β*お よび δが

存在 しない一様 断面正 方形板 の場 合, ξ=0. 5でW=1

となる. 正方形板が変断面 になる と, 振動形の腹 が板厚

の薄 い方へ移動す る. 一方, 温度勾配 をもつ と振動形の

腹が温度の高 い方へ移動す る. これ は, 振動形の腹が剛

性 の低 下す る側 に移動す るた めで, β*と δが同時 に存

在す る場合, これ らの効果 は相殺 されて小 さくなる. こ

れ は, δに よる固有 振動数 の減少 を断面 を厚 くする こと

で カバ ーで きることを示す ものである. 層

(4)Pastemak基 礎 パラ メ-タke*, ke*の 影響

 Fig. 5, 6にPasternak基 礎上 の正 方形板(Fig. 5: 

cAsE I, Fig. 6: CAsEV)の 固有振動 特性 を示 す. 

Fig. 3 Natural frequencies of square plate: CASE I, /9=1.0 

 and

(a)5-0. 8 (b)+ -0. 6

Fig. 4 Vibration modes: CASEN, 6=1. 0, e =s =0 0 

 and

Fig. 5 Properties of Pasternak foundation: CASE I $ 1. 0, 

6*=0. 6, 5=0. 8 and Nxo=0. 0. 

(a) la1ic founclafaon 

 parameter. xe*

(b) shearlayer 

parameter. xs*

Fig. 6 Properties of Pasternak foundation: CASE I=10, 

 /9*=0 6 8=0 8 and

(a)elastic foundation 

 parameter Ke

Nlayer 

 parameter xs. 
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両 図の縦軸 ω は無次元 円振動数(β*=δ=κ*e=ks*=0.0

の場合 の1次 の固有 円振動 数で無次元化)で, 横軸 κe*, 

κe*はそれぞれPasternak基 礎 の剛性パ ラメ-タ で ある. 

κe*=O. 0は せん断層 が 無 いWinkler基 礎 に相当 す る. 

Fig. 5, 6か ら明 らか な ように, Ke*とKe*は と もに固有

振動 数 を増 加 させ る. 振 動次数 が高次 に なる につ れ て

κe*の影響は少な くなるが, Ke*の影響 は逆 に大 きくなる. 

κe*の項 は式(1)の ように たわみ角 との積 で与 え られ

るため, 高次 ほど効 いて くる. な お, Karの 論文2)によ

ればせ ん断層の効果 は構造物の剛性 を低下 させ る結果 と

なっているが, これ は数値結果の誤 りと判断 される. 

 CASE IとCASEVで はPasternak基 礎定 数の効果

に大 きな差が見 られ る. これ は, 境界条件 に自由辺 が入 っ

てくると平板 の剛性 が減小す るため に, Pasternak基 礎

の剛性の効果 が相対的 に大 きくなるか らである. 

5. 座 屈 特 性

 固有振動特性 と同様 に, Pasternak基 礎 がな い一様断

面正方 形板で, Appendix Aで 示 した数値 解の妥当性 を

検 討す る. Table 2に, 本 解法 に よるCASE I～IVの

座 屈荷重 とGalerkin法 による解8)を表示す る. Table 2

より, 1%以 内の相対 誤差で一致 する ことが確か め られ

た. 

 Fig. 7, 8は, CASE IのPasternak基 礎 上の温度勾

配 をもつ変断面長方形板 の座屈曲線 である. 両 図の縦軸

は座屈 固有値(λ δ=Nxb2/Dπ2)で, 横軸 は縦横 比 βで

ある. 

 Fig. 7は, 変 断面 パ ラメ-タ β*と 温度パ ラメー タ δ

が座屈 曲線 に与 え る影響 を示す. β*が座 屈固有値 を大

きく し, δが座 屈固有値 を小 さ くする. 両方のパ ラメー

タが同時 に存在す る場合, 互 いの影響が相殺 される. 

Fig. 8は, Pasternak基 礎 のある場 合, (κKe*=κKe*=2. 0), 

Wink1er基 礎 のあ る場 合(Ke*=2. 0, Ke*=0. 0)お よび

基礎無 しの場 合(Ke*=Ke*=0. 0)の 座屈 曲線 を示す. 基

礎パ ラメ-タKe*, Ke*に よ り, 座屈固有値 は増大す る. 

 図中 のMは, z方 向の半波 数 を表 し, 縦 横比 βの変

化に より長方形板の座屈パ ターンが異 なる. 

6. 動 的 不 安 定 領 域

(1)境 界条件の影響

 不安定領域の種類 には, 励振振動数が系の固有円振動

数の2倍 の整数 分の1で 生 じる単純共振2ωij/κ と, 励

振振 動数の2個 の固有円振動数の和あ るい は差の整数分

のlで 生 じる結合共 振(ωij± ωmn)/κがある. いずれ も

k=1の 場合 を主不安定 領域 といい, κ≧2を 副不安定領

域 とい う10). 

 不 安定 領域 の種類 は各 境界条 件 に よっ て異 な り, 式

(9)の 係数励振行列[0]の 要素構成に よって定まる. 

行列[G]の 要素 はすべて0で はないので, 対角線 要素

Table 2 Buckling eigenvalues of square plate: B=1.0 and 

 6*=Ke =KS =0. 0. 

Fig. 7 Buckling curves: CASE I and Ke =KS =2.0. 

Fig. 8 Buckling curves: CASE I and 19*=5=0.0. 

Table 3 Possible combination resonances. 
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齢 か ら定 まる単純 共振 と, 非 対角線 要素fijκか ら定 ま

る結合共振 が存在 しうる. 本論文 に使用 した解析法 によ

る と, glkとgikjの 符 号 が同 じで あるか ら, 和 型 の結合

共振 のみが存在 す る10). 結合共 振の組合せ は各境界条件

で異な り, Table 3で 示 される ような結合共振 が存在す

る. 

Flig. 9, 10は, Pasternak基 礎上 に置 かれた, 温度勾

配 をもつ全周辺単純支持(CASE I), 全周辺固定(CASE

IV)の 変断面正方形板が変動面内力 を受 ける場合の不安

定領 域(β=1. 0, β*=0. 6, δ=0. 8, Ke*=Ke*=2. 0, NV0F

0. 5)を 示 す. 図 中の縦 軸 は, Pasternak基 礎 がない場

合 の座屈荷重で無次元化 した変動面 内力の振 幅 ハら, で あ

る. 横軸 は, 静的面内力Ke*の ときの1次 あ固有円振動

数 で無 次元化 した励振 振動数 の であ る. 図中の右上 が

りの斜線部が単純 共振の不安定領域 を意味す る. これ ら

の 図に示す よ うに, 単純共 振の主 不安定領 域2ωfjが 卓

越す る. また, 図中の不安定領域 は, 無次元変動面内力

Nh, =0. 5に おけ る無次元 励振振 動数Wの 幅 が0. 1以 上

の もの をプロッ トしているので, 結合共振の ように実際

には存在 してい るが不安 定領 域幅の狭 い不安 定領域(Ke*

=0. 5で 幅0. 1以 下)は 省 略 してい る. これ らの図中の

斜線部にパ ラメータ(Mxy, w)が 含 まれる場 合に, 長方

形板に面外振動が発生 し範囲内では振動 は発散 する. ま

た, 温度勾配 や変断面の影響 を考慮 しな い, Pasternak

基 礎上 の一様 断面正方形板 の場 合6)では, 単純 共振 およ

び結 合共振 の主不安 定領域{2WIj/k, (ωij+ωmn)/h; κ=1}

の他 に, 単純共 振 の副不安 定領 域{2wij, h≧2}が 存

在 する. 

(2)変 断面 パラメータ と温度パ ラメータの影響

Fig. 11, 12は, CASEVの 片持 ち正方形板 の不 安定

領域 を表す. Fig. 11の パ ラメ-タ の設 定 は(β*=0. 6, 

δ=0. o)で あ り, Fig. 12の パ ラメ-タ の設定 は(β*=

0.0, δ=0. 8)で あ る. 両図 の縦軸 は, 無次 元変動 面内

力Nxtで あ り, 横 軸 は無次元励振振 動数 めである. なお, 

図中 の右上 が りの斜 線部 が単純共 振 の不 安定 領域 を表

し, 右下が りの斜線部が結合共振の不安定領 域 を表 す、

 Fig. 11に 表れ る不安定領域 はy=δ/2に 対 して対称 な

固有振動形の固有振動数に よって形 成 されている. 不安

定 領域 には単純共 振 の主不 安定領域2ωijと 結 合共振 の

主 不安定領 域 ωfj+ωmn. が あ り, 結 合共振 よ り単純共振

の方が不安 定領域 の幅 が広 い. Fig. 12に 表 れる不 安定

領 域 はy=b/2に 対 して対称 ・逆対称 の固有振 動形か ら

形成 され る. Fig. 11と 同様 に, 単純共振 と結合 共振の

Fig. 9 Unstable regions: CASE I, j=1. 0l3*=0. 6, o=0. 8, 

 ice =, c =2. 0, N 1=O. 5 and N.=0. 0. 

Fig. 10 Unstable regions: CASEIV, j=1. 0l3*=0. 6, o=0. 8, 

 e =, c =2. 0, Nit=0. 5 and N=0. 0. 

Fig. 11 Unstable regions: CASEIV, /3 1. 0, /3*=0. 6, o=0. 0, 

 e = acs =0. 0, N 0. 5 and N00. 0. 

Fig. 12 Unstable regions: CASE V, /3=1. 0, / * =0. 0, 5=0. 8, 

 e =s =0. 0, N=0. 5 and N, =0. 0. 
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両方が存在 し, 単純共振 には主不安定領域 のほかに副不

安定領域 ω0が 現 れている. なお, Karに よるー解析2)では, 

は りと して 近似 して いる ため, ω, 1の よう に 〃方 向 の

モー ドが剛 体 モー ドの場 合 の み が得 られ る. ま た, 

Bo10tinの 方法 を用いて いるため, ω11+ω20の ような結

合共振 を得 ることができない. 

 温度勾配パ ラメータが存在す ると固有振動数が小 さ く

なるので, それに伴 い不安定領域 も: Fig. 11に 比べ のの

低 い位置で発生す る. また, 不安定領域の幅 も増加す る. 

 Fig. 13は 温 度 勾 配 を もつ 変 断 面 片 持 ち正 方 形 板

(CASE I)の 不安 定領域 に及 ぼす変 断面パ ラメー タ

β*, 温度パ ラメー タ δの影 響 を表 したもので ある. こ

こで, 不 安定領域 は無次元 変動面内力NVFO. 5で 求め

て いる. 変断面パ ラメータが大 きくなるほど正方形板の

板厚 が増 し, 剛性 が大 き くなるので不安定領域幅 は狭 く

なる安定化効果 をもつ. 逆 に温度パ ラメータが大 き くな

る程 ヤング率 が低下 し, 剛性 が小 さ くなるので不安定領

域幅 が広 くなる不安定化効果 をもつ. 

(3)Pasternak基 礎 パラメ-タ 礎, 認 の影響

Fig. 14(a), (b)に, 全周辺 単純 支持正方形板(CASE

I)に つ いて, Winkler基 礎(耀=0. 0)とPasternak

基礎(耀=2. 0)の2つ の場合で, 変動面 内力 ハら, =0. 5

にお ける不安定領域 幅 の と無 次元バ ネ定数 耀 との関係

を示す. 不安定領 域の幅 はPasternak基 礎(κ ず=2. o)

の方 が狭 く, 罐 の増大 に伴 って不安 定領域 の幅 は狭 く

な る. したが って, Pasternak基 礎パ ラメ-タ 礎, 熔

は不安定領域 を狭 くす る安定化効果 をもつ. 

7. 結 論

 本論文 は, Pasternak基 礎上の温度勾配 を もつ変断面

長方形 板 の固 有振 動, 座 屈特性 お よび動的安 定性 を, 

Pasternak基 礎, 温 度勾配 および変断面パ ラメ-タ の も

とに明 らか にした もので ある. 得 られ た結果 をま とめ る

と

1)本 論文で採用 したRayleigh-Ritz法 で得 られた固有

振動形 を もとにHami1tonの 原 理 を用 いて, Pasternak

基礎上の温度勾配 をもつ変断面長方形板の動的安定問題

をモ ー ド毎 の一一般座 標 に関す る運動方程 式 に変換 で き

た. 

2) Pasternak基 礎 上の温度勾配 をもつ変 断面長 方形板

の不安定領域の種類 は, 単純共振 と結合共振が存在す る. 

しか し, 結合共振 は, 単純共振 に比べて不安定領域の幅

は狭 い. 

3) はりを平板に拡張す ることによる片持ち長方形板と

しての解析 より, はりの曲 げモー ド以外の不安定領域 も

現れ ることを示 した. 

4)Pasternak基 礎のせん断層評価 につ いて は, 文 献2)

の結果 と逆の結果が得 られ たが, せん断層 は剛性 に寄与

す るため, 本論文 によって得 られ た結果が妥当で ある. 

 最後 に, 本研究の数値計算 には長崎大学総合情報処理

セ ンターの電子計算 機FACOM VP-120oモ デル10を

使用 した ことを付記す る. 

Fig. 13 Variation of unstable regions: CASE I6=1. 0, 

 ice =xs =2. 0, Nit=0. 5 and N. )=0. 0. 

(a) 8 - 0. 8 (b) 1-0. 6

Fig. 14 Unstable regions: CASE6=1. 09 *o=0. 0, 

 N=0. 5 and ]O. 0. 

(a)VVnk1er foundatin 

 (K;0.0)
(b)Pastemak foundation 

 (K;2. 0)
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Appendix A Ritz法 に よ る 固 有 振 動 解 析 お よび 座

屈解 析

式(1)お よび式(3)よ り, 全 ポテンシャルエ ネル

ギーWは 以下の ようにな る. 

W(w) = V(w) - U(w) (A-1)

 固有振動 お よび座屈解析 のため に, 上式 において 凡, 

=0と する. 式(A-1)の 一般解 を次の ように仮定す る. 

w- >Amnhm( )lij(f)eit (A2)

ここに, hm, h0: CASE I～Wで は, は りの座屈波形, 

CASEVで は, は りの固有振 動形(Appendix C), Amn 

: 未定定数, ω: 固有円振動数. 

 無 次元化 した式(A-1)お よび式(2)に 式(A-2)

を代入 し, Rayleigh-Ritz法 を適用す ると次式 が得 られ

る. 

 2Amn (Emrns - AvFmrns-N0Gmrns)

=0 (A-3)

こ こ に, 

: 固 有 関 数 の 定 積 分(Appendix C)(m, π, 7, s=1, 2, 

, NV). 

こ こ に, ke*=keb4/L)1π4: 無 次 元 バ ネ 定 数, Ke*=

Ks∂2/L)lπ2: 無 次 元 せ ん 断 層 定 数. 

 式(A-3)は 次 の よ うに 行 列表 示 され る. 

([E] - Av [l -N 0 [G]) {x} {0} (A-4)

[El=E{s+(r-1)N n+(m-1)N}=Emrns, 

[F] =F{s+ (r-1)N n+ (m-1)N} =Fms, 

[G] = G{s+ (r-1)N n+ (m-1)N} = Gms, 

{x} {A11A12A13A1NA21AINANN} T. 

Nx0=0と お けば, 自由振動 の固有値 λ, が得 られる. ま

た, ん=0と お けば, nx0=λ δの座屈 の固有値 が得 られる. 

数値解析 において, 式(A-4)は 行列の固有値問題 に変

換 される. ベ ク トル{X}を 用 いて, 1次, 2次, …, NV

次の固有振動形 を得 る ことができる. 

Wmn= >ap sinmireaq sinn7ri, (CASE I ) 
 b=1 n=1

Wmn = >2a p s in mir X

aq{cos(q-1)7r77-cos(q+1)7r7)}, (CASE IT)

Wmn= ap{cos (p-1)7t-cos (p+1)7r} X 
 b=1

aq sinnirij, ( CASE III )

Wmn= a(cos(p-1)7r-cos(p+1)7re} x

 aq {cos (q-1) 7ri - cos (q+ 1) 7r7}(CASEIV )

Wmn- apXp() aQYq()(CASEY) 
 b=1 n=1

 ここに, ξ=x/α, η=y/b, ろ: 片 持 ちば りの固有振

動 形, %: 両端 自由 ば りの固有 振動形, Ke*, Ke*: 自由

振動解析 か ら得 られるモ-ド 定数. 

Appendix B定 積 分 ⊿Ke*, BKe*, CKe*-

+ /C JiJI Wmn Wkld d7)

+A f 1 11{VmnVkl, e+WmnWkl, 4ddT), 1
2, E, 0 o 

Bmn=J n1 f 1Wmn, EWkl, eddr), 

Cmn 
0 0 G () Wmn Wk, dedr7, 

Wuv= amhm > anhn, Wuv, en -amhm 2 anhn, 

Wuv, ee- amhm anhn, Wuv, nn- amhm anii
 m=1 n=1 n, = M-

Wuv amh j, anhn, Wuv, n - amhm > anhn, 
 m=1 n=1 m=1 n=1

σKe*, Ke*: モ ー ド定 数, Ke*, Ke*, Ke*, Ke*, Ke*, Ke*(Appendix

C). (Ke*, η, k, l, z6, v=1, 2, …, NV)

Appendix Cは りの 固 有 関 数 の 定 積 分

Imr-J S()hmhrd, Irnr= IS/2j21,

Imr J S()hmhyd, Imr-J S()h'mhrd

Imr= J, S(e) hmhde, Imr= Jhhd,

Imr= hmhrd, Imr= iI(Thmh1r(1

Ps- o hnhsdT1, s= o hnhsdr), Ps= [hnhsd17,
r= hnfri, sr]Ins= f'iii
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1)CASE I～IVの 場 合

hm ( ) = s inmir (CASE I H) hr() = s innr (CASE I H), 

hm()=cos(m-1)ir-cos(m+l)ir(CASEf 1V)

hy() = cos (r-1) irk-cos (r+ 1) 7r(CASEIIN)

hn(n) =sinner (CASE I III) hS(V) =sins7r1)(CASE I III), 

hn(a)=cos(n-1)1r1-cos(n+1)jn (CASE II N), 

hs(i)=cos(s-1)iri -cos(s+l)7r17(CASEII IV). 

2)CASEVの 場合

hm=cosAma-coshAma+am(sinAma-sinhAma), 

hr cosAra-coshAra+ar(s. inAra-sinhAra), 

h=1 h2-V(1-217), 

hn = cos h unbr - cos unbr -3n (s inh unb7 + s inunbr), 

hs=cosh i bra-cos usbr!-f3S(sinh t bra+sinpsb17),

(n, s z 3)

ここに, rmα, rrα: 片持 ちば りの振動 固有値, μ0b, μ0わ

: 両 端 自 由 ば りの振 動 固有 値(m, n, r, s=1, 2, …, N>)
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 (1994-9-26受 付)

 VIBRATION, BUCKLING AND DYNAMIC STABILITY OF A NON-UNIFORM 

RECTANGULAR CANTILEVER PLATE WITH THERMAL GRADIENT RESTING 

 ON A PASTERNAK FOUNDATION

Kazuo TAKAHASHI, Hisaaki FURUTANI, Tomohiro SONODA 

 and Yoshihiro NATSUAKI

 The vibration, buckling and dynamic stability of a non-uniform rectangular plate on a Pasternak foundation 

under the action of a pulsating in-plane load, iss studied. The small deflection theory of the thin plate is used. This 

problem is solved by using the Hamilton principle to drive time variables. The dynamic stability is solved by the 
harmonic balance method. 

 Natural frequencies and buckling properties are shown at first. Then, regions of instability which contain simple 

parametric resonances and combination resonances are discussed for various boundary conditions and parameters 
of Pasternak foundation, non-uniform cross-section and thermal gradient. 
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