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変動軸力と面内変動荷重を受ける

偏平ケーブルの非線形振動の補足
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 本研究は, 周期的変動軸力(係数励振力)と面内周期的変動荷重を同時に受ける偏平ケーブルの非線形振動

に及ぼす, 周期的変動軸力と面内周期的変動荷重間の加振振動数比の影響および過渡振動の影響を評価したも

のである. これより, 加振振動数比は, ケーブルの分岐応答および主共振の応答に影響を及ぼすことを明らか

にした. さらに, 平均法による過渡振動の解析の精度は良好で, 過渡振動の振幅は定常振動の約1. 5倍になる

ことを示した. 
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1. まえがき

 斜張橋の主桁もしくは塔が風荷重や走行荷重によっ

て振動すると, 支持ケーブルに振幅の大きな局部振動

が発生することが指摘されている. この振動の原因に

ケーブルと桁の連成振動の内部共振, 係数励振振動問

題などが考えられ, いくつかの研究が見られる(文 献

1)の文献参照). 

 著者らは, 文献1)で 周期的変動軸力(係 数励振力)

を受けるケーブルの非線形応答を明らかにしている. 

さらに, 周期的変動軸力と面内周期的変動荷重が同時

に作用する場合のケーブルの非線形応答特性をサグ比, 

変動軸力の振幅および減衰定数からなるパラメータの

もとに解析的に明らかにした1). しかし, 周期的変動

軸力と面内周期的変動荷重の加振振動数比が1の 場合

のみ取り扱っている. 最近の研究によれば周期的変動

軸力と面内周期的変動荷重を受ける非線形振動系の応

答解析が進められており2洞, またガイタワーのケー

ブルの風による応答と周期的変動軸力の作用による係

数励振振動の連成も取り扱われるようになってい

る4). 文献2)に よれば, 加振振動数比は非線形振動系

の応答特性に影響を及ぼすことが示されている. また, 

斜張橋ケーブルが周期的支点変動を受ける場合にケー

ブルに支点変動の2倍 の振動数をもつ係数励振力が作

用することが知られている 粉. したがって, 応答に及

ぼす影響が大きいと予想される加振振動数比が2の 場

合を解析する. 

 また, 係数励振振動を含めた非線形振動の研究のほ

とんどは定常振動に注目している. しかし, 土木構造

物に現れる振動は過渡振動であることが多く, 過渡振

動の影響を評価しておくことが必要である. 

 そこで, 本研究では周期的変動軸力と面内周期的変

動荷重の加振振動数比が2の 場合の偏平ケーブルを解

析する. はじめに加振振動数比が2の 場合の応答特性

を各種のパラメータのもとに解析し, 1の場合と比較

する. 次いで非線形振動系の過渡振動が取り扱い可能

な平均法を用いて解析し, 過渡振動の影響を評価する. 

2. 解法1)

 偏平ケーブル(サグ比γ=fμ<1/8)が 周期的変動

軸力Hcsγ Ωyと面内周期的変動荷重pcos(Ω2+ψ)

を受ける場合について考える. 文献1)と 同様に系を1

自由度系と仮定すると, 次のケーブル中央点の応答を

表す時間に関する運動方程式が得られる. 

P+2hw1P+w12P+C1Ht cosvP  (1) 

+C2P2+C3P3=C4p0cos(CVZ+q)

331



 ここに, P(τ): 時間関数Wξ: ケーブルの1次 振動

の固有振動形, ξ=x/1, x: 支点からの水平距離1: ス

パン長, ω1=η1/πη011次 振動の無次元固有円振動

数 ηo=Hπ2222: 弦の1次 の固有円振動数M: 

ケーブルの質量, 77=H/H, : 無次元変動軸力の振

幅, Ht: 周期的変動軸力の振幅, He: 初期水平張力, h: 

減衰定数, τ=not: 無次元時間, w=Ω/ηo: 周期的変

動荷重の無次元円振動数 Ω: 周期的変動荷重の円振動

数, γw: 周期 的変 動 軸力 の無次 元 円振動数, 

CI=4/72aC2=12yIbIcdC3=Ib2Id/2

C4=IlIaic2Ia=1W2dIb=iWi2d
 00

1=0WdId=k2/(1+8y2)Ia72, p0p0/He, 
γ=fe: サ グ 比, f=ケ ー ブ ル の サ グ, 

π=EA/He 1縦波一横波伝播速度比, E: ケーブル

のヤング率, A: 断面積, φ: 位相角. 

 γ=1の場合は, 文献1)に おいて報告している. こ

こでは, γ=2の 場合を解析する. 式(1)には, 周期的

変動軸力の項と面内周期的変動荷重の項が含まれる. 

前者より2あ=2ω1で 主不安定振動, 2W=ω1で 副不安

定振動が生ずることから, 主および副不安定振動が固

有円振動数および固有円振動数の半分付近に生じるこ

とになる. また, 後者より各種の高調波共振および分

数調波共振が生ずるが, ここでは主共振および1/2分

数調波共振のみを対象とする. これらの共振は固有円

振動数付近および固有円振動数の2倍 付近に生じる. 

γ=2の 場合, 主共振を除くとこれらはいずれも分岐

振動であり, これらを解析するために, 式(1)の解を次

のように仮定する. 

+c1coscvz-+slsinwz-

+c2cos2wz+s2sin2wz

(2)

 こ こに, CO, 01, S1: 付 随調波成分, 01/2, S1/2: 固有 円

振動数の2倍 付近に生ずる分岐調波成分, C2, 52: 固有

円振動数の1/2付 近に生ずる分岐調波成分. 

また, 式(2)は次式のように書き換えられる. 

+Acos(wz-q
+AZcos(2uoz-p2)

(3)

 こ こ に, Al=C12+512: 付 随 応 答 成 分, 

A1/2= C1/22+22, A2= 022+522: 分 岐 応 答 成

分 ψ1/2=tan-(51/2/C1/2), ψ1=ta1(S1/C1), 

ψ2=tan-1(52/c2): 位 相 差. 

 式(2)を式(1)に代入 して、平均法を適用すれば, 7個

の平均化方程式が得られる. 

+J1c0C112S112c1sC2S2=0 (4)

+f2C0C12S12C1S1C2S2=O (5)

+f3c0C1125172c1s1C2S2=0 (6)

+f4(COc112s11)p0sing=0 (7)

+fsc0c112s112c1s1c2S2-p0Cosp=0 (8)

+f6C0C1125112c1s1C2S2=0 (9)
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+f7C0C112S112C1s1C2S2=0 (10)

ここに, f1: CO, Cl/2, 51/2, Cl, 51, C2お よび52の 関数.

 過渡 振動の応答は, 式(4)～ 式(10)の7個 の1階 連

立非線形方程式にRung-Kutta・Gill法 を適用 し, 各

振幅成分を求め, これ らを式(2)に 代 入す ることによ

って求められる. 

 また, 時間が十分経過した場合の定常解を求める場

合には7個 の1階 連立非線形方程式において, 

(11}

であるから, 非線形連立代数方程式となる. これらの

式にNewto-Raphsn法 を用いて, 仮定した初期値の

もとに解けば, 振幅成分が得られる. 

 式(1)を直接数値積分するためには, 式(1)において, 

H)=T1, P=T2と おくと, 次式の2元 連立の1階 非

線形常微分方程式に変換することができる. 

T=T2
T2=-2hw1T2-wlT+C1HtcosvczT
-C2T2-C3T3+C4pos(r+c)

(12)

式(12)に, Runge-Kutta-Gill法 を適用して直接数値積

分すれば, 時間応答が得られる. 初期条件として, 初

期変位写および初期速度うに値を与える. 

3. 周期的変動軸力と面内変動荷重が同時に作用する

 場合の応答特性

(1)周期的変動軸力と面内周期的変動荷重の加振振動

 数比の影響

 図一1お よび2は, サグ比 γ=0. 01の 偏平ケーブル

(縦波・横波伝播・速度比加30, 減衰定数 加0. 005)で

周期的変動軸力と面内変動荷重の加振振動数比が1と

2の場合(周 期的変動軸力の振幅H, =0. 6, 面内周期

的変動荷重の振幅戸o=0. 1, 位相角φ=0)の 応答曲線

を示す. 縦軸は, 無次元応答振幅A1, A2, 絢2で, 横

軸は, 無次元加振円振動数あである. 図中, 破線は周

期的変動軸力の影響を受けて増大もしくは発生した分

岐応答を示している. γ=1の場合には, 強制振動によ

って生ずる1/2分 数調波共振と主不安定領域が同じ固

有円振動数の2倍 の振動数領域(δ=2ω1=2. 4近

傍)で 発生する. これに対し, γ=2の 場合には, 1/2

分数調波共振が単独に生ずる. しかし, 主共振領域

(δ=12付 近)で主調波応答に加えて, 主不安定領域の

分岐応答が発生 し, また固有円振動数の1/2付 近

(δ=0. 6付近)で 副不安定領域が単独に現れる. 

 図一1お よび2の 比較により, δ=2ω1付 近に生ず

るA1/2の応答は係数励振振動の影響が支配的である. 

これに対して, δ=ω1付 近に生ずる主共振Alに つい

ては強制振動の影響がγ=1, 2い ずれの場合も支配的

である. 

図-1γ=2の 場合の応答曲線

(y=O. O1k=30, w1=1. 21=0. 005, Ht=0. 6

 po=01b=0)

図一2 γ=1の 場合の応答曲線

(7=0. 01, k=30, w1=L21, =0. 005, Hr=0. 6, 

 ho=1, 0=0)
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(2)周期的変動軸力の振幅の影響

 図-3お よび4は, サグ比 γ=0. 01, 0. 03の 偏平ケ
ーブル(縦 波・横波伝播速度比拠30, 減衰定数乃=

0. 005)に ついて, 周期的変動軸力の振幅を変化させた

場合の応答曲線を示す. なお, 面内周期的変動荷重(位

相角φ=0)の 振幅Poは 各サグ比について静的応答

σ=α0の 時の応答)がスパン4の1/100程 度になるよ

うに設定 してある. 実線 破線および一点破線は, 

それぞれ, 周期的変動軸力の振幅Hf=0. 0, 0. 3, 0. 6

の場合の解析解を表す. これらの図より, サグ比の大

きさに関わらず変動軸力が大きくなると主調波応答の

振幅が減少する. 

 1/2分 数調波共振については, 周期的変動軸力の振

幅による影響は現れず, 1/2分数調波共振は係数励振

振動と無関係に生じている. また, 周期的変動軸力の

振幅瓦 が大きくなると副不安定領域の幅が広くなる. 

4-過 渡振動の影響

 図-5は, サグ比γ=0. 03の 偏平ケーブル(縦 波横

波伝播速度比F30, 減衰定数HF=0. 005)に 突然 周期

的変動軸力と面内周期的変動荷重が作用した場合(周

期的変動軸力の振幅H=0. 1, 面内周期的変動荷重の

振幅Po=0. 1, 加振振動数比γ=1, 位相角φ=0)の 過

渡振動の応答を示している. ○, □は, 初変位およ

び初速度がともに零のもとに式(4)～(10)の平均化方程

式から得られた0～200無 次元時間における最大応答

である. なお○, □の応答は, それぞれ定常状態となっ

た場合に周期727の 解に対応する. なお, 式(2)に示

すように平均法では周期7と2N'の 解のみを仮定して

いる. 一方 ●(T)および■(2T)は, 直接数値積分して

得られた0～200無 次元時間における過渡振動の最大

応答を示している. なお, 平均法も直接数値積分も1/2

分数調波共振近傍における過渡振動の最大応答を求め

るために, 初期値7(0)=0. 01を与えている. また, 比

較対照のために時間が十分経過した場合の定常解を実

線で示す. 過渡振動における振幅は定常振動の1. 5倍

ほどの大きさとなる. 

 図一6お よび7は δ=18に おける平均法により求

めた0～200無 次元時間の過渡振動波形と直接数値積

分による過渡振動波形を比較したものである. 過渡振

動はうなりを伴った波形を示す. 両者を比較すると振

幅も波形もよく一致する. 図-5か ら明らかなように

周期7の 成分が強い主共振近傍や周期2Nの 成分が強

い1/2分 数調波共振近傍では, 波形も振幅も直接数値

積分による解と一致し, 平均法による解の精度は十分

図一3応 答に及ぼす変動軸力の振幅の影響

(7=0. 0130, cv1=1. 21, 1=0. 005, po=0. 1,

 v=2, =0)

図一4応 答に及ぼす変動軸力の振幅の影響

(7=0. 03, k=30, a 1=2. 18, 1=0. 005, po=0. 3, 

 v=2, 0=0)

 図一5過 渡振動の応答と加振振動数の関係

平均法一〇: T, □: 2T, 直接数値積分: -●: T, ■=2T

(y=0. 03, k=30, (01 =2. 18, h=0. 005, 

 fit=0. 1, po=0. 1, v=1, b=0)
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であると言える. しかし, 非線形項が大きく高調波成

分が大きくなる場合には, 式(2)のみの仮定では高調波

共振の過渡解は求められず, より高次の周期1/2N'や

1/37な どの解の仮定が必要となる. 

5. まとめ

 本研究で得られた結果を要約すると, 以下の通りで

ある. 

周期的変動軸力と面内変動荷重が同時に作用する場合

の応答特性について

1. 加振振動数比が1の 場合, 固有円振動数の2倍 付

 近において, 強制振動によって生ずる1/2分 数調

 波共振と主不安定領域が連成するが, 2の場合に

 は連成はなく, 1/2分数調波共振が単独に生ずる. 

2. 加振振動数比が2の 場合, 変動軸力の影響によっ

 て固有円振動数の1/2付 近に, 副不安定領域の分

 岐応答が現れる. 

3. 加振振動数比が1, 2の どちらの場合にも主共振

 領域付近については, 強制振動の影響が支配的で

 ある. 

4. 周期的変動軸力が大きくなると, 固有円振動数の

 1/2付近に発生する副不安定領域の幅が広がる. 

 また, 主調波応答の振幅は小さくなる. 

過渡振動の影響について

5. 主調波応答も1/2分数調波共振の応答も過渡振動

 における最大振幅は, 定常振動における振幅の

 1. 5倍 ほどの大きさを示す. 
6. 主調波応答および1/2分 数調波共振の応答も, 平

 均法による解と直接数値積分による解は, よく一

 致する. したがって, 平均法による解析の精度は

 十分で, 非線形過渡振動の解析に活用できる. 

 なお, 計算には長崎大学総合情報処理センターの

FACOM V-1200を 使用したことを付記する. 

図一6平 均法による過渡振動波形(w=1. 8) 図一7直 接数値積分による過渡振動波形(w=1. 8)
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SUPPLEMENT ON NONLINEAR VIBRATION OF A SMALL-SAG CABLE 

SUBJECTED TO AN AXIAL TIME-VARYING LOAD AND TRANSVERSE 

 TIME-VARYING LOAD 

 Kazuo TAKAHASHI, Hiroshi HANADA, Tomoyuki KAMATA 

 and Ken-ichi YAMAGUCHI

Nonlinear dynamic response of a suspended small-sag cable driven by hannonic axial load and harmonic transverse load is 

presented. The effects of driving frequency ratio between the transverse load and axial load are discussed at first. Then, nonlinear 

transient vibration obtained by averaging method is obtained
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