
構造工学論文集　Vo1．36　A（1990年3月） 土木学会

面内変動曲げを受ける薄肉1型断面曲がり桁の
　　　　　　　　　　　扇形腹板の動的安定性

DYNAMIC　STABILITY　OF　THE　WEB　PLATE　OF　A　VERTICALLY　CURVED　I－GIRDER

　　　　　　　SUBJECTED　TO　IN－PLANE　DYNAMIC　HOMENT

　　　　　　　　　　　　　　夏秋義広゜・高橋和雄⇔・手塚仁軸゜・小西保則“1＊＊

By　Yoshihiro　NATSUAKI，Kazuo　TAKAHASHI，Hitoshi　TEZUK且　and　Yasunori　KONISHI

　Dyna皿ic　stability　problem　of　an　annular　sector　web　plate　subjected　tQ

in－plane　dynamic　moment　at　the　radial　edges　is　examined．　The　exact　in－plane

forces　of　the　web　plate　considering　flange　plates　are　used．　The　equation　of

皿otion　based　upon　the　sma1l　deflection　theory　is　transformed　into　an　eigen－

value　proble皿　by　using　the　Galerkin　method　and　the　harmonic　balance　method．

Then，　the　stability　of　the　syste皿　can　be　directly　deter皿ined　from　the　sign

of　the　real　parts　of　the　eigen－values．　Next，the　nonlinear　response　of　unstable

旧otion　is　analyzed　by　the　large　deflectiQn　theory　based　upon　Berger，　s　approxi凪ate

equation．　As　numerical　examples，　the　stress　distribution　of　in－plane　forces，

buckling　and　vibration　properties，　dynamic　unstable　regions，　and　amplitudes

of　unstable　motions　are　obtained　under　various　geometrical　parameters．

1．まえがき

　アーチ橋やラーメン橋脚が交通荷重などによって振動すれば、桁構造の腹板に作用する面内力は周期的に

変動する。変動面内力の振動数と腹板の面外振動の固有振動数がパラメトリック共振の条件を満足すれば、

腹板は係数励振により振動する可能性がある。この面外振動は疲労や騒音の原因ともなりかねないため、係

数励振振動発生の可能性を調査しておくことは工学的に重要な問題であると考えられる。このような観点か

ら、著者らは先に、アーチリブやラーメン構造の円弧隅角部などの扇形腹板に面内変動曲げモーメントが作

用する場合の動的安定性を報告し1）、面外不安定振動の種類およびその発生領域を各種のパラメーターのも

とに明らかにした。解析にあたって、腹板の一部を扇形板にモデル化する際に、フランジの影響を無視して

いた。曲がり桁の構造では、フランジの存在が、腹板の曲げによる面内力の分布に影響を及ぼす2）・3）ため

に、フランジの影響を考慮した厳密な面内力の分布を用いた取り扱いが必要である。そこで、本研究では、

フランジを薄肉円筒シェル、腹板を二次元弾性体（平面問題）として、Chu2）によって導かれた厳密な面内

力の分布形状を用いて、薄肉1型断面曲がり桁の腹板の局部振動の動的安定性を解析するものであるa
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　本研究では、まず微小変形理論に基づいて、振動、座屈および動的安定解析を行う。解析にあたって、面

内力を受ける扇形平板の運動方程式をガラーキン法と調和バランス法によって固有値問題に変換する手法4）

を用いる。ところで、微小変形理論によれば、不安定領域における振動振幅は発散するが、平板の場合、中

央面に生ずる引張力によって、振動撮幅は有限の大きさとなる。そこで、安定を失ったあとの最大応答を、

平板の有限変形に関するBergers　）の近似式を用いて、　Runge－Kutta－Gill法による数値解法により直接、時間

応答解析して求める方法を提案する。

　数値解析において、フランジの幅および厚さの無次元パラメーターが応力分布に及ぼす影響を評価し、次

いで固有振動特性、座屈特性、面外不安定領域および最大応答に及ぼすフランジの影響を、扇形板の支持条

件、内外径比、辺長比およびフランジの幅および厚さのパラメーターのもとに明らかにする。

2．微小変形理論に基づく動的安定解析

　図一1に示す1軸対称の薄肉1断面曲がり桁を考える。曲がり桁の直線辺に静的曲げモーメントM。と変

動曲げモーメントM、C。sΩtの和からなる曲げモーメントMが作用する。図のような座標系のもとに扇形板

の面内力N。，N，，Nreは、腹板に対して二次元弾性論とフランジに対して薄肉円筒シェルの理論に基づいて、

次のように表わされるZ｝。

　　　M　l　　Gエ　　　　　　　　　r　　　　　　　　　r
　N。＝一一T－｛　　　　　　　　　＋2Gz＋2〔…3（1＋21n－）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）
　　　aZ　Ga（r／a）2　　　　　a

　　　M　l　　G、　　　　　　　　　r
　N、＝一：’一｛一　　　　　　　　　　＋2G2＋2G，（3＋21n－）｝　　（2）
　　　aZ　Gg　（r／a）z　　　　　　　a

　Nre＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

ここに、Ga，Gz，G、，G。：断面の形状およびボアッソ

ン比りによって定まる定数（Appendix　A参照）。

　このとき、腹板の分担する曲げモーメントMwは

次のように表わされる2）。

　Mw＝δM　　　　　　　　　　　　（4）
ここに、δ：分担係数（Appendix　B参照）。

　これらの面内力を受ける扇形腹板の安定を失った　　　　　　図一1一般図および座標系

直後の微小変形の運動方程式は次式で与えられる：）。

　　　　　　　　∂㍉　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　∂㍉　　　　　　　　　　　　　∂　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂w
　L（w）言D▽4w＋ρd－一一一（rNr－）一’TNe　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝O　　　　　　　　　　　　　　　（5）
　　　　　　　　∂t2　r∂r　　∂r　r2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂θ2

ここに、w：板のたわみ，　D＝Ed3／｛12（1－〆）｝：板剛度，ρ：板の密度，　E：ヤング率，　t：時間。

　本研究では、1型断面曲がり桁腹板の局部変形のみを取り扱うので、フランジの弾性変形は考慮しない。

すなわち、フランジの水平変位は無視でき、ねじり剛性は零あるいは無限大と仮定する。したがって、扇形

腹板の面外変位に対する境界条件は、載荷辺である半径方向補剛材の位置で単純支持とし、円弧辺について

は単純支持（case　I）と固定（case皿）の2ケースを考える。

　式（5）を解くために、解を次のように仮定する。

　舗W　舗T　
1

Σ
↑＝W （6）

ここに、T、n：未知の時間関数，　W、n：境界条件を満足する座標関数，　n＝1，2，…。

　式（5）の座標関数として、面内力が作用しない扇形板の固有振動形を用いるものとすれば、次のように与

えられる6）。
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Wsn＝Rsn（ξ）sin　a　ne （7）

ここに、Rsn（ξ）＝AsnJan（ksnξ）＋B。’　nY　a　n（ksnξ）＋CsnIan（ksnξ）＋DsnKαn（ksnξ）、　JαntYan：αn次の

第1種，第2種Bessel関数、1αn，Kα。：変形されたα。次の第1種，第2種Besse1関数、　Asn，Bsn，Csn，Dsn：境

界条件より定まる積分定数、α。＝nπ／α、n：θ方向の半波数、　s：r方向の半波数、ξ　＝r／a。

　式（6），（1）および（2）を式（5）に代入して、ガラーキン法を適用すれば、次のような連立のMathieu方

程式が得られる。

［1］｛Tn｝＋［A］｛Tn｝＋（Mo＋扁tcos苗τ）［B］｛Tn｝＝｛0｝ （8）

ここに、［工］：単位行列，［A］および［B］：正方行列（Appendix　C参照）、｛T。｝＝｛T．n　T。。…TN。｝T。

　次の無次元量が上式に導入されている。

　＿　Mo　－－M，　　　　Ω
　M。＝一，Mt＝一，　di＝一一r－t　τ＝Ω1ユt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

　　MCT　　Mcr　　Ω11
ここに、M。r＝λ。rD：座屈モーメント，λ。r：座屈固有値7），Ω1．＝k、n　Z　V’iEi7－5p－a－5－『　：1次の固有円振動

数，k、、：k、nにおいてs＝1，n＝1のときの振動の最低次の固有値。

　式（8）の一般解を、指数関数とフーリエ級数との積に仮定のうえ、調和バランス法を用いれば、非対称行

列の固有値問題に変換され、得られた固有値の実数部の正負により直接、系の安定性が評価できる4）。

　式（8）において品＝0．0とおけば、静的曲げモーメントのみが作用する場合の運動方程式が得られる。さら

に、品＝1．0とおいて時間の項を無視すれば、座屈解析の基礎式が得られる。これら振動および座屈の固有値

および固有ベクトルは、通常の固有値解析のプログラムを用いて容易に求めることができる。

3．有限変形理論に基づく非線形時間応答解析

　平板の面内ひずみの第2不変量を無視し、かっ面内変位による債性力を無視すれば、面内変動曲げを受け

る扇形腹板の安定を失った後の幾何学的非線形を考慮した運動方程式は、Bergerの有限変形の近似基礎式5｝

に慣性力の項を加えることによって、次のように得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Nθ∂㌔　　　　　　　　　∂㍉　　1∂　　　　　　　　　　　　　　　　　∂w
Lω＝D▽㌔＋・d万亨一。∂。（rNr　　　∂r）一，・∂，・－N・▽2w＝°　　　　　（1°）

　Nfd2　　∂u　　1　　∂w　　　　u　　　　　　　　　　　　　1∂v　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂v
　－＝一＋一（一）z＋一＋　　　　　　　　　　　　　　　　＋一（一）2＝一定　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）
　　　　　　　　　　　r　r∂θ　2r2　12D　　　　∂r　　　　　　2　∂r　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂θ

ここに、u，v：面内変位、　Nf＝定数（r，θに無関係）1ひずみの第一不変量。

　面外たわみに関する境界条件は、動的安定解析の場合と同じケースを考える。また、面内方向の変位は全

周辺で固定されているものとする。このような場合、式（11）に含まれる面内変位（u，v）は消去でき、　Nfはた

わみWのみを用いて、次のように表わされるS）。

　　　　　12D
　　　　　　　　　　∬w（▽2w）rdrdθ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）　Nf＝一
　　　　α（a2－bZ）d2

　式（10）の解を、動的安定解析の場合と同様、式（6）のように仮定する。式（6）および式（12）を式（10）に代

入して、Galerkin法を適用すると、次のような非線形連立常微分方程式が得られる。

　Tsn十co　nsz　Tsn十（菰o十巫tcos面τ）ΣEspnTpn十ΣFspnTpnΣΣ　GktnTknTtn＝0　　　　　　　　　　（13）

　　　　　　　　　　　　　　　　P　　　　　　　　　　P　　　　　　　　k　t

ここに、co　”，＝Ωn、／Ω1、：無次元固有円振動数、　E、p。，F、p。，Gk　L。：Galerkinthの積分項（Appendix　D参照）。

　式（13）をRunge－－Kutta－Gill法を用いて直接、数値積分することによって、時間応答解析を行う。数値解析

において、微小振動の初期条件を与えて、安定を失ったあとの面外応答を追跡する。
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4．フランジ付き扇形板の無次元パラメーター

　フランジ付き扇形板の形状に関するパラメーターとしては、開き角αと内外径比β（＝b／a）のほかに、フ

ランジの断面を上下とも同じ（2軸対称断面）にした場合には、フランジの幅厚比ef（＝bf／tf）、腹板の幅

厚比ew（＝c／d）およびフランジの無次元板厚モf（＝tf／o）がある。また、扇形板の形状を対応する長方形板

に換算するパラメーターとして、直線辺の長さcに対する平均円弧長2〔＝（a＋b）α／2〕の比を扇形板の縦

横比μと定義する。すなわち、μ＝2　／c＝（1＋β）α／｛2（1一β）｝。

5．数値結果

　（1）面内力の分布

　図一2，3は、フランジ付きの扇形板の面内力の分布をフランジ厚とフランジ幅をパラメーターにして表

示したものである。図一2から明らかなように、円周方向の面内力N，はフランジがない場合に比べて小さ

くなる．また、半径方向の面内力N。はr＝bとaの内径と外径の位置で零とならない。プランジ厚が大きく

なるにしたがって、円周方向の面内力N、は減少し、半径方向の面内力N。は内・外径側で大きくなって、そ

の分布形状は直線分布に近づく。一方、フランジ幅の変化が応力分布に及ぼす影響は、図一3に示すように、

efの小さい範囲でフランジ厚と同様の効果をもっが、　efが10を越すとその後の応力分布に大きな変化を与え

ない。この理由は、フランジ幅の増加に伴って有効幅比が減少するためである。
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図一2フランジ厚の変化に伴う面内力の分布の変動

　　　（β＝O．5，ew＝100，bf／c＝0．3）
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図一3フランジ幅の変化に伴う面内力の分布の変動

　　　（β＝0・5，ew＝100，ff＝0．02）
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表一1座屈固有値の精度比較

（case　l，α＝πノ2，β＝0．5，ew＝100，bf／c＝0．3）

モ
f 本法 Rltz法 本法！Ritz法

0．05 一22．092 一22．590 0，978
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図一4内外径比の変化に伴う面内力の分布の変動

　　　（ew＝100，モf＝0．02，ef＝15）
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　図一4は内外径比βの変化に伴う面内力分布の形状の変化を示したものである。内外径比が小さくなるに

したがって、半径方向の面内力N．が増大し、円周方向の面内力N。も内径側での値が大きくなる。以上のよ

うな面内力の分布特性は、扇形板の座屈に影響を及ぼす。

（2）座屈特性

　表一1は、本法により得られた座屈固有値λ。rをChu（Ritz法）による値2）と比較したものである。表一1

より、エネルギー法に基づくRitz法による値が厳密解より必ず大きめの解を与えることを考慮すると、　Chu

による値より約3％程度小さい本法の値は、十分な精度を有しているものと思われる。

　図一5は、座屈固有値の収束状況を種々の板厚に対して示したものである。横軸sは座標関数に用いた基

準関数の項数を、縦軸ηはs項解を10項解に対する比で表わしたものである。図より、板厚が増加するにし

たがい、収束性がよくなっているのがわかる。っまり、板厚の増加に伴い半径方向面内力の分布が直線分布

に近づくため、座屈モードが振動モードに似てくるものと想定される。
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図一6フランジ厚の変化に伴う座屈曲線の変動　　　図一7

　　　（case　I，β＝0．5，ew＝100，bf／c＝O・3）
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フランジ幅の変化に伴う座屈曲線の変動

（case　l，β＝0．5，ew＝100，ff＝0．02）
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　図一6，7は内外径比β＝0．5の扇形腹板に対して、プランジ厚と幅をそれぞれ変化させて得られた座屈曲線

を示したものである。横軸μは扇形腹板の縦横比で、縦軸λwは、式（4）の分担係数を考慮した腹板のみが

受けもっ無次元座屈モーメント（座屈固有値λw＝δλ。r）である。図中のcase－a，case－bは、それぞれ正

の曲げ、負の曲げに対する座屈固有値を意味し、n＝1，2，…はθ方向の座屈波形の半波数を示す。これらの

図より、フランジの断面（厚，幅）が増大するにしたがって、case－aとcase－bの値の差が大きくなる。文献

9）にも指摘されているように、ラーメンの隅角部などの負の曲げを受ける場合、フランジの存在を考慮す

ると局部座屈固有値は、フランジを無視した場合よりも低下する。また、フランジ厚の変化の方が、プラン

ジ幅の変化よりも座屈モーメントに及ぼす影響が大である。

　図一8は、内外径比βの変化に伴う座屈固有値の変動を示したものである．内外径比βが小さくなるにし

たがい、case－aとcase－bの差が大きくなる。扇形板では内外径比βが0．67より大きい場合には、負の曲

げ（case－－b）に対する座屈曲線は極値をもっパターンであった7）。しかし、フランジを考慮すると、半径方向

面内力Nrの影響により、内外径比βが0．75と比較的大きい場合でも、　case－bは単調減少曲線となる。
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図一9フランジ厚と最小座屈モーメントとの関係

　　　（case　l，μ＝1．OJetd＝100，bf／c＝0．3）
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図一10フランジ幅と最小座屈モーメントとの関係

　　　（case　I，μ・1．0，e。＝100，モf・0．02）
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図一11フランジ厚と分担係数との関係

　　　（ev＝100，bf／c＝0．3）
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　図一9，10は、フランジ厚《fとフランジ幅efの変化に伴う座屈固有値の変動を、内外径比βをパラメー

ターにプロットしたものである。正・負の曲げによって、フランジの効果が異なること、内外径比が小さい

ほど、フランジの存在の影響を著しく受ける

といえる。

　本論文では、腹板の動的安定性を取り扱

うため、腹板のみが受け持つ座屈モーメン　　　　　モ，　cξ：ξξ∫on　　bucklin9皿ode（case－b）

トに着目している。したがって、桁全体の

座屈モーメントA，　cr（ニx　，．1／δ）を評価する

ためには、分担係数を考慮する必要がある。

図一11は、フランジ厚と分担係数との関係

を、図一9のパラメータに対応して示した

ものである。フランジ厚の増加に伴い、分

担係数が減少するため、桁全体の座屈モー

メントは負の曲げに対しても増大する。

　以上はcase　Iに対する解析結果であるが、

caseEの場合にも、　casθ1と現象的に同じ

パターンを示すことを確認している。図一12

は、フランジの断面の変化に伴う座屈波形

の変化を、case皿の扇形腹板のcase－bに

対して示したものである。プランジの断面

が増大するにっれて、座屈波形の腹の位置

が内径側から中央へ移っていくことが判る。

（3）固有振動特性

図一12フランジ断面の変化に伴う座屈モードの変動

　　　（case　ll，α＝π／3，μ＝1．O，　b　f／c＝O．3，ew＝100）

　面内力の分布の変化に伴って、静的曲げモーメントが固有振動数に及ぼす影響も変化する。図一13は、静

的曲げM・の変化に伴う固有振動数の変動を示したものである。横軸は、無次元固有振動数亘（＝　Ul　n、／tU　1、）を

示す。（n，S）は、それぞれ円周方向および半径方向の次数を示す。フランジがない場合固有掘動特性と比較

すると、静的曲げの増大に伴って増加していた振動形（n，1）に顕著な変化が見られる。このときの変化の

様子を（4，1）の固有振動パ、について、フランジ厚と幅を変化させたときの無次元固有振動特性を示すと、

図一14のとおりである。フランジ断面の増大とともに、固有振動数の増加の割合が小さくなる。この原因は、

フランジのある場合、Nrの項が大きくなり、圧縮力として寄与することに起因すると思われる。
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図一13静的曲げモーメントと固有振動数の関係

　　　（case　l，α＝π／3，μ＝1．0，ew＝100，モf＝0．02，ef＝15）
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　図一14静的曲げと固有振動数ω㌔との関係
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（4）面外不安定領域

　図一15は、フランジの無次元パラメーター（ef＝15，モ，＝0．02，ew＝100）の扇形腹板（case　I，α＝πノ3，μ＝1．0）

の静的曲げが作用しない場合（M・＝O．O）の面外不安定領域である。図中の横軸diは無次元加振振動数で、縦軸

込は無次元変動曲げモーメントの振幅である。図中の斜線部の不安定領域に符した記号2ω”iは単純共振の

主不安定領域を、ω”i＋ωniは結合共振の主不安定領域を意味する。フランジのない場合の不安定領域1⊃と

比較すると、不安定領域の種類はまったく変わらないが、その幅に変化が見受けられる。
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　　　0．0　　　　　 2．0　　　　　　4・0　　　　　　6．0　　　　　　8．0　　　　　10．0　　　　　12．0　　　＿　 14．0

図一15扇形腹板の面外不安定領域（case　1，α＝π／3，μ＝1．O，ew＝IOO，ff＝O．02，ef＝15）
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図一16フランジ厚の変化に伴う不安定領域の変動

　　（case　l，α＝π／3，μ＝1．O，ew＝IOO，bf／c＝0．3）
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図一17フランジ幅の変化に伴う不安定領域の変動

　　　（case　l，α＝x／3，μ＝1．0，ew＝100，ff＝O．02）

　フランジの厚さと幅の変化に伴う不安定領域の変動をはっきりさせるために、フランジ厚およびフランジ

幅を変化させた場合のM，＝O．5における不安定領域の幅の変動を図一16，17に示す。これらの図より明らかな

ように、フランジ厚および幅が増大すると、結合共振の幅が狭くなっていく。しかし、単純共振の幅はほと

んど影響を受けない。プランジが存在すると、図一12のように、座屈波形が振動波形によく似てくるので、

2個のモードが励起される結合共振が狭くなるものと思われる。
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（5）最大応答

　（4）の結果は、2節の微小変形理論に基づくものである。この場合、不安定領域における平板の振動は、

発散する。しかしながら、実際には平板の中央面に生ずる引張力のため、振幅は有限の大きさとなる。幾何

学的非線形性を考慮した時間応答波形は、図一18のようになる。図の縦軸は、面外変位の最大値を板厚dで

無次元化した応答値である．横軸は、無次元時間τ（＝Ω㌔t）である。図に示すように、時間応答はうなりを

伴う。本研究では、うなり振動の振幅のうち最も大きい値を最大応答とした。本題に対しては、最初の2，3

回のうなり振動の最大値が最大応答を与える。
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図一18単純共振2ω㌔の非線形時間応答波形

（case　l，α＝π！3，β＝0．5，ew＝100，正f＝O．02，ef＝15）
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図一一　19精度の検討

（case・1，α＝πノ18，β＝0．839）

　正方形板にきわめて形状が近い扇形板（case　I，α＝π／18，β＝0．839）についてωii＋tU　1、とω㌔＋ω㌔の振幅

比A（最大応答）と変動曲げの振幅M，との関係を示すと図一19のとおりである。図のように正方形板ユ゜）と扇

形板の振幅はほぼ一致している。したがって、本基礎式は取り扱いを簡単にした近似有限変形理論ではある

が、より厳密なK6r皿Anの基礎式による解と同程度の解を与えていることが確認される。

　図一20，21はフランジ厚とフランジ幅を変化させたときの不安定領域（n＝1）の肱＝0．5における最大応答を示

したものである。最大応答は、単純共振の方が結合共振よりも大きい。また、単純共振2ω㌔，2ω㌧はフラ

ンジの存在の影響を受けない。しかし、結合共振ω1、＋ω12，ω1。＋ω：。では、フランジ幅およびフランジ厚

が増大するにっれて、最大応答は減少する。
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図一20最大応答に及ぼすフランジ厚の影響

　（case　l，α＝π！3，β＝0．5，ew＝100，bf／c＝0．3）
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図一21最大応答に及ぼすフランジ幅の影響

　（case　l　tα＝π！3，β＝0．5，ew＝100，モf＝0．02）
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6．まとめ

　本論文は、面内変動曲げを受ける薄肉1型断面曲がり桁の扇形腹板の局部振動の動的安定性を明らかにし

たものである。本研究で得られた結論は次のとおりであるe

（1）面内曲げを受ける薄肉1型断面曲がり桁の扇形腹板の局部座屈強さは、扇形板に作用する面内力の分布

形状および大きさがフランジのない場合と異なるために、フランジ厚および幅の影響を受ける。特に負の曲

げを受ける場合の局部座屈モーメントは、フランジ断面の増加に伴い、半径方向の圧縮面内台力が大きくな

るため、フランジがない場合の座屈モーメントよりも小さくなる。

（2）静的曲げを受ける扇形板の固有振動数にっいては、フランジのない場合に増加していた特定の固有振動

形のみが、フランジの影響を受ける。フランジ断面の増加とともに、固有振動数の増加の割合が小さくなる．

（3）面内変動曲げを受ける場合の面外不安定領域は、フランジのない場合と同様に、単純共振の主不安定領

域が優勢である。フランジ断面の増加とともに、結合共撮の不安定領域は狭くなる。

（4）幾何学的非線形性を考慮した扇形腹板の最大応答は、単純共振の方が結合共振よりも大きい。また、単

純共振はフランジの存在の影響をあまり受けない。しかし、結合共振では、フランジ幅およびフランジ厚が

増大するにっれて、最大応答が減少する。
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App釧dix　A：Gエ，G2，G3，G4

。、。4β・｛（、．、）・1，β．（、．，）（旦、上旦），η．〔、三昌（、．、）・，β〕・η、〔・・旦一（・一，）・。β〕

　　　　　　　　　　　　　　　a　　β　a　　　　　β　a　　　　　　　　　　a

　　一ηuη91nβ｝，

。、。．（、，，）｛（3．、）（、．β・），2（旦、β旦）．2β・（、．リ）、，β｝一η．｛（・・，）・（3－、）β・－2β竺

　　　　　　　　　　　　　　　　a　　　　a　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a

　　　，2β・（、．、）、，β｝一η、｛（3．、）、2旦．β・（・り）（・・2・。β）｝一，。η、（・一β・－2β・・。β），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　a
G3＝（1一り2）（1一βz）＋ηu｛（1＋り）＋（1一リ）β2｝＋ηn｛（1一リ）＋（1＋り）β2｝＋ηu・ηa（1一βz），

…G・｛…P－一
p（：・÷÷）｝－G・｛（・一β・）・（÷・β÷）｝・2G・｛・（β一：）・n・一去（：・・：）｝・

ここに、

　　　　　　　λubu　　　　　　λubu
　　　　　　　　　　　＋COS　　　　　〕λud〔2＋cosh
　　　　　　　　　　　　　　（a＋tu／2）　　　　　　（a＋t。／2）

　　　　　　　　　　　　　　　λΩba　　　　　　　λnbn
　　　　　　　　　　　＋cos　　　　　〕λad〔2＋cosh
　　　　　　　　　　　　　　（b－tn／2）　　　　　　（b－tg／2）

η　u＝

E妬』抽
iλubu
＝{tu／2）・曲

i意、）〕’η　n＝・・紬・蕊、ゴ蜘（、：：1；、）〕’

λu＝4V”Sfi（　7：17「）1・　（a＋tu／2）／tu，　λu＝4　3（1一り2）・　（b－t皇／2）／tA．
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Appendix　B：分担係数δ

・・｛・
?c2G・）・〔　　　1tutn1一β＋一（一＋－　　　2aa）〕宕・・（仁㌃）・・G・（・一β）

　・2G、（、．β．2β、。β）〕〔β」・（、、β）．⊥竺〕｝．

　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　2　a

Appendix　C：係数マトリックス［A］および［B］

　　　　　　　z　［A］＝diag（asn　）

　　　　　　　　z　　　　　z　ここ↓こ、　aSn＝ksn　／kn　　．

撫lliil

ここに、bspn＝ISPn／lsn、　ISn＝∫i　R　s．　．2ξdξ、

　　　　　　　　　　　　　　β

　　　　　　　　λer　　　　　　dRsn　dRPn　　αnZ
　　　　I・P・＝一戸毛工価（ξ）dξdξ＋戸一fz（ξ）R・・R・・｝dξ・

　　　　・・（・）÷㌢・2a・・2・G・（・・2・n・）｝…（ξ）÷←三・2a・・2儒（・・2・・n・）｝・

　　　G、，G2　tG3，G4：G、，G2，G3，Ggを無次元表示した定数。

Appendix　D：Galerkin法の積分項Espn、　Fspn、　Gk　tn

　Espn＝lspn／lsn、　　Fspn＝Jspn／lsn、　　GkLn＝∫RknSlnξdξ、

　　　　　　　　6　λcr
ここに、JSPn＝一一∫RsnSPnξdξ、
　　　　　　　1一β2k，14

　　　　Rkn＝AknJαn（kknξ）＋BknYαn（kknξ）＋Cknlan（kknξ）＋DknKαn（kknξ）、

　　　　Sln＝kしn2｛－AtnJαn（kしnξ）－BLnYαn（klnξ）＋Cしnlan（ktnξ）＋DtnKαn（kしnξ）｝、

　　　　Jαn，Yαn：αn次の第1種、第2種Bessel関数、

　　　　1α。，Kα。：変形されたαn次の第1種、第2種Besse1関数、

　　　　Ak。，BkmCk。，Dk。：境界条件より定まる積分定数、

　　　　ISPns工sn：Appendix　C参照、

　　　　kk。：（n，k）次の振動の固有値、

　　　　λ。r：最低次の座屈固有値、

　　　　β　＝b／a：内外径比、ξ＝r／a．
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