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対称積層長方形板の動的安定性

Dynamic　Stability　of　a　Symmetrically　Laminated　Rectangular　Plate

By　　Hiroaki　ESHINA，

　　　江島裕章＊・横山貴浩＊＊・高橋和雄村＊・夏秋義広紗齢

Takahiro　YOI〈OYAMA，　Kazuo　TAKAHASHI，　Yoshihiro　NATSUAKI

Vibration，　buckling　and　dynamic　stability　of　a　symme靴rically　la皿inated　rectangular

plate　are　reported　for　various　boundary　conditions，　fibe【・　orienLations　of　laminas

and　eonfiguration　of　a　laminate　in　this　paper．　　This　problem　is　solved　by　using　a

Calerkin　method　and　the　harmonic　balanee　method．

At　first，　vibration　and　buckling　properzies　ace　shown　for　three　different　materials，

vaeious　boundary　conditions　and　fiber　orientations．　　Then，　dynamic　unstable　regions

are　obtained　and　co旧pared　with　that　of　isotropic　squace　plate．

まえがき

　近年、複合材料は異なる材料を組み合わせることで、目的に応じた材料を得ることができるため、多くの

分野で利用されている1）。特に、FRP（繊維強化プラスチック）は比強度、比剛性および軽量性に優れている

ため、FRPの積層板は各分野において利用が増加している。しかし、　FRPの積層板は従来の等方性材料と違い、

力学的にも強い異方性を示すため、その取り扱いは複雑なものとなる。最近の研究により、このような積層

板に関しては、力学的特性がかなり明らかにされているZ）コ）’）5）。しかし、動的安定性に関しては、研究が

十分でなく、単純共振を取り扱ったBertらの研究6）が見受けられる。結合共振まで取り扱った研究はないよ

うである。

　本研究では、積層長方形板の動的安定性を解明する第一段階として、各層の材質、板厚および繊維方向が

中央面に関して対称である積層板（対称積層板）を対象とし、曲げモーメントとねじりモーメントのカップリ

ング効果の影響を無視した場合の動的安定解析を行う。一方向から静的と動的な項からなる面内力が作用す

る積層板の運動方程式にGalerkin法による近似解法を適用するe動的安定性は構造物の固有振動特性と座屈

特性によって規定されるために、まず固有振動特性および座屈特性（全体座屈）を明らかにし、次いで動的不

安定領域を明らかにする。
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　動的安定解析においては、現時点で最も厳密解に近く、かつ汎用性のある著者らによって提案された方法

を採用する7）。また、時間に関する一般座標に変換する際に、積層板の固有振動形を試行関数として用いるe

構造部材の剛性は材質、断面の変化などによって複雑な表示となるが、慣性力の項は比較的簡単な形で表わ

される。したがって、慣性力の項を用いて剛性の項を表示すると、解析が容易になるばかりではなく、材質、

断面の変化を特に意識しないで、動的安定解析を行うことができる。剛性の影響は固有振動数、座屈荷重お

よび固有振動形に反映されているので、このような取り扱いが可能となる。

　数値計算では、異方性の違う材料を用いて積層長方形板の固有振動数、座屈固有値および動的不安定領域

を明らかにする。これらの力学的特性を、各種の境界条件および繊維角度のもとに明らかにする。

2．運動方程式および解・法

（1）積層板の曲げ剛性S｝

　直交異方性を示すFRPの単層板を重ね合わせた積層板を

解析するためには、積層理論に基づいて板全体の曲げ剛性

を決定することが必要である。そこで、図一1のように、

n層からなる各層の材質、板厚および繊維方向が中央面に

関して対称な長方形板を考える。ここで、各単層板は完全

に接着されて滑りを起こさないものとし、積層板は薄板の

性質を有するものとする。また、面外せん断変形を無視し

て考える。いま、中央面からZk．、離れたk番目の層にっ

いて考える。x軸と単層板の繊維方向のなす角度をθとす

ると、材料の主軸方向における応カーひずみの関係は文献

8）により次式のように与えられる。
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E，，E、：材料の主軸方向の縦弾性係数、　G，z：横弾性係数、　v、，，v7．，：ボアソン比

積層板の繊維角度θが中央面対称である場合、曲げモーメントと曲率の関係は次式のようになる。
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ここで、積層板全体の曲げ剛性Dijは次式のように表わすことができる。

　　　ln　＿
Di5＝一Σ　Qiscv・　）（Zka－Zk－i；）
　　　3k＝1

ここに、Qnは式（1）のQ｛sをx－y座標系に変換したもので、次のようになっている。

Q：1＝Q，，c4＋2（Q12＋2Q、s）s2c2＋Q，tsn、　Q、，＝（Qll＋Q22－4Q、s）s2c2＋Q、，（s‘＋♂）、

Qz2＝Ql、s4＋2（Q、z＋2QGs）sz　e2＋Q、、e“、　QIG＝（Q］1－Q，z－2Q、G）scl＋（Ql、－Qzz＋2Ql、e）sac、

（2）

（3）

x

Qa、＝（Q”－Q、a－2Q，、）s3c＋（Q、，－Qn＋2Q，，）se：、百、、＝（Q，，＋Q、，－2Q、、－2Q、、）szc2＋Q、、（s4＋己）、
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s＝sinθ、c＝cosθ、θ：単層板の繊維角度

（2）運動方程式および境界条件

　図一1に示す積層長方形板に対して、x＝O，aの辺にx方向の一様分布した静的面内力N．。と変動面内力

N．、cosΩtが作用する場合を考える。また、本研究では積層板の積層数の数が多い場台を対象とし、式（2）

の曲げモーメントとねじりモーメントの間のカップリング項（D，s，D、、）を無視した解析を行う。このよう

な取り扱いによって、積層板の基本的な性質を明らかにすることができる。この積層板に作用する力のっり

合いを考えると、運動方程式は次式で与えられるe）e

　　　　　　∂4W　　　∂“W　　　∂4W　　∂ZW　　　　　　　∂2W
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・O　　　　　（4）　　　　　　　　　　　　　　　　　＋D2　　＋ρh　　　÷（Nx◆＋NXLcosΩt）　L（w）・D、　　　　　　　　＋2D。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂xz　　　　　　∂x4　　　　　　　　　　　　∂xz∂yZ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂ピ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂t1

　ここに、D、・D、、，D、・D、，，D、＝D、，＋2D、。：板剛度、　Nx。：静的面内力、　N、L：変動面内力の振幅、

Ω：変動面内力の円振動数、w：たわみ、　x，y：平板中央面の座標系、　t：時間、ρ：板の密度、　h：板厚

　長方形板の境界条件には、1対辺が単純支持と固定の組合せからなる次の4種類を考える。

CASE　I：全周辺単純支持

　　　　　　∂2w　　　　　　　　　　　　　　∂zw
　　w＝0，　　　＝0（x＝0，a）、　w＝0，　　　＝O（y＝0，　b）　　　　　　　　（5－a）
　　　　　　∂xz　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ayZ

CASE　H：荷重辺単純支持，他対辺固定

　　　　　　∂Ew　　　　　　　　　　　　　　∂w
　　　　　　　　＝0（x＝0，a）、　w＝O，一＝O（y・＝0，　b）　　　　　　　　　（5－b）　　w＝0，
　　　　　　∂xz　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂y

CASE皿：荷重辺固定，他対辺単純支持

　　　　　　aw　　　　　　　　　　　　　　∂2W
　　w＝0，一＝0（x＝0，a）、　w＝O，　　　＝0（y＝0，　b）　　　　　　　　　（5－c）
　　　　　　∂x　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂ジ

CASEIV：全周辺固定

　　　　　　aw　　　　　　　　　　　　　　∂W
　　w＝0，一＝0（x＝0，a）、　w＝O，一＝0（y＝0，　b）　　　　　　　　　（5－d）
　　　　　　∂x　　　　　　　　　　　　　∂y

（3）解法

　式（4）の一般解を次のように仮定する。

　w・Σ　Z－Trnn（t）Wmn（x，y）
　　m＝1n－1

　ここに、Tm。：時間関数、　Wmn：境界条件を満足する座標関数

　式（6）のWmnを自由振動の固有振動形と仮定すると次式が成り立っ（Appendix　A）。

　D，s∂4Wm　2D，＊　∂4Wmn　　　　∂4　Wmn　　bZ
　－　　　　　＋　　　　　　　　＋Dz；　　　　＝Ph一ωmn2Wmn
　β4　∂ξ4　　　βz　∂ξ2∂ηz　　　　aη9　　　D1°

　ここに、ξ＝x／a，η＝y／b、β二a／b（縦横比）、D，．＝D，／D、°、　D2㌔D2／D、°、　D，＊・D、ノD、°、

D，°：D、のθ・oeにおける板剛度、　tO・mn：固有円振動数

　また、式（6）を式（4）に代入して、式（7）の関係を用いると次式が得られる。

　　　　　　　　　　　ωm2　　　　πzλ。。　　　　　　　∂ZWmn
　L（w）＝ΣΣ〔〔tt’mn＋　　　　　　　　　　　　　Tmn｝Wmn＋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Nx。＋NXLcos苗τ）　　　　Tmn］
　　　　m＝ln＝t　　　　　　　　　　　ω£12　　　　　k』エ4βz　　　　　　　　　　∂ξ2

　ここに、て＝ωfエt、苗＝Ω／ω£1、貢x。＝Nx。／Ner、瓦XL＝NXt／Ncr、

面内力、kfエ＝Vρhb4ω£．2／D、°、　kf．：θ＝oeの1次の振動固有値、

（6）

（7）

（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λc：，・NcrbZ／D、°πz、　N。；一：座屈

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω☆：θ・0’の1次の固有円振動数

　式（8）には積層板の板剛度は含まれていない。したがって、これ以降の取り扱いは等方性板の解析と全く

同じとなる。積層板の影響はW，n。およびco・mnに含まれている。また、式（6）は仮定した解であり、式（4）の

厳密解ではない。したがって、式（8）にGalerkin法を適用すると、次式が得られる。
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　［エコ｛「rh｝＋［F］（T｝＋（貢x。＋蒋XLcos～bτ）［G］（T｝＝｛0｝

　ここに、｛T｝＝｛T，，T，2・・T、　LT2：Tz2・・TLL｝T、［F］＝［A］≡’［B］、［Gコ＝［A］’1［C］、

A｛」＋（i－1）L、n＋（m－1）L｝＝11mniJ、　B｛」＋（i－1）L，n＋（m－1）L｝＝αmnllrnnij、

C｛j＋（i－1）L，n＋（m－1）L〕＝γ工Zmnij、　amn＝a）　mn2ノω』エ、　γ＝π2λcr／kCエ4β2、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂2Wmn
工imnij・∫｝∫｝WmWi5dξdη、12mnij・力∫こ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Wisdξdη
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂ξ2

（9）

3．動的安定解析

　式（9）は連立のMathieuの方程式であり、その一般解は次式のように仮定することができる7）。

　　　　＿　1
　〔T｝＝eAτ｛－1）。＋Σ　（aksinkt＋bkcos　kT）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）
　　　　　　2　　k＝1

　ここに、τ＝diτ、λ：未定定数、　b。，　ak，　bk：未知のベクトル

　式（10）を式（9）に代入して、調和バランス法を適用すると、未知のベクトルを求めるための同次方程式が

得られるeこれは2倍サイズの固有値問題に変換して解くことができる。

［、品M。］一、M、；三IM、］1）一・（1　　　　・11・

　ここに、［M。］，［M，］，［Mz］：係数行列、｛Y｝＝λ｛X｝、（X｝＝｛b。b、b，…aエa2…｝丁

　式（II）は非対称行列の固有値問題の基礎式であるe得られた固有値の実数部の値が全て負ならば、式（10）

の一般解に含まれているeAτが時間とともに収束するために安定、逆に一っでも正ならばeXTが発散するた

めに不安定となる’）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　表一1　FRPの材料定数

4．対称積層板の曲げ剛性

　本研究の数値計算には、表一1に示すような3種類のFRPを

採用する。材料定数は、文献2）で使用されている表一ユの値

を用いる。E、／E、の値からわかるように、異方性の度合いは材

料（1）EGLASS／EPが最も弱く、（2）BORON／EP、（3）GRAPHITE／EPの

順に強くなるp

　表一2は以上の3種類の材料を対象とし、式（3）によって

積層板の曲げ剛性を計算したものである．どの材料も、繊維

角度θ＝ぴの曲げ剛性D、＊で無次元化している。

5．固有振動数特性

　図一2，3は、3種類の材料からなる積層正方形板の全周辺

単純支持（CASE　I）および荷重辺固定，他対辺単純支持（CASE皿）

の固有振動数曲線である。縦軸の固有振動数ω・は、等方性板

材　　料 E、（GPa） E、〔‘Pa） G11（CPa）
Ψ日

〔1）EGLASS／EP（E1／E、・0．41）

i2）BORO‖／EP（E，IE、・0．09）

i3）ORλP川TE／EP（L／E，・0．06）

60．？

Q09

P38

24．8

P
9
8
．
9
6

n．99

U．4

V．1

0．23

O．21

O．30

表一2　積層板の曲げ剛性
曲げ剛性 材　料 θ・0’ θ・15’ θ・30’ θ・45’

D‘8 （1）ECLムSS／EP 1，000 0，932 0，768 0，592

（2）BORO‖／EP LOOO 0，881 0，598 0，313

（・D，1‡） （3）CRAP田TE／EP 1，000 0，886 o，612 0，327

D2ψ ωE6LλSSIEP 0，4G8 0，420 0，4？3 0，592

（2）BORO爬／EP 0，091 0，094 0，測 0，313

（・D、、り （3）GRλPHITE／EP 0，065 0，076 0，145 0，327

（1）ECLASS／EP 0，094 0，122 0，178 0，206

Dl，1 （2）EOR剛EP 0，020 0，07？ 0，193 0，252

（3）舳田TE／EP 0，020 0，071 0，174 0，2田

（1）ECLASS／EP 0，193 0，221 0，277 0，3G5

Dl‘8 〔2）BORON／EP 0，030 G，089 0205 0，263

（3）CRAP‖ITE／EP 0，051 0，102 0，205 0，256

D38 （1）E6L」SS／EP 0，48G 0，564 0，？32 0，816

（・DLノ 〔2）BORO‖／EP 0，080 0，255 0，604 0，778

＋2Dl、り （3）CRAP田TEIEP 0，122 0，276 0，584 0，738
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の1次の固有振動数で無次元化し

ている。また、横軸θは積層板の

繊維角度である。ここで、M，Nはそ

れぞれX方向とy方向の半波数を意

味する。主軸方向のヤング率E1が

これと直角方向のヤング率E2と比

較して大きいために、積層板の固

有振動数は、等方性板よりも小さ

くなる（等方性板ではCASE　Iの場合

ωt、“”　＝1．0，ω12v”＝ωz、㌔2．5，ωza＊

＝4．0）。その割合は、異方性が強い

ほど大きくなる。繊維角度が変化

すると、固有振動数が増大する固

有振動と減少する固有振動が存在

する。CASE　Iの等方性正方形板の

場合ω、パとCO　，、＊の大きさは同じ

であるが、異方性板の場合図一2

のように両者（ω，、＊とω、已）が著

しく異なる。繊維角度がθ・O°か

4

ωw

3

2

　　（1）EGLASS／EP

－一一一一 k2）BORON／EP

－一一 i3）GRAPH工TE／EP

　　　　　　　　　，ニニ＝＝一＝
　M・2．N・2）　ジケ

　　　　／
　　，z〆
，4’

一…⊆悲註・・・…）

・・d・…　　“／
〔M＝ユ’N＝z）

Cソ／

、ノ／

00。

図一2

　　　・一一一，－
lsr　mode
〔M＝ユ，N＝1〕

3

t」★

2

1

　　4th　mo
　　M＝2，N＝2）

一一＝」＝【一一一’一一一一一一za．一．t－

、＼
3rd　mode
（M＝2，N＝1）　　　　　、

　　2nd　node
　　（M＝’ヅ／
＿ノ〔

　　　　　　　　　　　　O　lso　　　　　30°　　　　45°　　0°
　　　　　　　　o
固有振動数曲線（CASE【）　図一3

　　　一一　1St　mode
　（M＝1，N＝1）

　　　　－　1…GLASS／EP
　　　　’≡一一　BORON！EP

　　　　－’－　GRAPHrTε／1…P

　Is°　　　30°　θ　45°

固有振動数曲線（CASE皿）

ら変化すると、X方向とy方向の振動形の半汲数によって固有振動数が増大する場合と減少する場合がある。

すなわち、C△SEIの正方形板の場合y方向の半波数がx方向の半波数よりも大きい固有振動ω1、は増大し、逆

にX方向の半波数の方が小さい固有振動ω，、は減少

する。θ＝45°で両者が一致する。x方向とy方向の

半波数M，Nが同じ場合（M＝N＝1，M＝N＝2）には境界条件

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λer
によって固有振動の変化は異なる。また、異方性

の度合いが大きいほど振動数の変化が大きくなる。

したがって、動的不安定領域の発生振動数は繊維

角度の影響を著しく受けることが予想される。

　なお、Appendix　Aの固有振動解析から得られる

積層板の固有振動形は材料および繊維角度の影響

をほとんど受けない。したがって、式（A－2）の級数

の収束も等方性板の場合と同程度できわめて良好

である。

6．　座屈特ll生

　図一4，5は、全周辺単純支持（CASE　I）と荷重辺

固定，他対辺単純支持（CASE皿）の材料（1）EGLASS／EP

の積層板の座屈曲線である。縦軸λc．は座屈固有

値で、横軸βは縦横比である。ここで、M，Nはそれ

ぞれx方向とy方向の半波数を意味する。座屈曲線

4

λcr

∪ノ×

0　　1．0　 2・0　 3．0β　4．0
　　図一4座屈曲線（CASE　I：（1）EGLASS／EP）

’Kxx　M．1

1＼ご」

　　　M＝3　 θ＝450

、”一・・ざぐ＝：≧孟言

＼、一一．＿こN＜・15°

　　　1．0　　　　　　　　2．0　　　　　　　　　　　　　　　　　　 4．0

図一5座屈曲線（CASE皿：（1）EGLASS／EP）
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の変化パターンは等方性板の場合と
　　　　　　　　　　　　　　　　　O．5
同じで、CASE　Iでは縦横比の変化に　N．L

伴って座屈固有値は一定の最小値を　o’4

とり、CASEnlでは縦横比を大きくす
　　　　　　　　　　　　　　　　　O．3
ると座屈固有値は減少する。図に示

すように、繊維角度の増大に伴って　o’2

座屈荷重は増大する。特に、15°と　。．エ

30°の間の変化が大きい。また、座

屈波形のX方向の半波数が多くなる。

2ω11　　　　　2匂112　2ω21　　　2ω22　2ω】3　　　　　　2ω232Ω》31　　2ω32　　　　　　　　　2ω33

4．O

図一6動的不安定領域（CASE　I

8・0　　　　　　　1270　　　　　　 16．0　　　　　　 20．O

　　　　　　　　　　　　　di
　　　：（1）EGLASS／EP，β＝1．0，θ＝0°　）

　　　　　　　　　　　　　　　　　0．5
7．動的不安定領域　　　　　　　　＿
　　　　　　　　　　　　　　　　N賃L
　　　　　　　　　　　　　　　　　O．4
　変動面内力によって生じる動的不

安定領域の種類には、単純共振2ωi5　0・3

／k（k・1，2，…）と結合共振（ωi3±co・m。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　0．2
／k（k＝1，2，…）がある。このうちk＝1を

主不安定領域、k≧2を副不安定領域と　o．1

呼ぶ。結合共振において、＋の場合を

和形、一の場合を差形と呼ぶ7＞。　　　　　　　　　4．0　　　　8．0　　　12．0　　　16．。　＿　20．0

　動的不安定領域の種類は式（9）の　　図一7動的不安定領域（CASEn二（1）EGLASS／E｜），β・1．O，θ＝OD）

行列［G］の要素構成によって決まり、o．5

その発生可能振動数は行列［Fコによ　瓦L

って決る。繊維角度が中央面対称の　o・4

積層長方形板では、行列［G］の要素

　　　　　　　　　　　　　　　　　0．3構成は等方性板と同じである5）。つ

まり、荷重辺が単純支持であるCASE
　　　　　　　　　　　　　　　　　O．2
1，Hの場合は単純共振のみが存在し、

荷重辺が固定であるCASE皿，IVの場合　o・1

はそれに加えて和型の結合共振が存

在するs）。ここで、結合共振（ωi↓＋　　　　　　　4．e　　　　8．O　　　l2．O　　　l6．0　　　20．O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　di
ωm。）／kは和形のみが存在し、CASE皿　　図一8動的不安定領域（CASE田：（1）EGLASSIEI），β・1．0，θ＝0°）

ではi＋m＝偶数，j＝nのとき、　CASEIVで　　o．5

はi＋m，j＋nがともに偶数のときの自由icr＝L

度の組み合わせによって発生する吟。　°’4

　図一6～9は、それぞれ異方性の　。．3

度合いの小さい材料（1）EGLASS／EPを

　　　　　　　　　　　　　　　　　0．2用いて繊維角度θ＝oeで積層した場

合のCASE　I、CASEロ、CASEInの正方　。．1

形板（β・1．0）およびCASEIVの長方形

板（β＝1．5）の不安定領域を示したも　　　　　　　4．0　　　　8．o　　　i2．0　　　16．o　－　20．。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　al
のである。CASEIVの場合、β＝1．0の　　　図一9動的不安定領域（CASEIV：（1）EGLASS／EP，β＝1．5，θ・0°）

2ω）1 2ω21

2ω12　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ω23

@　　　　　　　　　2ω222ω）32ω31 2町2　　　　2ω33

2ω112ω122ω21
2凹3ω）1＋ω31
@　　2ω22　2」123　20〕3コ　2ω32　　　2ω33

2ω11

ω⑪＋ω312ω22　　　　　　　　　　　ω21十ωk，

Qω，λ2ω1，2・・ 2ω32　2ω“2ω、2
2ω23　　　2ω33　　2ω2、

2賊3　2ω3、
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正方形板では固有円振動数ωm。が重

　　　　　　　　　　　　　　　　20．0
根になるため、動的不安定領域が重

なって存在する。このため本研究で

は、動的不安定領域の種類が区別で
　　　　　　　　　　　　　　　　16．0
きるβ・1．5の長方形板を用いた。縦

軸は、変動面内力N．tの振幅を座屈

面内力N。．で無次元化した無次元変

動面内力の振幅N．Lで、横軸は励振

振動数をθ・0°のll欠の固有振動数

ωfエで無次元化した無次元励振振動

数苗である。ここに、1次の固有振

動数の20倍の振動数領域まで求めて

いる。計算自由度は9自由度とし、

x方向とy方向の半波数がそれぞれを

採用したeCASEIV図では、　m・4，n＝4

の16自由度を採用しているe図では

は、右上がり斜線部が単純共振、右

下がり斜線部が結合共振の発生する

不安定領域を意味する。図一8，9か

ら明らかなように、積層板において

も単純共振の主不安定領域2ωl」が結　di

合共振の主不安定領域ω三」＋ωmnより

　　　　　　　　　　　　　　　　　16．0も広い。等方性の場合のCASE工の正

方形版では不安定領域（2ω、、，2ω，川、

（2tO，，，2ω31）、（2ω、、，2　tO　3　z）は同

　　　　　　　　　　　　　　　　　i2．0じ振動数で発生するが、異方性板で

は図一6のように、異なった振動数

で発生する。このとき、荷重方向（x

方向）の半波数が低い振動数領域にあ

る不安定領域2ω口，2ω、：，2ωz3の幅

が狭い。

2ω32

2w2」

2ω21

2ωn

2tOu

　oo　　　　　　　150　　　　　　　30e　　　　　　　45e

　　　　　　　　　　e
　図一10動的不安定領域の変動

　　　　（CASE　I　：（1）EGLASS／EP）

20．0

2ω33

20．0

面

16．0

12．0

8、0

4．0

2Ul：1

2Wn

2Wll
2atll

2ω22

2w21

2ω12

2ωn

　0。　　　15e　　　30°　　　45°
　　　　　　　　　　　　
　図一11動的不安定領域の変動

　　　　（CASE　I　：（3）GR止PHITE－／EP）

20．0

百

L6．0

12．0
2
　
　
　
　
　
　
　
2
　
　
2
　
　
2
　
　
2
2
　
　
　
2
　
2
　
　
　
2

2tUn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Un
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2tO；：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　加23
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ロ23　　　　　　　　　　　　　　　　　8．O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iω11　　　8．0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ωコ1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ω13　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωほ＋ω」Z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2002a　　　　　　　　　　　　　　　　　　2【a21
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2tO13
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ul：1十hJll
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Mll十〇）St

EGLASS／EP、（3）GRAPHITE／EPを用いた
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Uu　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2aSIS
場合の積層正方形板の繊維角度によ

のである．同様に図一12，13はCASE皿　　図一12動的不安定領域の変動　　図一13動的不安定領域の変動

の積層正方形板に対する動的不安定　　　　　（CASEIH：（1）EGLASS／EP）　　　　（CASE皿：（3）GRAPHITEIEP）

領域の変動である。これらの不安定領域は、繊維角度がθ・0°におけるN．t＝O．5の値を用いている。境界条

件に無関係に繊維角度の増加により固有振動数が大きくなる不安定領域の幅が狭くなり、逆に小さくなる不

安定領域の幅が広くなる。また、図一10，11および12，13の比較から明らかなように、異方性が強い材料から

なる方が、積層板の不安定領域の発生振動数は繊維角度の影響を著しく受ける。これらの結果は等方性板の

結果を用いて推定することが不可能で積層板の理論を用いて解析しなければならない。
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8．まとめ

　本研究では、材質、繊維角度が中央面に対称な積層長方形板に対し、固有振動解析、座屈解析および動的

安定性解析を行った。これらを異方性の違う3種類の材料からなる各種の境界条件をもっ長方形板を対象に、

繊維角度をパラメータとして明らかにした。得られた結果をまとめると次のようになる。

（1）境界条件に関係なく異方性の度合いが強い材料ほど、等方性板と比較して固有振動数は小さくなる。

　　　また、異方性の度合いが強い材料ほど、繊維角度による固有振動数の変化は大きいe

（2）座屈曲線の変化パターンは、境界条件や繊維角度によらず等方性板と同じ特性を示す。境界条件に関

　　　係なく、繊維角度が大きくなると、座屈固有値は大きくなリ、荷重方向の半波数が増加する。

（3）動的不安定領域の種類は、等方性板と同じで、荷重辺が単純支持のときは単純共振のみが存在し、荷

　　　重辺が固定のときは単純共振と和形の結合共振が存在する。

（4）積層板の動的不安定領域は、等方性板とは異なった特性を示し、同じ振動形をもっていても、荷重の

　　　作用方向によって不安定領域の幅は著しく異なる。積層板の繊維角度が大きくなると、動的不安定領

　　　域の発生振動数が小さい振動数領域へ移る不安定領域の幅が広がり、高かい振動数領域へ移る不安定

　　　領域の幅が狭くなる。

　本研究によって、対称な積層長方形板の動的安定性が明らかにされた。本研究の方法によれば、固有振動

形が得られれば動的安定性の解析は、等方性板と全く同様に解析できる。今後この方法を用いて、カップリ

ング効果を考慮した積層板や非対称な積層長方形板の動的安定性を解析する予定である。

Appendix　A　固有振動解析

　式（4）において、変動面内力N．し＝0とすると、積層板に静的面内力N．。のみが作用する場合の運動方程式

は次のように与えられる。

　　　　　∂qw　　　∂‘W　　　∂4W　　∂ZW　　∂2W
L（w）＝D、　　＋2D，　　　　　　　　　　　　　　　＋Dz　　　＋ρh－一一一トNx。　　　＝0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂t2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂x2　　　　　　　　　　　　　　　　　∂ピ　　　　　　　　　　∂xz∂ジ　　　　　aピ

式（A－1）の一般解を次のように仮定する。

w＝ΣΣAStWSt（x，y）eid’t
　S巳1し＝1

ここに、ω：固有円振動数、A、し：未定定数、　WSt：境界条件を満足する座標関数

式（A－2）のWStとしては次のような関数を用いる。

WSL・hs（ξ）h，（η）

ここに、　hs＝sin　sπξ　（CASE　I，H）、　h　s＝cos（s－1）πξ一ces　（s＋1）πξ　（CASEIO［，rV）、

　　　　hし＝sin　tπη　（CASE　I，匝）、　hし＝cos（t－1）πη一cos（t＋1）πη　（CASEH，IV）、

　　　　ξ＝x／a、　η＝y／b

式（A－1）に式（A－2），（A－3）を代入すると、次式が得られる。

　　　　　　　　　D、＊　　＿　2D，＊　　＿　　　　　＿　　　　　　＿　Nx。　　＿
　　　　　　　　　　　　　　　　　　hs”hL”＋D3thsht’’”L（w）＝Σ　Σ．ASt｛－hs””hし＋
　　　　　　　　　　　　　　　　β2　　　　　　　　　　　　　　　　　β2　　　　　　　　　β4　　　S＝‘t＝：

ここに、D、＊＝D、／D、°、　D、＊＝D，ノD，°、　Ds＊＝D、／D，°、λv＝　ρhb‘ωz／π9D、°、

　　　　貢x。＝Nx。b2／πzD〕°、　D、°：D、のθ＝oeにおける板剛度

式（A－4）にGarerkin法を適用する。

∬£L（w）hphqdξdη＝0

ここ匡こ、　p＝1，2，…　，L、　q＝1，2，…　，L

（A－1）

（A－2）

（A－3）

一λvAhsht－－hs”hし｝ei，，L　　（A－4）

（A－5）
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式（A－5）の積分を実行すると、次式が得られる．

Σ　Σ　ASt［Espしq一λv4FSPtq一貢x。GSPtqコ＝O
s＝1t＝t

（A－6）

　　　　　　　　D、＊　　　　　2D2＊
　　　　　　　　　　　　　　　　　Ispz工Lqt＋D、＊lsp’1しqa、　FspLq＝lsp11しql、　GspLq＝lspzl，q】／β2、　ここに、　Espしq＝－lsp31tqi＋
　　　　　　　　　　　　　　　β1　　　　　　　　β9

　　　　　1spz＝鬼hshpdξ、　Ispz＝∬hs”hvdξ、　Isp3＝f。ihs””hpdξ、

　　　　　1，q；＝澄一『し丁「qdη、　1しq2＝∬丁「t”Tqdη、　1しg°＝允hし””hqdη

　式（A－6）を行列表示すると、次のようになる。

（［E］一λ．・［F］－N．。〔G］）（X｝・〔0｝　　　　　　　　　　　　　　　（A”7）
　ここに、［Eコ：E〔q＋（p－1）L，s＋（t－1）L｝、［F］：F〔q＋（p－1）L，s＋（t－1）L）、［G］：G｛q＋（p－1）L，s＋（t－1）L｝、

　　　　　｛X｝＝｛A，，A、z…A，LA2iAzz…AしL｝T

　式（A－7）において、Nx。＝0とおくと自由振動の固有値λ．が求まり、λv＝0とおくと座屈の固有値λb＝N．。

を求めることができる。数値解析では式（A－7）を固有値問題に変換することで、それぞれλ．，λbを計算する

ことができる。
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