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　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　It　is　well　known　that　the　arithmetic　mean　is　greater　than　or　equal　to　the

geometric　mean。However，there　are　few　books　in　which　the　condition　for　the

e（luality　is　interprete（i．　In　this　paper，　by　apPlying　the　nice　I）roof　of　Jensen｝s

inequality　obtained　by　professor　Akihiro　Nishi　at　the　Saga　University，we　give　the

proof　by　means　of　the　convex　function，including　the　case　of　the　equality．

　　　　　　　　　　　　　　　　1．はじめに

　相加平均が相乗平均より大であることはよく知られており，特に凸関数を使った証明は

よくみかけられる。しかしながら等号が成立する場合の条件まで説明してある本は意外と

少ない。ここでは佐賀大学教育学部の西晃央先生のJensenの不等式についての巧妙な証

明の紹介を兼ねて，このことについて述べてみたい。

　　　　　　　　　　　　　　　　2．凸　関　数

　まず開区問（α，わ）；岡　α＜κ＜酬　における凸関数の定義から始める。

　定義．開区問（α，わ）で定義された関数∫（κ）が凸であるとは，κ，』y∈（α，わ），0＜λ＜1，

κ≠ッとなるκ，ly，λに対して

　（1）∫（（1一λ）κ＋λッ）≦（1一λ）∫（κ）＋λ八y）
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が成立することである。（（1〉においてくが成立するとき，∫（κ）は狭義凸（strictly

co加ex）（または強凸（strongly　convex））であるという。）

凸関数について次の定理が成立する。

　定理1．（α）六κ〉が開区間（α，わ）で凸であるためにはα＜κ1＜論＜κ3＜わのとき

　　　　　∫（κ2）イ（κ1）　∫（劣3）一∫（κ，）

　（2）　　　　　　≦
　　　　　　X2｝κ1　　　　　κ3一κ2

が成立することが必要十分である。

　（わ）∫（κ）が開区間（α，わ）で狭義凸であるためには（2）においてくが成立するこ

とが必要十分である。

証明　（α）（2〉を変形すると

　　　　　　　　　に　　だ　　　　　　　　　　　に　　ガ　
　（3）∫（κ、）≦　　　∫（κ1）＋　　　∫（κ、）．
　　　　　　　　　κ3一κ1　　　　　　κ3一κ1

∫（κ）は（α，わ）で凸とする。

　　　　　　　κ2一κ1
　　　　λ＝
　　　　　　　κ3一κ1

とおくと

　　　　1一λ一κ3一κ2，（1乙λ）x、＋λκ3一κ、，0＜λ＜l
　　　　　　　　　X3『Xl

となる。∫（κ）は凸だかち，

　（4）∫（（1一λ）劣1＋λκ3）＝（1一λ）∫（κ1）＋λ∫（κ3）

となり，（3）が成立する。したがって（2）が成立する。

逆に（2）が成立すると仮定すると（3）が成立する。

　α＜κ＜ッくわ，0＜λ＜1とする。（1一λ）κ＋λッ＝むとおくとκ＜ε＜ッとなるから（3〉

より

　　　　　　　　ly一ε　　　　む一κ
　（5）∫（亡）≦ツーκ∫（κ）＋ツーx梱＝（卜λ）∫（x）＋λ∫◎）

となり（1）が成立する。

（わ）∫（κ）は狭義凸とすると，（4）においてくが成立するから，（3）においてく

が成立し，したがって（2）においてくが成立する。逆に（2）においてくが成立す

れば，（5）においてくが成立する。したがって（1）においてくが成立する。
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　次の証明法は西晃央先生による。（［2］参照）

　定理2．（α）∫（κ）は開区間（α，わ）で凸とする。α＜κ、＜わ（ε＝1，2，・…，π）と

　　　　たα、＞0，Σα、＝1となる　α、に対して，
　　　し＝1
　　　　　　ル　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　（6）∫（Σα、κ、）≦Σα、∫（κ、）
　　　　　　FI　　　　　　　　　　F1

が成立する。

　（わ）六x）は開区問（α，わ）で狭義凸とする。（α）におけるκ、，α、に対して，κ、≠κ、

となるε，ノが存在するならば，

　　　　　　び　　　　　　　　　　　　　ゆ
　（7）∫（Σα、κ。）＜Σα、∫（κ、）
　　　　　　ε＝1　　　　　　　弓＝1

が成立する。

　証明　（α）πに関する帰納法で証明する。η＝2のときは凸関数の定義に他ならない。

η一1のとき（6）は成立したと仮定する。那＝1，2，・…，ηに対して，

　　　　　Σ（1一α肌〉一1α、＝（1一α皿）一1Σα、＝1
　　　　　∫≠肌　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε≠濡

だから帰納法の仮定より，

　　　　　∫（Σ（1一α肌）一1α、X、）≦Σ（1一α舵）一1α、∫（κ）
　　　　　　彦≠肌　　　　　　　　　　　　　　　　　ε≠肌

が成立する。ここでΣは肌以外のすべての‘について和をとることを意味する。一
　　　　　　　　　‘≠’π
方，

　　　　　ゆ　　　　　Σα、κ、＝（1一α肌）Σ（1一αm）一1α、κ、十α肌κm
　　　　　ε準1　　　　　　　　　　　　　　　ε≠耽

が成立するから，

　　　　　X＝Σ（1一α肌）一1α、κ、，y＝κ皿
　　　　　　ε≠肌

とおくと，

　　　　　　び　　　　　∫（Σα、κ、）＝∫（（1一α肌）X十α肌y）≦（1一α肌）∫（X）十αげ（y）

　　　　　　じ一1
　　　　　　　　　≦（1一α肌）Σ（1一α肌）一1α、∫（κ、）＋α鷹∫（κ肌）

　　　　　　　　　　　　　ε≠肌　　　　　　　　　　び　　　　　　　　　＝Σ∫（劣、）．

　　　　　　　　　　F1

したがってπのときも成立する。

　（わ）∫（κ）は狭義凸とする。もしすべての肌について

　　　　　Σ（1一α腕）一1α、κ、＝κ肌

　　　　　‘≠肌

となったと仮定すると
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　　　　　れ　　　　Σα、κ、＝Σα、x、十α侃κ㎜＝（1一α肌）κ肌十α肌劣肌＝κ肌
　　　　乙＝1　　　　　　ε≠肌

　となるから，κ1＝…＝κ．となる。これは仮定に反するから，ある肌が存在して

　　　　Σ（1一α舵）一1α、x、≠κ肌

　　　　ε≠m

となる。したがって∫（κ）が狭義凸であることより，

　　　　　　び　　　　∫（§ユα・幻一∫（（1一α配）ε黒（1一αm）『1礁＋α肌κ肌）

　　　　　　　　＜（1一α肌）ノ（Σ（1一α醜）一1α、κ、）十αげ（κ鵬）

　　　　　　　　　　　　　　まヂぼ
　　　　　　　　≦（1一αm）Σ（1一α肌〉『1α。∫（κ。〉＋α肌撫肌）

　　　　　　　　　　　　　ザハ　　　　　　　　　　ぶ　　　　　　　　＝Σα、∫（κ、〉

　　　　　　　　　F1
となり，（7）が示された。

　今までは∫（κ）の微分可能性は仮定しなかったが，∫（κ〉が2回微分可能のときは次の

定理が成立する。

定理3．∫（x）は開区間（α，わ）で2回微分可能とする。

（α）∫（κ）が凸であるための必要十分条件は∫”（κ）≧0である。

（わ）∫”（κ）＞0ならば∫（劣）は狭義凸である。

証明　（α）∫（κ）は凸とする。α＜期＜κ2＜わとする。いま　ξ，η　をκL＜ξ＜η＜κ2と

なるようにとる。すると

　　　　∫（ξ）一撫1）　∫（η）一∫（ξ）　∫（x、）ザ（η）
　（8）　　　　　　≦　　　　　　≦
　　　　　　ξ一κ1　　　　η一ξ　　　　κ2一η

が成立する。（8）においてξ→κ1とすると

　　　　　　　　∫（η）イ（劣1）　∫（κ，）ザ（η）
　（9）プ（κ、）≦　　　　≦
　　　　　　　　　η『κ1　　　　κ2一η

となる。したがって

　　　　　　　　∫（κ、〉一∫（η）
　（10）∫ノ（κ1）≦

　　　　　　　　　κ2『η

においてη→κ2とするとヂ（κ1）≦プ（κ，）となるから，ヂ（κ）は単調増加関数になり，

∫”（κ）≧Oとなる。

　逆にヂ（x）≧Oとする。α＜κエ＜κ2＜κ3＜わとすると，平均値の定理より，

　　　　　∫（κ2〉一∫（κ1）　　　　∫（κ3）一∫（κ2）
　　　　　　　　　　　＝∫ノ（ξ1），　　　　　＝プ（ξ2）
　　　　　　κ2－X1　　　　　　　　　　　劣3一劣2

をみたすξ1，ξ2（κ1＜ξ1＜κ2＜ξ2＜κ3）が存在する。∫！（κ）は単調増加だから，
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プ（ξ、）≦．ズ（ξ2）となる。したがって

　　　　∫（κ2）一∫（κ、）　∫（κ3）一∫（κ2）

　（ll）　　　　　≦
　　　　　κ2一κl　　　　　　X3一κ2

となり，∫（κ）は凸になる。

　　（わ）∫”（x）＞0とするとヂ（劣）は狭義単調増加関数だから（ll）においてくが成立

する。したがって∫（κ）は狭義凸になる。

　　　　　　　　　　　　　　　　3、凸関数の応用

　これから前節の定理を応用して，よく知られた2つの不等式を証明する。また相加平均

と相乗平均については，帰納法による別証明があることを最後に示す。

　　　　　　　π　　　　　　sinκ　　2
　例1．0＜κ＜一のとき　　　　　＞一
　　　　　　　2　　　　　　　　κ　　　π

が成立する。

　証明∫（x）＝一sinκ　（0＜κ＜｛一）とおくと，∫”（κ）＝sinκ＞0。しがたって，定理3

（6）より∫（κ）は（0，一穿）で狭義凸である。0＜α＜κ＜わ＜」穿とすると，定理1より

　　　　　∫（κ）一∫（α）　∫（κ）一∫（わ）

　　（12）　　　　　　＜
　　　　　　　κ一α　　　　　κ一わ

が成立する。（2）は

　　　　　∫（κ3）一∫（κ1）　∫（κ3）一∫（劣、）

　　　　　　　　　　　≦
　　　　　　　劣3一詫1　　　　　×3｝κ2

とも同値だから，0＜ξ＜α＜κ＜わ＜η＜一穿のとき

　　　　　∫（κ）イ（ξ）　∫（x）ザ（α）　∫（わ）一∫（κ）　∫（η）一∫（κ）

　　（13）　　　　　　＜　　　　　，　　　　　　＜
　　　　　　κ一ξ　　　　　　　κ一α　　　　　　　　わ一κ　　　　　　　η一κ

が成立する。（1＄）において，ξ→0，η→看とすると

　　　　　∫（κ）∫（κ）一∫（α）∫（κH（わ）∫（号H（κ）

　　（14）　　　≦　　　　　＜　　　　　≦
　　　　　　κ　　　劣一α　　　　κ一わ　　　　π　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊇「｝κ

を得る。（14）を変形することにより，求める式を得る。
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例2．劣、≧0（ε＝1，2，・…，π）のとき

　　　　劣1十・…　十κπ　　π

（15）　　　　　　≧一　　　　　　π

が成立する。ここで等号が成立するのは崎＝κ2＝…・＝κ．のときに限る。

　証明　κ、＝0となるεが存在すれば（15）は明らかに成立する。したがってx、＞0（ε＝

1，2，・…，η）と仮定する。κ＞Oに対して，∫（κ）＝一logκとおくと，

　　　　　　　　　1
　　　　　∫”（x）＝、＞o
　　　　　　　　　κ

となるから，∫（κ）はκ＞0で狭義凸である。α、＝⊥（‘＝1，…・，ん）とすると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η
　　　　　∫（茎、　）≦茎、鵡）一誰1青1・9κ・一一1・9緬・

となるから（15〉が成立する。κ、≠筋となる‘，ノが存在すれば

　　　　　　　　κ1十・…　十Xπ　　　π　　　　　昂　　　　　　　　　　π
　　　　　一1・9　η　一∫（多、α・幻＜Σ1α・∫（幻一一1・9雁

が成立する。

最後に帰納法による例2の別証明を与える。（［1］参照）

〔例2の別証明〕まずπが2のべきのとき（15）が成立することを示す。すなわち

π＝2肌（肌は自然数）と書けているとする。舵二1のとき（15）は明らかに成立する。漉

のとき（15）は成立したと仮定する。

　　　　　　　　　　　ゆナ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　（，頴の一（（，篇麹）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　一（1㎞俵・・＋参轟／）≧（拝・風同

　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　一（歩詞（歩撫㌦）≧趣歯一蘇

上の式で等号が成立するならば

　　　　　　肌　　　　　　　肌十1
　　　　　　　　　　　　ど
　　　　　Σκ∈Σぬ，κ＝…・＝κ2吊，κ2肌＋1＝・…＝X2皿＋1
　　　　　熊1　鹿；2皿＋1

とならなければならないから，κ、（‘＝1，…・，2m＋ユ）はすべて相等しくなる。

よって，π＝2肌（肌は自然数）と書けている場合には（15）は成立する。

　つぎに一般の場合を証明する。自然数π（π≧2）に対して2肌一1≦π＜2肌となる自然数肌

が存在する。
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　　　　　　　1　π
　　　　　劣＝一Σx舟
　　　　　　　η々＝1

とおく。x1，κ2，…・，κ．，κ，・…，κに対しては，前半で証明されているから，

　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　2m一π個

　　　　　　　　　　　　　　　　　27π
（！6）（歩（急簸＋（㍗一π〉κ））≧鎮・…ぱ、

が成立する。（16）の左辺は〆に等しいから，（16）より

　　（17）κπ≧κ、…・κπ

となり，定理は成立する。（17）で等号が成立するならば（16）で等号が成立するから，

κ1＝κ2＝・…　＝κπ＝κとなる。
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