
住毒耳Z アーーヲニオラよび、今一一一ブ、ノレに

毛見オつオ戸し ξ〉ブココ寸コz...0.コ角牢ノ卜H

(課題番号 09650531)

平成 9年度~平成10年度科学研究費補助金(基盤研究(C)(2))

初干多E 月文芸畏幸反告子芸書

平成11年 3月

研究代表者高ヰ喬和友住

(長崎大学工学部教授)



信書エJZアーチおよび、ケーーブ、ノレに

毛見オつオエと〉ヌコヌ「コ之、 dコ角寧主斤

(課題番号 09650531)

平成 9年度~平成10年度科学研究費補助金(基盤研究(C)(2))

有汗多!G s.克主畏幸良笹子主主事

平成11年 3月

研究代表者 言菩布昏宋口ま佳

(長崎大学工学部教授)



Lましカ主き

①研究の背景

構造物の非線形振動は航空機でターボジェットエンジンの開発に伴う強い音響負荷を受

ける航空機構造部材の板や殻の非線形応答に始まった。 1970年頃から土木構造物でも鉄i苔

の腹材やランガ一橋の吊材で大振幅仮動が発生したと見られる事例が発生し、ケーブルの

振動によって本格的に非線形振動現象が解析され出した。その後非線形振動の研究は、コ

ンピュータシミュレーシヨンの技術の進歩によってカオスまで含んだ応答の解析まで行わ

れるようになっている o カオスまで含んだ非線形振動は 1自由度糸としての解析がほとん

どであるロ構造物のカオスを取り扱う場合は、 l自由度系としては不十分であり、多白山

度系としての解析が必要であるが、このような研究はまだ始まったばかりである。研究代

表者らは、ごれまで連続体を多自由度系で近似し、精度のよい非線形振動解析を行ってき

た。さらに、 l自由度系に対してカオスの解析をしており、多自由度糸としてのカオス解

析の準備ができている。

②研究目的

本研究では、微小なライズを持つ偏平アーチ(薄板)およびケーブルが周期的外力を受

ける場合の分岐振動である 1/2分数調波共振および超分数調波近傍のカオスの鮪'析を、

多自由度系として解析したロまた、応答振幅が大きくなる係数励振動を受ける場合のケー

ブルおよび偏平アーチのカオスを解析する。ヱれらの解析によって熔造物に現われるカオ

ス挙動を明らかにするとともに、カオスに及ぼす各種のパラメーターの影響をゆjらかにし

た。

③当該分野におけるこの研究に学術的な特色・独創的な点及び予想される結果と意義

連続休である構造物の非線形振動に現われるカオスの解析は、多自由度糸として取り倣

うべきであるが、このような研究はまだ少ない。研究代表者らは連続体の非線形振動解析

に対して十分な実績があるため、カオスに及ぼす高次モードや他の自由度の調波成分の影

響を評価することに特色・独創的な点がある。本研究によって構造物に現われるカオスの

解析、その実際の構造物に現われる可能性を評価できる。

④主な研究成果

(1)初期形状がはりの回転半径程度の偏平アーチの非線形振動を多自由度系としてモデル

化して、非線形運動方程式を誘導する o 周期的外力を受ける場合の主共娠、分岐伝説!であ

る分数調波共振、超分数調?皮共振を明らかにし、付随および分岐で現われる周期的応答の

性質を明らかにした。

(2)得られた多自由度系の非線形運動方程式の数値シミュレーシヨン解析を行い、周期j解

のほかにカオス解を求める。カオスが現われる振動数近傍の解析を分岐図、パワースペク

1-



トル、ポアンカレマップなどを用いて詳細な分析を行った。ごれによって、カオスの発生

に及ぼす他の仮動モードの影響(多自由度系としての影響)を評価した o

(3) カオスのコンピュータ画面上における表示法を調査して、カオスの発生を舷認する手

法を検討している o

(4)板厚と同程度のライズを持つ長方形板の非線形振動解析を行い、非線形振動特性を境

界条件、ライズ比など影響を評価した。さらに、多自由度系としての取扱いを行い、高次

モードの影響を明らかにした。

(5)周期的外力を受ける偏平ケーブル(サグ比1/8以下)の非線形振動を多白山皮糸として

モデル化して、主共振、分岐振動である分数調波共振および超分数調波共振を解析した。

(6) 国内外の斜張橋の振動実験などにおいて、ケーブルに係数励振によると考えられる非

線形振動が発生している。本研究では、 30橋の斜張橋の全体振動とケーブルの局部振動の

関係を明らかにした。さらに、局部張動の振幅や発生範囲を求めた。

(7)多自由度の非線形振動に現われるカオスに関する文献や構造物に現われるカオスに関

する文献を調査し、最近の研究のレビューを行った。

(8) ヱれらの研究から、構造物に現われるカオスの存在領域を振動数や荷重強度の関係か

らある程度評価することができた。
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1 .偏平アーチの非線形振動とカオス

第 1寧はじめに

園-1.1 本論文で取り扱う偏平アーチの一例

近年，土木構造物は単に構造物としての機能を果たすのみでなく，

地域に根付くランドマークとして期待されるため，安全性，経済性

はもちろんのこと，周辺環境との調和を含めた景観への配慮が必要

不可欠な要因となっている.さらに最近，構造物では大規模化およ

び軽量化への傾向が一段と強くなっている.そのため，構造部材の

使用効率の良さなどから，長さに比べて板厚が小さい薄肉材や薄板

が採用されている.薄肉構造部材では，アーチとしての機能を期待

して構造特性を活用するためにライズを設ける他に，製作過程，支

持部の出来具合および自重の影響などからライズが必ず存在する.
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ライズをもつはりや軸方向圧縮力を受けて座屈したはりは，偏平ア

ーチとみなすことができる 1)(園-1.1参照).偏平アーチは，曲率構

造(ライズが存在)のため剛性が高い.しかし，飛び移り座屈を含め

た不安定現象 2)が生じやすく，ライズの大きさが座屈強度に敏感に

影響を及ぼすことが知られている.ライズによって生ずる 2次の非

線形項が座囲特性に重要な役目を果たす.振動の場合にも，非線形

振動 3) 動的座固 4) カオス 5)などにライズの大きさおよび形状が大

きな影響を及ぼすことが予想され，各方面で解析が行われている.

偏平アーチの非線形振動の挙動はきわめて複雑で，カオスの存在，

振動モード聞の連成の影響および動的座固など未解明な問題が残さ

れている.

このような観点から，本研究はまず偏平アーチを 1自由度系に近

似し，非線形振動特性を，ライズ比，荷重強度および減衰定数をパ

ラメーターに解析を行う.また 1次振動の 112分数調波共振近傍

のカオスを解析する.偏平アーチは連続体であるから，多自由度系

としての解析が必要である.そこで，偏平アーチを 2自由度系近似

し， 3次振動の自由振動および強制振動特性を検討し 3次振動の

非線形応答をライズ比および減表定数をパラメーターに解析を行う

とともに 1次振動近傍の分岐振動に及ばす 3次振動の影響を明ら

かにする.さらに，初期形状および境界条件が非線形振動特性に及

ばす影響について検討を行う.

解析にあたっては，運動方程式に Galerkin法を用いて多自由度系

の非線形振動問題に変換し，さらに調和バランス法を適用して，連

立代数方程式に変換し， Newton-Raphson法により解析解を求める.

また，カオスおよび動座屈の解析は， Runge-Kutta-Gill法を適用した

時間応答解析を用いる.

各章の内容を以下に示す.

第 1章では，本論文の目的と概要を述べる.
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第 2章では，面内荷重を受ける偏平アーチの非線形運動方程式を

誘導する.

第 3章では，第 2章の非線形運動方程式を常微分方程式に変換し，

調和バランス法を用いる解法と.Runge-Kutta-Gill法を用いる時間応

答解法について述べる.

第 4章では，偏平アーチに現れる 1次振動の 1/2分数調波共振に

ついて調和バランス法による解析および時間応答解析を 1自由度系

について行う.偏平アーチの形状パラメーターであるライズ比，荷

重強度および減衰定数の影響を明らかにする.さらに. 1次振動の

1/2分数調波共振近傍のカオスの存在について明らかにする.

第 5章では，偏平アーチを 2自由度系で近似し. 3次振動の非線

形振動特性および 1次振動の 112分数調波近傍に及ぼす 3次振動の

影響について調和バランス法による解析および時間応答解析を行う.

3次振動について，偏平アーチの形状パラメーターであるライズ比

および減衰定数の影響を明らかにする.また 1次振動の 112分数

調波共振近傍のカオスについて. 3次振動の影響を評価する.

第 6章では，偏平アーチの非線形振動に及ばす初期形状の影響に

ついて検討を行う.

第 7章では，偏平アーチの非線形振動に及ばす境界条件の影響に

ついて，両端ヒンジと両端固定の両者の非線形応答の特性を比較し

検討を行う.

第 8章では，以上によって得られた結果を総括する.

~3 ー



第 2 寧非撮影~IIJ方窟式

x x+dx 

A。
YO +す&y。

A 
安+ま(を)dx

y 

Y+か

生+生!!..+~(ay +生斗dx
iJX iJX ax ¥ゐ iJxJ

園-2.1 はりの微小要素

はりの回転半径と同程度の偏平なライズをもっアーチを対象とす

る.初期形状 y。をもっ一様断面の細長いはりに周期荷重 pcosQtが作

用する場合の非線形振動の運動方程式を誘導する.基礎式の誘導に

あたって次の諸事項を仮定する.

(1) u<r 

ω y = O(r) I卦1(お =O(E) (0:オーダー)
(3) Yo = O(r) 

(4) 軸方向の慣性力および回転慣性力は無視する.

(5) 両端で軸方向変位拘束

ここに u 軸方向変位 r 回転半径，Y たわみ x はりの支

点からの距離 YO 初期形状.

国-2.1に示すようなはりの任意点のひずみ Exおよび応力 σxを求

めると次のように得られる 1)
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Ex = (ιAB)/ AB-η会

θ2y 
= l:O -η" ? . ax" 

=子~((ま)2+23を)-η安
Ox = EEx 

(2・1)

(2・2)

ここに， η:中立軸からの距離 Eo 中立軸のひずみ E ヤング

率.

よって，はりの全体のひずみエネルギーは，

v=知(ま引がサ針。)2MS
ここに S 断面積.

運動エネルギー Tは，はりの密度を pすれば

T=jgρ(すrdxdS
荷重のなす仕事wは，

W = fYPo cosQ幼

ここに， Q:荷重の円振動数 t 時間， Po 荷重振幅.

式 (2・3) 式 (2・4)および式 (2・5)を用いて，

(2・3)

(2・4)

(2・5)

般化

Lagrangian L' = T -V + Wが得られ， Hamiltonの原理は次のように表さ

れる.

OL2M=O (2・6)

砂および伽の任意性から横方向および軸方向の運動方程式は次の

ように得られる.

凶会+EI会一日三(EO(:+を))= PO cos (2・7)
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θt:o = 0 (2・8)
ax 

ここに 1 断面 2次モーメント.

式(2・8)より，はりの中立軸のひずみが一定であることが明らかによ

り，また両端で軸方向変位拘束を考慮すれば次のような運動方程式

が得られる.

θ2yd4y idzyd2Yol 
ρS-7+EI-T+Nx|-T+一一I= Po cosQt 
at" ax" -¥ ax" ax" } 

(2・9)

Nx=-引((お2+23を)枇 (2・10)

ここに N
x たわみによる変動軸力.

上式は偏平アーチの非線形振動問題，動的安定問題や製作過程，支

持部の出来具合および自重による影響などによって生ずる初期不整

をもつはりの非線形振動問題に適用すべき運動方程式である.

砂
式(2-9)に，粘性減衰抵抗 cーの項を加え Nxを消去すれば，偏平み 命

アーチの運動方程式は初期軸力がない場合に次のように表される.

み
J

一み
C
 
+
 

均一

ν
，t
 
E
 
+
 

均一が凶

ー計(((:f+2:討dx)(告+争)= Po cosQt (2・11)
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第3.非IIIS運動方程式の解法
3.1 Ga/erkln法によ -d1lf1t分方程式への解法

初期形状は境界条件を満足しなければならないから，次のように

関数表示されるものとする.

YO = fu"X(x) (3・1)

ここに，企=d.o / r ライズ比， X(x):ライズの形状関数

式(2・11)の解を，次の変数分離形に仮定する.

Y =r~x.(x)五 (t) (3-2) 

ここに X. 座標関数， ζ:未知の時間関数.

上式の座標関数 X.として，ライズが零の直線ばりの固有振動形を用

いる.

式(3・1)，式(3・2)を式(2-11)に代入し， Galerkin法を適用すれば，

次のような時間に関する多自由度の連立非線形常微分方程式が得ら

れる.

え+α九+tsJ2似+企22(dRtn+;判明

+6~~ßん五日 = Y.PCOSWL (3・3)

201JdzX 〆dXdX
ここに， a. = (̂. / ~ r 'トー-[--XdE， d =f-」 dS，

λ~x. Jo d;2 --.-=" .... Jo d; d; 

1 ~ld2X" 
RI' 一一一f一寸LXdと，X;x. JO d;L 

sZem却をま何?吋々 x.)，

7-

P，.， = r竺ι竺4l~
'̂ JO d; d; -

y. がほ/(~x.)



Xn=がd;， ; = x U ， p = pof，4 /肋， A.. = R面不EI， W = Q/ωl'ω ラ

イズのないはりの線形 1次固有円振動数， τ=ωl.

3.2 高崎とンジの信号Eアーチへの適用

国-3.1 偏平アーチの一般図

(a)l自由度系の場合

園-3.1に示すような両端ヒンジの偏平アーチが，ライズの形状関

数 X= sinπとをもっ場合の対称振動を考える.系を 1自由度系と仮定

しI;を Tとおき線形減衰力を考慮すれば，式(3-3)は次式となる.

ヴ 3 今 1_， 4 
T+2hαT+α"T + ::.. !!.T" + ::.. T' =ーマpcosωτ

4 4πJ  
(3・4)

ここに α=目玉 1次固有円振動数

式(3・4)に示すようにライズの影響は，線形振動数には自乗で効い

てくるため，ライズ比が 1を超えると大きな影響を及ぼす.また，

ライズ比は 2次の非線形項の係数に含まれている. 2次の非線形項

は振幅が大きくなると， 3次の非線形項に比べて小さくなる.した

がって，ライズ比の影響は振幅が大きくないときに効いてくること
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が予想される.

(b) 2自由度系の場合

偏平アーチの非線形振動について多自由度系としての振動モー

ド聞の連成の影響を含めた解析を行うため，偏平アーチを 2自由

度近似する.系を 1次振動と 3次振動の 2自由度系と仮定し，線

形減衰力を考慮すれば式(3・3)は次式となる.

M
 

P
3
 o
 

p』P
 

4
一ポ一-

1
d
 
T
h
A
 

1
一4
+
 

ラ
&

工3TH
 

9
一4
+
 

弓
4

T
勺
A
品
9
一4
+
 

今
ゐ
T
h
A
 

A
品

3
一4
+
 

T
町
、，“，
Aα
 
+
 

.中ム
ια
 

劫+
 

T
h
A
 

(3-5) 

9.__ 9 ヲ 81_， 4 
毛+1助31;，+81毛+::-s1; 1;， +一昨1;，+ -.-1;，0 =ーマpCOSWT

" 2 ." 4'" 4"  3.πd 
(3-6) 

ここに hph3 減衰定数， αj= Ji工E万.

式(3・5)，(3・6)はライズの形状が正弦波の場合の偏平アーチの 1次，

3次振動の連立非線形運動方程式である.式(3・5)，(3・6)は連立の 2

次の非線形項をもっ Duffingの方程式である 7) 非線形運動方程式に

は主調波応答の他に，高調波共振，分数調波共振，超分数調波共振

およびカオスなどの各種の現象が存在しうるが，本論文ではまえが

きに述べたように偏平アーチの形状パラメーターが 3次振動に及ぼ

す影響および 1次振動の 1/2分数調波共振近傍に現れるカオスに及

ぼす 3次振動の影響を評価する.

I;および毛の自乗， 3乗の項が無視できる線形振動に注目すると，

l次振動の固有円振動数 n
j
=.J1+s2万はライズ比の影響を受けるの

に対して ，3次振動の固有振動数n3=9はライズ比の大きさに無関係

である.

次に，非線形自由振動(p= 0)に注目して 1次振動I;が発生した場

合を考える.式(3・6)に 1次振動の単独項が含まれていないため， 3 

次振動 T3は直接加振されない.つまり 1次振動が単独に生じ得る.

したがって ， 1次非線形自由振動については 1自由度系としての

-9  



取り扱いで十分である しかし，式(3-6)においてm項が%叫毛+
% 7;21;のようにい関する方程式の係数として含まれるため1;ls 
周期振動する場合には，式(3・6)は係数励振型の運動方程式となる.

このため，特別なライズ比でのみ Eが分岐的に発生しうる.これに

ついては別途取り扱う必要がある.

一方， 3次振動毛が生じた場合 1次振動の運動方程式(3幽5)に 3

次振動の単独項arが含まれているため，企庁の項が外力となり 1次
振動1;が加振される.したがって 3次非線形自由振動は 1次振動

と連成するため， 1自由度系としての取り扱いが不可能で，多自由

度系として取り扱う必要がある.

なお，強制振動の場合(p'" 0)を考えると 1次および 3次振動と

もに加振されるため，多自由度系としての取り扱いが必要である.

なお，ライズの形状が正弦波以外の場合には，式(3・5)および式(3・6)

とは異なった1;と旦聞の連成を示すことが予測される.

3.3 調布バランス法によg解法

(a) 1次振動の 1/2分数調波共振(1自由度系)

1自由度系において 1次振動の 112分数調波共振を求めるため

に，式(3-4)の解を次式のように仮定する.

Cn Wτ wτ 
T=ー止+c，，， cos":::':':'" + s"， sin'::一+C，c⑪Sωτ+ s， sinωτ 1/221/22 

=3+A1/2Cos(子叫 +A1co杭叫) (3・7)

ここに A1/2 布三777:分岐応答成分 A1=R可:付随応答

成分，軌/2 川Mz)，ドtan-1(¥) :位相差 ら CpS1:付随型の
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振幅成分 C1l2，SI/2 分岐型の振幅成分.

式(3・7)を式(3・4)に代入して，調和バランス法を適用すれば連立非

線形方程式が得られる.これに Newton-Raphson法を用いて解けば，

振幅成分が得られる.

(b) 1次振動の 1/2分数調波共振(2自由度系)

2自由度系の解析として 3次振動の自由振動，強制振動特性およ

び 1次振動の1/2分数調波共振近傍に及ぼす 3次振動の影響を明ら

かにする. 1次振動の 1/2分数調波共振は固有振動数の 2倍付近に

生ずる.この振動数領域には 3次振動の 2倍の高調波共振が生ず

る.また， 3. 1節で述べたように，式(3-6)に庁が含まれているため，

3次振動が加振された場合毛=∞sωτ とすると ，T3
2 = (1 + cos2ωτ) / 2と

なる.このため 1次振動I;に 2倍の高調波共振成分が加振される

ことになる.以上のような理由から，式(3・5)，(3-6)の解を本論文で

は次式のように仮定する.

一 ωτ.ωτ
1， = C，n + C'1 t"t cos-一+S， 1 1"1 Sln-一一+c" COSWτ+ s" SlflWτ 勺¥0. -11/2 _~U 2 . U11/2 U'" 2 '-11 _~U_. ， ul1 

+C" COSLWτ+ s" SlflLWτ 12 _~u__. ， U12 u..._ 

=川A11/2Cベ守一ゆ1112)+ Al1 COs( WTーゆ山

T3 = C30 + C31 COSωτ+ S31 sinωτ + C32 cos2ωτ+ S32 sin2ωτ 

= C30 + A31 CO判WT-ゆ31)+イ32∞s(2ωτー九) (3-9) 

ここに Al1 瓦可 A31=伝ゴミl' A32 = [c訂正:付随応答成
分 All/ιH町山11山/ρ2ιコ玄石2' A12ロ2 瓦玉可5:分岐応答成分，

ゆ1112υ山/氾2 ぽ (SいS引九1口1メJ 供札ヤ→taぽan一」で1

私=吋
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1次振動の振幅成分 C3U，C31'S31'C32，S32 3次振動の振幅成分.

式(3・8)，(3・9)を式(3・5)，(3・6)に代入して，調和バランス法を適用

すれば連立非線形方程式が得られる.これに Newton-Raphson法を用

いて解けば，定常振動の振幅成分が得られる.また，荷重強度を

p=uとすれば，非線形自由振動数 ωと自由振動の振幅成分との関係

が得られる.

3.4 Runge-Kutta-GII/法によd時周応答解折

(a)l自由度系の場合

T=~ ， t-P2とおくと，式(3・4)は次に示す 2個の 1階常微分方程

式に変換することができる.

~=Pz 

今 3 今 1_， 4 
fE=ー2hαP2-α1--aPI--Pl+-7PCOSEM
ムー 4 4' lf' 

(3・10)

この式にRunge-Kutta-Gill法を用いて，時間応答解析を行う.

(b) 2自由度系の場合

宅=~，有 =Pz， T3=P3， t3=P4とおくと，式(3-5)，(3・6)は次に示

す 4個の 1階常微分方程式に変換することができる.

~=Pz 

今 3 今 9 今 9 今 1τ4
ft=ー2h，a¥Pz-a" ~ -一企庁一一企庁一-fTfy-R3+ーマpcoswr
ゐ.4 4 4 . ~ 4' lfJ 

(3・11)

~=~ 

9 _ _ 9 ヲ 81_， 4 
p. = -1助、丘一811'， -~M'，1'， -~P，"1'， --.-1'，' +~pcosωτ 
守 J ゆ J 2 'J 4' 4 3lf' 

(3-12) 

この式に Runge-Kutta-Gill法を用いて，時間応答解析を行う.時
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間応答解析によって周期解の精度の検討および各種の高調波共振，

分数調波共振，カオスを明らかにすることができる.
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!l!4.  l i!JEé!.ll~é L- での席IIfM栗

4.1 ~芦IJ fJヲ i!JEéI!lI!Jの得度

図・4.1は，非線形自由振動曲線を，図・4.2は無次元振動数 ωと振

幅の直流成分(静的応答成分)C。との関係を示したものである.減衰

定数 h= 0.0の非減衰振動を対象としている.図-4.1の横軸は非線形

円振動数をライズがないはりの線形 1次固有円振動数で無次元化し

た無次元振動数 ω=0./ωlで，縦軸は回転半径で無次元化した無次元

振幅 C
j
である.図・4.2の横軸は無次元振動数 ωで，縦軸は振幅の直

流成分 c。である.

d = 0.0のときは，振幅の変動成分 Cjは振動数とともに単調に増加

するのみであるが，ライズ比が回転半径以上 (dミ1)になるとライズ

の影響が効いてくる.この時の無次元振動数 ωは振幅の増加ととも

に減少する軟化パネの挙動を示す.さらに振幅が増大してライズ比

よりも大きくなると，振幅の変動成分 C
j
は無次元振動数 ωの増加と

ともに増加する硬化パネの挙動を示す振幅の直流成分 c。がライズ

比企を打ち消す方向(符号がマイナスでライズと逆向き)に作用する.

振幅 Cjが小さい場合は，偏平アーチのライズのまわりで振動する.

振幅が大きくなるにつれて C，。が効いてきて振動中のライズの大き

さd+ C。が小さくなって，ライズのないはりの振動に近づく.このと

きの振動と振動数の関係が，軟化パネ特性を示す.さらに，振幅が

大きくなると ， Co = -dとなり，ライズのないつまり直線ぽりとして

の振動をする.

以上のように，非線形自由振動特性はライズの影響を強く受け，

振幅の大きさによって軟化および硬化パネの両特性をもつことが確

認、できる.
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図・4.1 非線形自由振動曲線

( p = 0.0 ， h = 0.0) 
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国-4.2 直流成分 c。と無次元振動数 ωの関係

( p = 0.0， h = 0.0) 
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4.2 ライス'J:tの影響

図・4.3.....4.6は，減衰定数 h= 0.005，荷重強度 pは ω=0.0のときの

静的応答が回転半径の 0.5倍となるように設定している場合の無次

元加振振動数 ωと応答振幅 AI' AII2との関係をライズ比企 =0.0， 3.0， 

4.0および 5.0について示す.横軸はライズがないはりの線形 l次固

有円振動数で無次元化した無次元加振振動数 ωで，縦軸は回転半径

で無次元化した無次元応答振幅である.ただし，ライズ比企=0.0の

場合，減衰カがあると1/2分数調波共振は生じていない.よって 1/2

分数調波共振は，減衰定数 h= 0.0の場合で求める.主調波応答 AIは，

あらゆる振動数領域で生じているが， 1/2分数調波共振の応答 AI/2は，

固有振動数(A= 0.0のとき ωI= l.0， A = 3.0のとき ωI= 2.35， A = 4.0の

とき ωI= 3.0， A = 5.0のとき ωI= 3.67)の 2倍の振動数近傍で分岐する.

偏平アーチでは，ライズ比によって固有振動数が変化し，それに伴

って分数調波共振の生じる振動数領域も変わってくる.主調波応答

AI' 1/2分数調波共振の応答 AI/2ともにライズ比の影響を受けて，軟

化・硬化パネの両特性をもっ.さらに，.1/2分数調波共振の応答 AI/2

の方が主調波応答 AIよりライズ比の影響を受けるため，軟化・硬化

パネの両特性がより強く現れている.また，ライズ比が大きくなる

にしたがい，応答振幅が大きくなることが確認できる.同様にライ

ズ比が大きくなると1/2分数調波共振の応答 A
I/2
の発生領域が広くな

ることが確認できる.これは，ライズ比が大きくなるにしたがい運

動方程式内の 2次の非線形項の効果が強くなることによる.

以上のように，主調波応答 AI' 1/2分数調波共振の応答 AI/2ともに

ライズ比の影響を強く受け ，1/2分数調波共振の応答 AI/2においては，

発生領域はライズ比によって異なり，また発生領域は，ライズ比が

大きくなると，はり(ライズ比企=0.0)に比べ著しく広くなる傾向が

見られる.
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4.3 R6盈Eの影響

図・4.7，4.8に，ライズ比Ll= 3.0，減衰定数 h= 0.005の場合について

無次元加振振動数 ωと応答振幅 Al' Al/2との関係を荷重強度

p = 3.3438とp=8.0について示す.これらの図には， Runge-Kutta-Gill 

法による応答振幅をプロットしている.図中の Oはシミュレーショ

ンによる周期 T(= 21i /ω，加振振動数の周期)の最大応答，口は周期

2T(加振振動数の周期の 2倍)の最大応答，ムは周期 nT(n三3，加振

振動数の周期の n倍)の最大応答 xはカオスの最大応答を示してい

る.荷重強度が大きくなるにしたがい主調波応答の応答振幅は大き

くなり， 1/2分数調波応答の発生領域は広くなる.周期解に関して

は，解析解とシミュレーションによる数値解は，荷重強度が構加し

てもほぼ一致する.また， 1/2分数調波共振近傍，高調波共振領域

においては，荷重強度が増加すれば，周期 nTおよびカオスが発生し

やすい傾向が見られる.
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図・4.7 応答曲線

(Ll = 3.0， p = 3.3438， h = 0.005) 
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4.4 ..j]の影響
図-4.9に，ライズ比D.= 3.0，荷重強度 p= 3.3438について無次元加

振振動数 ωと応答振幅 A1， AII2の関係を減衰定数hをパラメーター

(h = 0.005，0.05)に示す.当然のことながら，減衰力の影響は主調波応

答においては，減衰力が大きくなるほど共振振幅を小さくする. 112 

分数調波共振応答においては，減衰カによる影響は主調波応答に比

べ大きいが，減衰定数h=0.05の場合においても分岐を妨げるほどで

はなく，減表力の影響が大きい場合についても， 112分数調波共振応

答を無視することはできない.
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図・4.9 応答曲線 (D. = 3.0， P = 3.3438) 
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4.5 1メ2f}1t.~菅井1ØiiÏMの :tJ 才ス #J砦I/J

図・4.10にライズ比 11= 3.0，荷重強度 p= 8.0，減衰定数 h= 0.005の場

合について，横軸に無次元加振振動数 ω，縦軸に応答振幅 AJ' AII2を

とり ，112分数調波共振近傍の主調波応答と 112分数調波共振応答を

示す.図中の0，口，ムおよび×は数値シミュレーションよる振幅

である.これらのシミュレーションにあたっては，初期変位，速度

をいずれも Oとし，時間刻みは Aτ=11250無次元時間で nl1τ=5000以

降の応答を求めた.また振動を特定するため，時刻歴応答波形，

Poincare写像，パワースベクトノレ密度を参考にした.その結果，図

中のポイント①，⑤は外力と同周期 Tの主調波応答，②は 2傍周期

2Tの1/2分数調波共振応答であり，この 2種類の定常応答は，解析

解と一致している.一方，ポイント③，④では，周期 Tおよび周期

2Tと一致しない応答が生じている.カオスが生じている無次元加振

振動数 ω=3.925のポイント④について，その時刻歴応答波形，

Poincar品写像，パワースベクトノレ密度を図・4.11に示す.同様に，ポ

イント③では周期 6Tの応答が確認できた.
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また図・4.12には， 1/2分数調渡近傍の分岐を調べるために分岐図

を示す.国・4.12の横軸は無次元加振振動数 ωで，縦軸はシミュレー

ションによって得られた速度である.分岐図よりカオスに至る様子

を調べると，無次元加振振動数 ωを5.1より減少させると ω=5.0で周

期 Tの振動が，周期 2Tの振動に移る.さらに，無次元加振振動数 ω

を減少させると，周期 nT(n~3)の振動を間欠的に繰り返し，無次元

加振振動数 ω=4.6近傍よりカオスが発生し始め， ω=3.7近傍よりカ

オスが頻繁に現れる.

1/2分数調波共振近傍のカオスに至る道筋は，周期的な振動が周

期倍加分岐を繰り返し，カオスに至るといえないが，無次元加振振

動数 ωが減少するにつれて，周期 2Tの振動が周期 nT(n ~ 3)の振動を

間欠的に繰り返しながらカオスに至る.さらに，間欠的なカオスの

様子を詳しく調べるために，図・4.13-17にパワースベクトノレ密度

を示す.図より，無次元加振振動数 ω=4.6では，単一周波数の/1の

他に J;/2および高調波のピークが発生し，無次元加振振動数 ω=4.4 

では，単一周波数の λの他に λ/6，/1/3， /1/2， 2λ /3， 5λ/6お

よび高調波のピークが発生している.さらに無次元加振振動数ωが

減少すると周期 8T，周期 6T，そしてついにはカオスになっている.

これらパワースベクトノレ密度からも無次元加振振動数ωが減少する

につれ周期 2Tの振動が周期 nT(nミ3)の振動を間欠的に繰り返しな

がらカオスに至る様子がわかる.
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4.6 *震の震etYJ

本章では，偏平アーチに現れる 112分数調波共振について調和バラ

ンス法による解析および時間応答解析を行った.偏平アーチの形状

パラメーターであるライズ比，荷重強度および減衰カの影響を明ら

かにした.

得られた結果をまとめると次のとおりである.

(1)非線形自由振動の振動特性はライズによって，軟化・硬化パネ

の両特性を持つため，ライズ比は応答特性に大きな影響を及ぼ

してくる.

(2) l/2分数調波共振の発生領域はライズ比によって異なり，ライズ

比が大きくなるにしたがい発生領域は，はりに比べ著しく広く

なる傾向がある.

(3) 1/2分数調波共振近傍において，周期 nT(n三3)およびカオスを確

認した.

(4) 112分数調波共振近傍で，カオスに至る道筋は，周期的振動が周

期倍加分岐を繰り返しカオスに至るとはいえない.周期的振動

がカオスもしくはカオスに近い周期 nT(nミ3)の振動に至る.

(5)減表力が大きい場合に， 1/2分数調波共振を無視することはでき

ない.
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5.111 !J夢EidJtlllIJの痔控

図・5.1は，偏平アーチのライズ比 Aと 1次および 3次振動の線形

固有振動数n1，n3の関係を示す.ライズの大きさは回転半径 r程度

であるからへライズ比企の大きさは 10まで表示している. 3.2節で

述べたように l次振動の線形固有振動数はライズ比 Aの影響を受け，

ライズ比 Aの増大と共に増加する.一方 3次振動の線形固有振動

数は，ライズ比 Aの影響を受けず一定値 n3= 9.0をとる.式(3・3)の第

3項において，偏平アーチの初期形状が正弦波 X=sinπ占で与えられ，

かつ仮定した座標関数が固有関数 Xn= sinnπ5で表される.この項の

積分は直交性が成り立つため零となる.したがって 3次振動の線

形固有振動数は初期形状すなわちライズの影響を受けない.
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図・5.1 無次元固有振動数とライズ比の関係
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5.2 /p J.I ffj ltJ dJ a j世の痔盤

図-5.2は 3次振動の非線形自由振動曲線を，図・5.3は無次元振

動数 ωと l次振動の振幅の直流成分(静的応答成分)clOとの関係を示

したものである.図・5.4は無次元振動数 ωと1次振動の振幅の変動

成分 C
JJ
との関係を示している.減衰定数hl=九=0.0の非減衰振動を

対象としている.図・5.2の横軸は非線形円振動数をライズがないは

りの線形 l次固有円振動数で無次元化した無次元振動数 ω，縦軸は

回転半径で無次元化した無次元振幅 C3Jである.図・5.3の横軸は無次

元振動数 ω，縦軸は l次振動の振幅の直流成分 CJOである.図・5.4の

横軸は無次元振動数 ω，縦軸は 1次振動の振幅の変動成分 CJJである.

3次振動の自由振動が起きると 1次振動と連成し 1次振動の

2倍の高調波共振成分 CJ2cos2ωτが加振され， 1次振動の直流成分 CJO

がライズを打ち消す方向(符号がマイナスでライズと逆向き)に発生

する(図・5.3). 1次振動において，変動成分 CJJは微少振動し(図・5.4)，

直流成分 CJOは 3次振動の自由振動の振幅 C3Jが小さい時は，振動数に

ほぼ比例して増大し，振幅 C3Jが大きくなり，ある値を越えると直流

成分 CJOは-d.に漸近する(図・5.3).さらに，振幅が大きくなると，

d. + cJO 
"" 
0となり，ライズのないつまり直線ぱりとしての振動をする.

なお 3次振動は静的応答 C30を発生しない.また，図・5.4に示すよ

うに 1次振動は連成して生ずるが，その振幅は小さい.

以上のように 3次振動が生じると，連成項を介して 1次振動の

直流成分が発生し 4. 2節で示した 1自由度系と同じライズを打

ち消す挙動を示す.

次に，図・5.2で示した 3次振動の振動数と振幅比の関係に注目す

ると，ライズの大きさに無関係に振幅とともに振動数が増加する硬

化パネ特性 9)を示す.ライズがある場合がない場合よりも非線形自

由振動数の振幅依存性が小さくなるため，非線形項の影響が小さく
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なる.振幅比の大きさがライズ比程度まではライズ比の影響が大き

いが，振幅比が大きくなると小さくなる.
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5.3 3沈ofJij ..  /.ご疋5ずライ;;(J:tのIf.
図・5.5は 3次振動について強制振動の無次元応答振幅と無次元

加振振動数 ωとの関係をライズ比 Aをパラメーターに示したもので

ある.荷重強度 pは加振振動数 ω=0.0のときの静的応答が回転半径

の O.5倍となるように設定している.横軸は無次元加振振動数 ωを，

縦軸は無次元応答振幅 C
31
を示している . 1次振動では，ライズ比に

よって固有振動数が変化し，それに伴って主調波応答の共振領域も

変動する 8) しかし 3次振動ではライズ比 Aに無関係に固有振動

数(ω=9.0)は一定であるので，主調波応答の共振領域もライズ比ム

に影響を受けず一定である.また，ライズ比が大きくなるにしたが

って，応答振幅が大きくなることが確認できる.
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図・5.5 3次振動の応答曲線

(p=40.6 (tl=0.0)，p=590.5 (企=5.0)， h1 = h3 = 0.0) 
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5.4 3 次盈$lJjJ1"に Jt/~す~.JÊItの If!l

図・5.6に， ライズ比Ll= 3.0，荷重強度 p= 612.0について無次元加振

振動数 ωと応答振幅 A31の関係を減衰定数Jちをパラメーターに示す.

縦軸は無次元応答振幅 C
31
を， 横軸は無次元加振振動数 ωを示してい

る. 3次強制振動に及ぼす減衰定数の影響は，4.4節で示した 1次強

制振動に及ぼす影響より大きい.
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5.5 1 ;J(iE.の1/2f)ItNfIt井lJliail(1，):I.J;;J-;{に.Jtg

す3;J(1JI11J(1，)1O11

国・5.7，5.8に，ライズ比 A= 3.0，減衰定数hl=九=0.05の場合につ

いて無次元加振振動数 ωと応答振幅 AJとの関係を示す.図・5.7は 1

自由度系の結果を，図・5.8は 2自由度系の結果について示している.

これらの図には， Runge-Kutta-GiIl法による応答振幅をプロットして

いる.図中のOはシミュレーションによる周期 T(=2π/ω，加振振

動数の周期)の最大応答，口は周期 2T(加振振動数の周期の 2倍)の最

大応答，ムは周期 nT(nミ3，加振振動数の周期の n倍)の最大応答，

×はカオスの発生時の時系列の最大応答を示している.

1自由度系(図・5.7)と 2自由度系(図・5.8)の結果を比較すると，解

析解とシミュレーションによる数値解の周期解はほぼ一致する. 3 

次振動の 2倍の高調波共振は 3次振動の運動方程式にZの 2乗の

項がないため， 112分数調波共振近傍に及ぼす影響は小さい1/2

分数調波共振近傍のカオス的挙動に注目すると，時系列の最大応答

について 2自由度系の解が 1自由度系の解よりもわずかに大きいが，

カオスの発生する振動数領域や分布状況はほぼ一致する.

図・5.9，5.10および 5.11には， 1/2分数調波近傍の分岐を調べるた

めにシミュレーションによって得られた分岐図を示す.図は加振振

動数を高い振動数領域から減少した場合の結果である.図・5.9は 1

自由度系の 1次振動を， 図・5.10および 5.11は 2自由度系で， こ

れらのうち図・5.10が 1次振動の分岐図を， 図・5.11が 3次振動の

分岐図を示している.縦軸は速度で，横軸は無次元加振振動数 ωで

ある.分岐図より 1自由度系(図・5.9)と 2自由度系(図・5.10)のカ

オスに至る様子を調べる.無次元加振振動数 ω=5.2より減少させる

とω=4.9で周期 Tの振動が，周期 2Tの振動に移る.さらに，無次

元加振振動数 ωを減少させると，無次元加振振動数 ω=4.1近傍よりカ
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オスが発生し始め，無次元加振振動数 ω=3.5近傍を除く無次元加振

振動数 ω=3.0 ~ 4.1付近でカオスが頻繁に現れる. 2自由度系の分岐

図に，無次元加振振動数 ω=4.3 ~ 4:4近傍に周期 nT(nミ3)が間欠的に

発生する以外に 1自由度系の分岐図との差は認められない.

1次振動の 112分数調波共振近傍のカオスに対する 3次振動の影

響をより詳しく調べるため，カオスが発生する付近の振動数領域の

時系列応答波形および Poincare写像を 1自由度系と 2自由度系の両

者を図・5.12，5.13および 5.14に示す.国・5.12，5.13の時系列応答波

形と Poincare写像ともに 1自由度系と 2自由度系の応答がよく一致

する.図・5.12は周期 T，図・5.13は周期 2Tの振動を示し 3次振

動の影響はない.国・5.14はカオスが頻繁に発生している無次元加

振振動数 ω=3.8の時系列応答波形および Poincare写像を示したもの

である.時系列応答波形， Poincare写像ともにカオスを示し， 時系

列応答波形はややちがうものの Poincare写像のカオスの特徴を表

示するストレンジアトラクターはほぼ同じである.図・5.11，5.12の

ようにカオスの発生する振動数領域や分岐のパターンも本質的に変

わらない.

以上により，カオスに及ぼす 3次振動の影響は強くないことが確

認できた.

図・5.15には 1次振動でカオスが発生している無次元加振振動数

ω=3.8における 3次振動の時系列応答波形 Poincare写像およびパ

ワースペクトノレを示す.時系列応答波形 Poincare写像ともに不規

則な応答を示している.しかし Poincare写像はカオスの典型的ス

トレンジアトラクターを形成していない.パワースペクトノレに単一

の振動数11= 0.6051にピークが見られる.本来は 3次振動は周期的で

あるが l次振動の影響を受けて波形が不規則になったと判断される.
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5.6 求書のdte&'J

本章では，正弦波で与えられる初期形状をもっ偏平アーチを 2自

由度系で近似し 3次振動の非線形振動特性および 1次振動の1/2

分数調波共振近傍に及ぼす 3次振動の影響について調和バランス法

による解析および時間応答解析を行った. 3次振動については，偏

平アーチの形状パラメーターであるライズ比および減衰定数の影響

を明らかにした.

得られた結果をまとめると次のとおりである.

(1) 1次振動の固有振動数はライズ比の影響を受けるのに対して， 3 

次振動の固有振動数はライズ比の大きさに無関係である.

(2) 3次振動の非線形自由振動が起きると 1次振動と連成し，変動成

分が加振され，直流成分がライズを打ち消す方向に作用する. 3 

次非線形振動については 1次振動の影響を考慮、した多自由度系

の取り扱いが必要である .3次振動の振動数と振幅の関係はライ

ズの大きさに無関係に硬化パネを示す.

(3) 3次振動において主調波応答の共振領域はライズ比の影響を受

けないが，ライズがある場合の方が応答振幅が大きくなる. 3次

振動に及ぼす減衰定数の影響は l次振動に及ぼす減衰定数の影

響より大きい.

(4) 1次振動が周期 nT(n三3)で振動している振動数領域では 3次振

動も周期 nT(n三3)で振動し，カオスが発生している領域におい

ては，不規則振動を示す.
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(5) 1次振動の 112分数調波共振近傍のカオスの発生について，その

特性に及ぼす 3次振動の影響は小さい.したがって 1次振動の

112分数調波共振近傍のカオスについては，第 4章で示した 1自

由度系の解析で妥当である.
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第 6定 信平アーチの初期忠臣抗の影響

6.1 はじめに

前章までは，偏平アーチの初期形状として正弦波をもっ場合を対

象として非線形振動特性について取り扱ってきた.初期形状が偏平

アーチの非線形振動に及ぼす影響が予想される.そのため，本章で

は，アーチの初期形状の影響を明らかにする.本章では，園-6.1に

示すような等分布荷重を受ける単純支持ばりのたわみ曲線を初期形

状にもつ偏平アーチについて解析を行う.

f 

園田6.1 等分布荷重を受けるはりのたわみ曲線を

初期形状にもつ偏平アーチの一般図

6.2 等分宿荷量を!1ftアd(;t l)のたわみ曲線を初期a抗Iごもっ
.苧アーチの非線形運動方窟式

式(3-3)より，境界条件が両端ヒンジで等分布荷重を受けるはりの

たわみ曲線を初期形状にもつ偏平アーチの対称振動を考える.初期

= 16 
形状の形状関数としてx=一(と_2;3 + ;4)を用い，系と l次振動と 3

5 

次振動の 2自由度系と仮定し線形減衰力を考慮すれば，次式となる.
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宅+2hρ吊+αfξ+0.0186M2毛+0万 291:l1:，2 + 2.259企E2
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EJ 
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y戸、JOO
 

噌

E
Anu 
nu +
 

(6・1)

え+2h3a3t3 +α;毛+0.01866企1:， + 0.0092951:l1:， 2 + 0.25101:l宅2

9 ヲ 81 司 4
+ 4517 I:l1:，T3 + ~ 1:，"T3 + -.-1γ=一τpcoso.rr

• 0 4' 0 4 0 k' 
(6・2)

ここに hph3 減衰定数， α1= ，，)1 + 050391:l2 ，α3 = .J81 + 0.0006912企2

表 -&.1 初期形状が正弦波と等分布荷重を

受けるはりのたわみ曲線の場合の係数

n=l n=3 

正弦波 たわみ曲線 正弦波 たわみ曲線

線形固

有振動 J1+05企2 J1 + 050391:l2 -J8i = 9 J81 + 0.0006912企2
数 αn

宅 0.0186M 

宅 0.0186M2 81 81 + 0.00069121:l2 

単 町
2
0.751:l 0.75291:l 0.0092951:l 

独

項 宅2 2.251:l 2.2591:l 0.25HA 

R3 0.25 0.25 

旦3 20.25 20.25 

円T3 0.018591:l 451:l 45171:l 
連
成 宅2毛 2.25 2.25 
項
宅毛2 2.25 2.25 

一:係数が存在しない.

式(6・1)，(6・2)を初期形状が正弦波の場合の式(3・5)，(3・6)と比較す

る.表-&.1は初期形状が正弦波と等分布荷重を受けるはりのたわみ

曲線の場合の時間に関する非線形運動方程式の係数を示している.

n = 1の 1次振動の場合において，初期形状が正弦波の場合(式(3・

-41 



5 ))と等分布荷重を受けるはりのたわみ曲線の場合(式 (6・1))に共通

する単独項および連成項では，それぞれの係数の差は十分に小さい.

式(3・5)に存在しない単独項および連成項が式(6・1)に存在するが，そ

れぞれ係数は十分に小さく 1次振動においては，両者は同じもの

として取り扱っても差し支えないことが言える.

n=3の 3次振動の場合では，式(3・6)，(6・2)に共通する単組項およ

び連成項について，それぞれの係数の差は十分に小さい.式(3・6)に

存在しない単独項および連成項の中に，係数の大きさが無視できな

い単独項17が存在する.単独項112はライズ比を介する 2次の非線形

項であり，偏平アーチの非線形振動特性に影響を及ぼすことが予想

される.初期形状が等分布荷重を受けるはりのたわみ曲線の場合に

存在する単独項17による非線形振動特性への影響を調べるために，

調和バランス法を用いて解析を行う (3.3節参照).園-6.1 は， 3次

振動の非線形自由振動曲線の結果を初期形状が正弦波と等分布荷重

を受けるはりのたわみ曲線の場合について示す.単狙項17が存在し

ない正弦波の場合と比較すると，単独項17が及ぼす影響はライズ比

が増大するほど増加し，同じ加振振動数において応答振幅は減少す

る.しかし，両者の本質的な非線形振動特性に違いは見られず，初

期条件の違いが及ばす非線形振動特性への影響は小さい.

以上より，正弦波を初期形状にもつ偏平アーチと等分布荷重を受

けるはりのたわみ曲線を初期形状にもつ偏平アーチについて，時間

に関する非線形運動方程式の係数に大きな違いは見られず，非線形

振動特性に及ぼす初期形状の影響は小さいことがわかる.
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6.3 本章のまとめ

本章では，等分布荷重を受けるはりのたわみ曲線を初期形状にも

つ偏平アーチについて時間に関する非線形運動方程式を導き，偏平

アーチの非線形振動特性に及ぼす初期形状の影響を明らかにした.

得られた結果を要約すると，次のとおりである.

正弦波を初期形状にもつ偏平アーチと等分布荷重を受けるはりの

たわみ曲線を初期形状にもつ偏平アーチの両者の非線形振動特性に

及ぼす初期形状の影響は小さく，両者は，本質的に同じ非線形振動

特性を示す.
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第 7寧 ，.乎アーチの非線形応答IごllI.l;!す纏界条件の影響

7.1 はじめに

前章までは，境界条件が両端ヒンジの偏平アーチについて解析を

行ってきた.しかし，境界条件が異なる場合に，端部の曲げに対す

る拘束度の大きさの違いによって非線形振動特性が異なることが予

想される.そこで，この章では，偏平アーチの非線形振動に及ぼす

境界条件の影響を調べるため，境界条件が両端固定の偏平アーチの

非線形振動特性を 1自由度系について明らかにし，境界条件が両端

ヒンジの場合の非線形振動特性と比較，検討を行う.

国-7.1 両端ヒンジの偏平アーチの一般図

t 

園-7.2 両端固定の偏平アーチの一般図

← 45 



7.2 境界条件が厨定の場合の非.æ~1IJ方書式

園-7.1は，前章までに取り扱った，境界条件が両端ヒンジで，座

標関数および形状関数が正弦波で与えらた場合の偏平アーチの一般

図について示したものである.圃-7.2は，この章で取り扱う両端固

定の偏平アーチの一般図を示したものある.ライズの形状関数は座

屈波形を用いている.

園-7.2に示すような偏平アーチに周期的変動荷重が作用する場

合の時間に関する多自由度の連立非線形常微分方程式が第 3章の式

(3-3)より次のように与えられる.

え叫

= YnpcosωT  (7・1)

ここに， αn= (九/ん)z， p=Pof/EIr， hn:減衰定数， ω=Q/ωl' 

τ=ωlt :無次元時間，叫:ライズのないはりの線形 1次固有円振動

数，ん =C両耳/EI，定積分s:， Q~ ， s;lm' R1n，九および Ynは， 3.1 

節に示している.

座標関数 X
nは，両端固定ばりの固有振動形を用いる.

λC-∞sh入tXn(X) =一一一一[(∞s九X-coshλ'nX)--~~-.n~ -~~~--.n 

Xn(05C)"' n / sin入ノー討nhλJ

X (sin九X-sinhAnx)] (7・2)

入lC= 4.730040744863 

AzC = 7.853204624096 

λ3C = 10.99560783800 
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両端固定の偏平アーチへの適用として，ライズの形状関数が座屈

波形X= sin2 n;の場合の対称振動を考える.系を l次振動と 3次振

動の 2自由度系と仮定し線形減衰力を考慮すれば，式(7・1)は次式と

なる.

宅+2hjα晶+αf町+仏1407a2毛 +0.1801企r+03551azz

+0.7413企1;2

+054937;3 

+0.16061;2E+0.71051;1f+0.059941;3 

= 0;∞2636p∞sωτ 
え+2h3α3毛+α;毛+0.1103企2宅+0.139la7;2 + 11621a7;7; 

+16942企7;2 +055697;2T3 +129167;T/ +0.041977;3 

(7・3)

+49428T33=ーO.OOlOp∞sωr (7・4)

ここに h
j
，h3 減衰定数， αj= ..J1 + 0.1202a2 1次固有円振動数，

α3 = .J29.2023 + 0.1291企2 3次固有円振動数.

1次振動のみを考慮した 1自由度系の解法について述べる.

1次振動の 1/2分数調波共振を求めるために，式(7・3)の解を次式

のように仮定する.

Cnα3τα3τ  
主==-"-+ C.，. cos=-=-+ s.，. sin':一一 +C，cosωτ+ Sj sinωτ 21/221/22  

=ラ+A川(守一ゆ'1/2)+ Aj∞村一ゆj) (7・5)

ここに AI/2 布二三2 分岐応答成分 Aj 応可:付随応答

成分，負/2 叫 Sjメ/J，いぜj(¥):位相差， CO，CpSj 付随型の
振幅成分 CI/2，SV2 分岐型の振幅成分.

式(7・5)を式(7-3)に代入して，調和バランス法を適用すれば連立非

線形方程式が得られる.これに Newton-Raphson法を用いて解けば，

振幅成分が得られる.

また， 7;=~， 7;=1三とおくと，式(7・3)は次に示す 2個の 1階常微
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分方程式に変換することができる.

~=Pz 

ξ= ー幼時一α2町一 0.1801~2 -0.05994~3 + 0.002636pcosarr (7・5)

この式にRunge-Kutta-Gill法を用いて，時間応答解析を行う.

7.3 解析結果

7.3.1 線形SIli1a'"の持佐

本項では，対称 1， 2次振動，逆対称 1次振動を対象に線形自由

振動の特性について解析を行う. 7.2節に示した誘導を非線形項を

無視して行えば，時間に関する線形運動方程式は，次式となる.

宅+2h1α11; +α何 +0.1801企R2+0.05994r=0.∞2636p∞sωτ(7・6)
え+2h2a2毛+α;ζ + 0.929967; 3 = 0 (7・7)

毛+2h

ここに，

α1 =F+旧2但企2 対称 1次固有円振動数

α2=.J否認E=2.7565 逆対称 1次固有円振動数

α3 = .J29.2023 +仏1291d2 対称 2次固有円振動数.

園田7.3，7.4は，境界条件が両端ヒンジの場合と両端固定の場合の

偏平アーチのライズ比企と線形固有振動数の関係を対称 1， 2次振

動，逆対称 1次振動について示す.ライズの大きさは回転半径 r程

度であるからめ，ライズの大きさは 10まで表示している.

境界条件がヒンジの場合は，対称 1次振動の線形固有振動数以外

は，ライズ比 dの影響を受けずに一定の値をとっていたが，境界条

件が固定の場合には，対称 1次振動のみでなく，対称 2次振動の線

形固有振動数もライズ比 Aの影響を受け，ライズ比 Aの増大と共に

増加する.一方，逆対称 1次振動の線形固有振動数は，ライズ比企

の影響を受けず一定値 2.7565をとる.したがって，逆対称 1次振動
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まの線形固有振動数は初期形状すなわちライズの影響を受けない.

モ各境界条件がヒンジの場合に比べ，境界条件が固定では，た，

振動モード聞のより強い連成がドの線形固有振動数の値が接近し，

対称 1次振動の線ライズ比企が大きくなると，また，予想される.

形固有振動数が逆対称 1次振動の線形固有振動数より高い振動数を

境本論文で取り扱うライズ比企の範囲においては，しかし，示す.

対称 1次振動で最小固有振動数は，界条件がヒンジと固定ともに，

ある.

対称2次振動

逆対称1次振覇者
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逆対称1次振動
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両端固定の場合の線形自由振動曲線

非IMaSEa振動の持佐

園-7.4

7.3.2 

園-7.5は，境界条件が固定の場合の非線形自由振動曲線をライズ

減衰定数h=0.0の非減衰振動を対象と比企をパラメーターに示す.

横軸は非線形円振動数をライズがないはりの線形 1次回している.

縦軸は回転半径で無次有円振動数で無次元化した無次元振動数 ω，

元化した無次元振幅 C)である.

振幅の変動成分 C)は無次元振動数とともに単調!:J. =0.0のときは，

ライズ比が大きくなるとライズの影響がに増加するのみであるが，

振幅の変動この時の無次元振動数 ωの増加とともに，効いてくる.

さらに振幅が増大してラ成分 C)は減少する軟化パネの挙動を示す.

振幅の変動成分 C)は無次元振動数 ωのイズ比よりも大きくなると，

境界条件が両端ヒンジの場合と比増加する硬化パネの挙動を示す.

軟化・硬化パべると両端固定の場合の方がライズの影響は小さく，

ネ特性はあまり強く現れない.

振

境界条件

ライズの影響を受け，

また，幅に大きさにより軟化・硬化パネの両特性をもっ.
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境界条件が異なる場合でも，以上より，



が両端ヒンジに比べ両端固定の方が軟化・硬化パネ特性は弱い.

8.0 

L1=O 

同 6.0
U 

U 、
3 .‘ 
~ 4.0 
雲、
2.0 

A
U
 

n
u
n
u
 

nu 2.0 Frequency ω4.0 

国-7.5 非線形自由振動曲線(hl= 0札PI= 0.0) 

7.3.3 荷量-1l{([Jl/1織の持世

園-7.6は，境界条件が固定の場合の偏平アーチの静的荷重一変位

曲線を示している.横軸は静的応答成分 c。を，縦軸は荷重強度 pで

ある.

ライズ比企=ー3.0程度までは静的応答成分 c。は，荷重とともに単調

に増加するのみであるが，ライズがマイナス方向に大きくなり，ラ

イズ比企=-5.0以下(絶対値は増加)になると釣合荷重に極値が存在

し，飛び移り座屈が可能となる.本論文では，対称な偏平アーチに

対称に分布する荷重が作用する場合を対象とするため，これらの変

形は，偏平アーチの中央に対して対称である.

飛び移り座屈が可能な釣合荷重の極値について境界条件が両端ヒ

ンジの場合と比較すると両端固定の場合の方が釣合荷重の極値はか

なり高く，動座屈は生じにくい.
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荷重一変位曲線園-7.6

応答曲線の持佐7.3.4 

園田7.7は，境界条件が両端ヒンジの偏平アーチのライズ比d.= 3.0， 

荷重強度 p= 612.0，減衰定数 h= 0.005について無次元振動数 ωと応答

境界条件が両端固定の園-7.8，7.9は，A!/2の関係を示す.振幅 A1' 

偏平アーチのライズ比企=3.0，減衰定数 h= 0.005について無次元振動

数 ωと応答振幅 A
1
の関係を両端ヒンジの場合と同じ荷重強度

p = 612.0および静的応答が同じとなる荷重強度 p= 1017.8の場合につ

いて示す.

あらゆる振動数領主調波応答 A
1
は，境界条件が異なる場合でも，

固有振動数の 2倍の振動1/2分数調波共振の応答 A!/2は，域で生じ，

1/2 数近傍で分岐する.式(7・3)に&1;2が含まれるため主調波応答 A
1
' 

軟化・硬分数調波共振の応答 A1!2ともにライズ比の影響を受けて，

両端ヒンジの場合に比べて両端固定の場合

式(7・3)のライズ比を含んこれは，
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の方がライズ比の影響が小さい.

化パネの両特性もつが，



だ 2次の非線形項の係数が両端ヒンジの場合に比べて両端固定の場

合の方が小さいことに起因する.荷重強度が増加すると，境界条件

がヒンジの場合では， 112分数調波共振の発生領域の幅は著しく広

くなるが，境界条件が固定の場合では，荷重強度が増加しでも 112

分数調波共振の発生領域の幅はあまり変わらない.また，境界条件

が異なる両端ヒンジと両端固定の偏平アーチでは，両端固定の偏平

アーチの方が， 1次振動の 1/2分数調波共振近傍に現れるカオスに

ついて発生し難い.
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国-7.8 両端ヒンジの偏平アーチの応答曲線

( 11 = 3.0， h = 0.005， p = 612.0) 
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国-7.10 両端固定の偏平アーチの応答曲線

(d. = 3.0， h = 0.005， P = 1017.8) 

7.4 本草のまとめ

本章では，境界条件が両端固定の偏平アーチの非線形振動特性に

ついて解析を行い，境界条件が両端ヒンジの場合と比較して偏平ア

ーチに及ばす境界条件の影響について検討を行った.得られた結果

を要約すると次のとおりである.
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(1)ライズの小さい偏平アーチでは，境界条件が両端固定と両端ヒ

ンジの異なる場合においても対称 1次振動が最小固有振動数を

有する.

(2)境界条件が異なる場合においても，線形自由振動曲線は軟化・

硬化パネの両特性を示す.

(3)境界条件が異なる場合においても，応答曲線はライズの影響を

受けて，軟化・硬化パネの両特性を示すが，境界条件が両端固

定の場合にライズの影響が小さい.

(4)荷重強度の増加により， 1次振動の 112分数調波共振の発生領域

の幅は変化する.1/2分数調波共振の発生領域の幅の変化に対し

て.境界条件の違いは顕著に現れる.

(5)境界条件が異なる両端ヒンジと両端固定の偏平アーチでは，両

端固定の偏平アーチの方が， 1次振動の 1/2分数調波共振近傍に

現れるカオスについて発生し難い.
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第8.まとめ
本論文では，未解明な問題が残されている偏平アーチの非線形振

動の挙動について，カオスを含めた振動モード聞の連成の影響，初

期形状と境界条件が及ぼす非線形応答への影響に関する基礎的な特

性を得るために解析を行った.

得られた結果を総括すると次のとおりである.

(1) 非線形自由振動の振動特性はライズによって，軟化・硬化パネ

の両特性を持つため，ライズ比は応答特性に大きな影響を及ぼ

してくる.

(2) 1次振動の 112分数調波共振近傍において，周期 nT(n注 3)および

カオスが存在し，カオスに至る道筋は，周期的振動が周期

nT(n注 3)の振動を間欠的に繰り返しながら，カオスに至る.

(3) 1次振動の固有振動数はライズ比の影響を受けるのに対して，

3次振動の固有振動数はライズ比の大きさに無関係である.

(4) 3次振動の非線形自由振動が起きると 1次振動と連成し，変動

成分が加振され，直流成分がライズを打ち消す方向に作用する.

3次非線形振動については 1次振動の影響を考慮した多自由

度系の取り扱いが必要である. 3次振動の振動数と振幅の関係

はライズの大きさに無関係に硬化パネを示す.

(5) 3次振動の主調波応答の共振領域はライズ比の影響を受けな

いが，ライズがある場合の方が応答振幅が大きくなる. 3次振
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動に及ぼす減衰定数の影響は 1次振動に及ぼす減表定数の影

響より大きい.

(6) 1次振動が周期 nT(no?3)で振動している振動数領域では 3次

振動も周期 nT(n注 3)で振動し，カオスが発生している領域にお

いては，不規則振動を示す.

(7) 1次振動の 1/2分数調波共振近傍のカオスの発生について，そ

の特性に及ぼす 3次振動の影響は小さい.したがって 1次振

動の 112分数調波共振近傍のカオス解析については， 1自由度

系の解析で妥当である.

(8) 正弦波を初期形状にもつ偏平アーチと等分布荷重を受けるは

りのたわみ曲線を初期形状にもつ偏平アーチの両者の非線形

振動特性に及ぼす初期形状の影響は小さく，両者は，本質的に

同じ非線形振動特性を示す.

(9) ライズの小さい偏平アーチでは，境界条件が両端固定と両端ヒ

ンジの異なる場合においても対称 1次振動が最小固有振動数

を有する.

(10)境界条件が異なる場合においても，線形自由振動曲線は軟化・

硬化パネの両特性を示す.

( 11)境界条件が異なる場合においても，応答曲線はライズの影響を

受けて，軟化・硬化パネの両特性を示すが，境界条件が両端固

定の場合にライズの影響が小さい.

-57 



(12)荷重強度の増加により 1次振動の 112分数調波共振の発生領

域の幅は変化する. 1次振動の 1/2分数調波共振の発生領域の

幅の変化に対して，境界条件の違いは顕著に現れる.

( 13)境界条件が異なる両端ヒンジと両端固定の偏平アーチでは，両

端固定の偏平アーチの方が 1次振動の 112分数調波共振近傍

に現れるカオスについて発生し難い.
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2 .偏平アーチの非線形振動に及ぼす

初期形状および境界条件の影響

高橋和雄*・太田晶一件

Influence of the Initial Profile and the Boundary Conditions 

on Nonlinear Vibrations of an Arch with Small Rise 

by 

Kazuo TAKAHASHI* and Shoichi OTA** 

Influences of the initial profile and the boundary conditions on nonlinear vibrations of an arch with 

small rise are discussed in the present paper. The equation of motion is solved by a Galerkin method and 

the harmonic balance method. From numerical results， the following conc1usions are obtained. The in-

fluence of the initial profile on nonlinear vibrations is small. However， linear fr巴evibrations， nonlinear free 

vibrations and forced vibrations are influenced by the difference of the boundary conditions 

1.はじめに

近年，構造物の大規模化，都市景観への関心の高ま

りおよび構造部材の使用効率の良さなどから，長さに

比べて板J享が小さい薄肉材や薄板が採用されている.

この種の薄肉構造部材では，製作過程，支持部の出来

具合および自重の影響などによってライズが必ず存在

する このようなライズをもつはりや軸方向圧縮力を

受けて座屈したはりは，偏平アーチとみなすことがで

きる.このような偏平アーチを l自由度系とみなした

解析はかなり行われている(文献 lの文献参照).著

者らは，境界条件が両端ヒンジで正弦波を初期形状に

もつ偏平アーチを l自由度系に近似し，非線形振動特

性に及ぼすライズ比の影響およびカオスの存在につい

て明らかにした 11. また，偏平アーチは連続体である

ことから， 2自由度近似し， 3次対称振動の非線形振

動特性および I次対称振動近傍の分岐振動に及ぼす3

次対称娠動の影響について解析した2) しかし，偏平

アーチの非線形振動31ぺ1，動座屈51ι1，カオスなどにラ

イズの大きさの他に初期形状が影響を及ぼし，また，

平成9年10月28日受理

*社会開発工学科 (Departmentof Civil Engineering) 

**長大(株) (Chodai Co目Ltd.)

境界条件が異なる場合に，端部の曲げに対する拘束度

の大きさの違いにより非線形振動特性が異なることが

予想される.

そこで，本研究では，偏平アーチの非線形振動に及

ぼす初期形状および境界条件の影響を解析する.解析

方法として，両端で軸方向変位が拘束された偏平アー

チの運動方程式を，多自由度の振動系にモデル化した

後， Galerkin法を用いて常徴分方程式に変換する.

次に，境界条件が両端ヒンジで，等分布荷重を受け

るはりのたわみ曲線を初期形状にもつ偏平アーチを2

自由度系に近似し常微分方程式の周期解を求めるた

めに調和バランス法を用いて，連立非線形代数方程式

に変換し，Newton-Raphson法により数値解析を行い，

初期形状が非線形振動特性に及ぼす影響を明らかにす

る.また，境界条件が両端固定の偏平アーチを l自由

度系に近似し，調和バランス法を用いて数値解析を行

う.カオスおよび非周期解に関しては， Runge-

Kutta・Gi11法による待問応答解析を用い，境界条件が

非線形振動特性に及ばす影響の解析を行う.
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2.運動方程式の誘導

Fig. 1 Geometry of shallow arch. 

Fig.lに示すような偏平アーチ(ライズの大きさが

1土りの回転半径程度)に周期的変動荷重が作用する場

合の非線形曲げ振動の運動方程式は次のように与えら

れる，).

E戸子+pA~与
。λ '~--ðt'

一号付((ま)2+22掛川jjZ+設)
=ρ。cosot 
ここに，E:ヤング率， 1:断面2次モーメント，p 

密度， A:断面積 Q スパン長，y たわみ，x ス

パン方向の座標，yo 初期形状， t，，:荷重強度， 0 

荷重の円振動数， t:時間.

初期形状は境界条件を満足しなければならないの

で，次のように関数表示されるものとする.

yo=a rX(x) 

ここに a=ao/ァ・ライズ比，ao・ライズ，r:回転半径，

X(X) :初期形状の形状関数

式(1)の解を次の変数分離形に仮定する.

y=r zlXn(z)Tn(t) 

ここに，X" 座標関数，T" 未知の時間関数.

式(3)の座標関数X"としてライズが零の直線ばりの

固有振動形を用いる.式(2)，式(3)を式(l)に代入し，

Galerkin法を適用すれば次のような時間に関する多

自由度の連立非線形常微分方程式が得られる.
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A， =1ヘ伺可/Elパυ=0/ω" 州:ライズのないはり

の線形 l次固有円振動数， r=ω，t， c=x/I 
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l
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3.初期形状の影響

3.1等分布荷重を受けるはりのたわみ曲線を初期形状

にもつ偏平アーチへの適用

境界条件が両端ヒンジで等分布荷重を受けるはりの

たわみ曲線を初期形状にもつ偏平アーチの対称振動を

考える.初期形状の関数として%=3.2(c-2e+ 

c 4 1を用い，系を 1;欠対称振動と 3次対称振動の 2

自由度系に仮定し線形減衰力を考層、すれば，時間に関

する非線形運動方程式は次式となる.

T，+ 2 h，<x，T，+αFT， +0目0187a2T3+O.752%T，
2

+2.2592 

(2) 
=が…r (5) 

(3) 

T3+ 2 h向 T3+αlT3+ι旦笠生T，+生虫笠主主i
，_._~.~~ 9~， ~.81~1 

+0.25盟主立+4.5173aT，T3+~ T，'T3+
v

4'n 

=---JτT cosωr (6) 
J πd 

ここに， α，=仔τ正面否F，α3=v'81+江茄訂F

(4) 

Table 1は前報の初期形状が正弦波の場合2) と本研

究の等分布荷重を受けるはりのたわみ曲線の場合の時

間に関する非線形運動方程式の係数を示している.両

者に共通する単独項および連成項の係数の差は十分に

小さい また，初期形状が正弦波の場合に存在しない

単独項および連成項の係数に注目すると， n= 1の 1

次対称振動の場合では，係数は十分に小さいが， n= 

3の3次対称振動の場合に，係数の大きさが無視でき

ない単独項O.25a Tlが存在する.単独項O.25~ Tl 

はライズ比を介する 2次の非線形項であり，偏平アー

チの3次対称振動の非線形振動特性に影響を及ぼすこ

とが予想される.

-61 



偏平アーチの非線形振動に及ほ.す初期形状および境界条件の影響 93 

Table 1 The coefficients of ordinary differential 
equations for the time functions 

( a) sin curve 
( b) deflection curve. 

n= 1 n= 3 

(a) (b) (a) (b) 

a， イ1 +0. 5d' イl十O.503d 2 ほ1=9 J8I +0. 0007d 2 

T， 

T3 0.02企2 81 81 +O.OOO7d' 

T，2 。.75d 0.752d 0.00% 

T} 2. 25~ 2.25% 0.25& 

T，3 0.25 0.25 

TJ 20.25 20.25 

T，T3 0.02d 4.5d 4.517d 

T，'TJ 2.25 2.25 

T]T; 2.25 2.25 

3.2調和バランスj去による解析

本研究では3.1節で述べたように非線形娠動特性に

及ばす初期条件の影響が予想される 3次対称振動につ

いて解析を行うために，式(5)，(6)の解を本研究では次

式にように仮定する目

{J) r . {J)τ 
T1 =CIO+CII12 cosτ+S1112 sinτ 

十C11cos ωτ+SII sin ωτ (7) 

T3 = C30 + C31 cos ωτ+S31 sin ωτ 

+C32 cos 2ωr+sJ2sin 2ωτ(8)  

ここに， CI01 CI1/21 SIl/21 Cll' Sll' Cl21 512 次対称振動の

振幅成分， C30' C31' 531' C32 t 532 3次対称振動の振幅成

分

式(7)， (8)を式(5)，(6)に代入して，調和バランス法を

適用すれば連立非線形代数方程式が得られる.これに

Newton-Raphson法を用いて解けば，定常振動の振幅

成分が得られる.

3.3数値結果

Table 2は，両者の 3次対称振動の非線形自由振動

曲線における，同じ無次元振幅C31に対する無次元振

動数 ω の{直をライズ比1l =1.0~5.0の場合について

示す.単独項0.251lTlが存在しない正弦波の場合と

比較すると，無次元振幅が小さい場合には，ライズ比

が増大するほど単独項0.2511Tfが及ぼす影響は増加

し，同じ無次元振幅において無次元振動数は増大する.
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無次元振幅が増加すると，両者の無次元振動数の差は

小さくなっていく

以上より，正弦波を初期形状にもつ偏平アーチと等

分布荷重を受けるはりのたわみ曲線を初期形状にもつ

偏平アーチについて，時間に関する非線形運動方程式

の係数に大きな違いは見られず，非線形振動特性に及

ぼす初期形状の影響は小さい

Table 2 Nonlinear free vibrations of the third mode 
( a) sin curve 

( b) deflection curve. 

¥ 10.0 
12.0 14.0 16.0 18.0 

(a) I (b) <a) (b) (a) (b) (a) (b) (a) (b) 

1.0 1. 17 I. 16 2.07 2.06 2.78 2.77 3.42 3.41 4.02 4.02 

2.0 1. 31 1.26 2.17 2.15 2.86 2.84 3.48 3.47 4.07 4.07 

3.0 1.48 1.4 2.33 2.27 2.98 2.94 3.58 3.55 4.16 4.14 

4.0 1.64 1. 54 2.53 2.43 3.15 3.08 3.73 3.67 4.29 4.24 

5.0 1. 75 1. 66 2.75 2.62 3.35 3.25 3.9 3.82 4.44 4.37 

4 境界条件の影響

4.1境界条件が両端固定の偏平アーチへの適用

両端固定の偏平アーチが，初期形状の関数として座

屈波形X=sin2rreをもっ場合に，系を l自由度系と
仮定し線形減衰力を考慮すれば，時間に関する非線形

運動方程式は次式となる.

1¥+ 2 h1α1T1+α1
2 T1 +0. 18011lT? +0. 05994T? 

=0.002636 P cos ω τ(9)  

ここに，h1 :減衰定数， αl=fTτ正官官112:次固
有門振動数.

4.2調和バランス法による解析

I次対称振動の1/2分数調波共振を求めるために，

式(9)の解を次式のように仮定する

Co ωτ.ωr  
T1=す+C川

+C1 cos ωτ+SI sinωt (10) 

ここに， C01 C11 S} 付随型の振幅成分， Cl/2151/2:分岐

型の振幅成分.

式(10)を式(9)に代入して，調和バランス法を適用すれ

ば連立非線形方程式が得られ，これに Newton-

Raphson法を用いて解けば，振幅成分が得られる.



境界条件がヒンジの場合は次対称振動の線形固

有振動数以外は，ライズ比Aの影響を受けずに一定

の値であつが2>，境界条件が固定の場合には， 1 次対

称振動のみでなく， 3次対称振動の線形閤有振動数も

ライズ比Aの影響を受け，ライズ比4の増大と共に

増加する.一方， 2次逆対称、振動の線形固有娠動数は，

ライズ比4の影響を受けず一定値をとる. したがっ

て 2次逆対称振動の線形固有振動数は初期形状すな

わちライズの影響を受けない.また，境界条件が固定

では，境界条件がヒンジの場合に比べ，各モードの線

形固有振動数の値が接近し，娠動モード聞の連成が予

想される.

(b)非線形自由援動の特性

Fig.3は，境界条件が固定の場合の l次対称振動の

非線形自由振動曲線をライズ比をパラメーターに示

す.減衰定数h=O.Oの非減衰振動を対象としている

横軸は非線形円振動数をライズがないはりの線形 l次

固有門振動数で無次元化Lた無次元振動数，縦軸は回

転半径で無次元化した無次元振幅である.

~ =0.0のときは，振幅の変動成分 CIは無次元振動

数とともに単調に増加するのみであるが，ライズ比が

大きくなるとライズの影響が効いてくる.この時の無

次元振動数ωの増加とともに，振幅の変動成分 CIは

減少する軟化パネの挙動を示す.さらに振幅が増大し

てライズ比よりも大きくなると，振幅の変動成分 CI

は無次元振動数ωの増加する硬化パネの挙動を示す.

境界条件が両端ヒンジの場合と比べると両端固定の場

合の方がライズの影響は小さく，軟化 硬化パネ特性

はあまり強く現れない.

以上より，境界条件が異なる場合でも，ライズの影

響を受け，振幅に大きさにより軟化 硬化パネの両特

品ー和維・太田

4.3時間応答解析

T1 =P1， T1 =P2とおくと，式(9)は次に示す2個の l

階常微分方程式に変換することができる.

高橋94 

F1=九

九=-2hαIP2 α? P1-0. 1801~P? 
-0. 05994N +0. 002636p cos ωτ 。1)

この式に Runge-Kutta-Gi11法を用いて，時間応答

解析を行う

4.4数値結果

(a)線形自由振動の特性

両端固定の偏平アーチのI次対称 3次対称娠動，

2次逆対称振動を対象に線形自由振動の特性について

解析を行う.4目1節に示した誘導を非線形項を無視し

て行えば，時間に関する線形運動方程式は，次式とな

A
川
匂
品
。
凶
V

A

訓

V

I

I

I

 

(

〈

(

る.

1¥+ 2 h州 1'1十α12T1=0 

T2+ 2 h2α21'2+αi T2= 0 
T3+ 2 h州 Tz+aiT3= 0 

α1=στ正 1202~2: 1次対称固有円振動数

α2=伊方認2=2.7565:2次逆対称国有円娠動数

α3=イ29.2023+0.1291~2: 3次対称固有門振動数

上式の固有振動数と求めれば，線形自由振動数が得ら

れる.

Fig.2は，境界条件が両端固定の場合の偏平アーチ

のライズ比と無次元線形固有振動数nlの関係を l次

対称 3次対称振動および2次逆対称振動について示

す ライズの大きさは回転半径 7程度であるから1)，

ライズの大きさは10まで表示している.

8.0 

2.0 

E 90 

Il' 
也、

i 
そ

Ll=O 

4.0 

Amp1itude-frequency curves of the first mode 

with hl =h3=0. O. 

Frequencyω 2.0 1.0 
0.0 
0.0 

Fig.3 
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10.0 

Rise ratio vs. non-dimensional natural 

frequency. 

Rise ratio L1 5.0 
0.0 
0.0 

Fig.2 
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性をもつ また，境界条件が両端ヒンジに比べ両端固

定の方が軟化・硬化パネ特性は強くない.

(c)荷量一変位曲線の特性

Fig.4は，境界条件が固定の場合の偏平アーチの静

的荷量 変位曲線を示している.横軸は静的応答成分

C"を，縦軸は荷重強度pである.

ライズ比 d= -3. 0程度までは静的応答成分 Coは，

荷重とともに単調に増加するのみであるが，ライズが

マイナス方向に大きくなり，ライズ比 d=-5.0以上

(絶対値が増加)になると釣合荷重に極値が存在し，

飛び移り座屈が可能となる.本研究では，対称な偏平

アーチに対称に分布する荷重が作用する場合を対象と

するため，これらの変形は，偏平アーチの中央に対し

て対称である.

飛び移り座屈が可能な釣合荷重の極{直について境界

条件が両端ヒンジの場合と比較すると両端固定の場合

の方が釣合荷重の極値はかなり高く，動座屈は生じに

3000 

5.0 Slatic defleclio" c. 10.0 

Fig. 4 Static load-deflection curves. 

10 

5
 

a
R
E
E
E
E
骨
a
t
E
W、

Ti/IJe response analysis 
o T ム nT
口 2T X chaos 

4 Frequencyω 

Fig. 5 Amplitude-frequency curves 

with d =3. 0， h=O. 005，ρ=1017.8 
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(d)応答曲線の特性

Fig.5に両端固定の偏平アーチのライズ比 d=3.0， 

減衰定数 h]=0.05の無次元加振円振動数削と応答振

幅 Al，Al/2との関係を示す.境界条件が異なる場合に

ついては，式(9)にdTl
2が含まれるため主調波応答

Aぃ 1/2分数調波共振の応答Al/2ともにライズ比の影
響を受けて，軟化-硬化パネの両特性もつが，両端ヒ

ンジの場合に比べて両端固定の場合がライズ比の影響

が小さい.これは，式(9)のライズ比を含んだ 2次の非

線形項の係数が両端ヒンジの場合に比べて両端固定の

場合が小さいことに起因する.また次対称振動の

1/2分数調波共振近傍に現れるカオスについて，境界

条件が両端掴定の場合は発生しない.

5.まとめ

本研究では，偏平アーチの非線形振動特性に及ぼす

初期形状および境界条件の影響について解析を行っ

た.

得られた結果をまとめると次のとおりである.

(1) 偏平アーチの非線形振動特性に及ぼす初期形状の

影響は小さい.

(2) 両端固定の偏平アーチに無次元線形固有振動数

は次対称振動のみならず， 3次対称振動の場

合にもライズ比の影響を受けて変化する.

(3) 応答曲線はライズの影響を受けて，軟化硬化パ

ネの両特性を示すが，境界条件が両端固定の場合に

ライズの影響が小さい.

(4) 両端固定の偏平アーチの方が次対称振動の

1/2分数調波共振近傍に現れるカオスについて発生

しない.

今後，多自由度系として係数励娠振動による連成現

象，偏平アーチの動的な座屈現象とそのメカニズムの

解明などを明らかにする必要である.また，実験にお

けるカオスの確認も今後の課題である.

なお，数値計算には長崎大学総合情報処理センタ一、

のVP-1200を使用したことを付記する

8 
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3 .ライズを持つ長方形板の非線形振動挙動に関する研究

高橋和雄*・三堂 聡料

Study on Nonlinear Vibration Properties of a Rectangular 

Plate with a Small Rise 

by 

Kazuo T AKAHASHI*， Satoshi MIDOU*本

In this study， the nonlinear vibration properties of a rectangular plate with a small rise are examined. 

The equations of motion of describing the large deflection of the initially deflected plate using the 

Marguerre equation are analyzed by a Galerkin method. The resulting equation for time variable with 

quadratic and cubic nonlinear terms is solved by the harmonic balance method. Nonlinear free vibrations 

and forced vibrations are obtained for two boundary conditions， various aspect ratios and rise ratios. The 

rise of the plate has a significant influence upon nonlinear vibration properties. 

1.まえがき

薄板にライズを持たせると曲率構造となるため，剛

性が高まり構造上有利である.しかし飛び移り座屈

を含めた不安定現象が生じやすく，ライズの大きさが

座屈強度に敏感に影響を及ぼすことが知られている.

これまでライズを持つ偏平アーチの非線形振動を解析

してきたが 1>，本研究では， ドームや体育館の屋根な

どに使われるライズを持つ長方形板の解析を行うた

め，これまでの偏平アーチの取り扱いりを板構造に

拡張して解析する.ライズによって生じる運動方程式

内の2次の非線形項が座屈特性に重要な役割を果た

す.動的荷重が作用する場合には，動座屈や振動の問

題が生じてくる.変形に対して幾何学的非線形性を示

すため動力学特性を説明するためには，線形振動のみ

ならず，非線形振動特性も明らかにしなければならな

い.非線形振動2)，動的座屈 3)，カオス4)などに，ラ

平成10年4月13日

*社会開発工学科 (Departmentof Civil Engineering) 

イズの大きさや形状が大きな影響を及ぼすことが予想

される.ライス.を持つ長方形板の非線形振動の挙動は

極めて複雑で，カオスの存在，動座屈など未解明な問

題が残されている目

このような観点から，本研究はまずライズを持つ長

方形板の運動方程式の応力関数を決定し， Galerkin 

法を適用して l自由度系に近似した非線形運動方程式

を得る.これに，調和バランス法を用いて連立非線形

代数方程式に変換し， Newton-Raphson法により解析

を行う.また，調和パランス法から得られる解析解の

妥当性を検証するためにRunge-Kutta-Gill法による

数値シミュレーションによって，精度を検討する.さ

らに，境界条件が，全周辺単純支持と全周辺固定につ

いて荷重変位曲線，非線形自由振動及び強制振動の特

性を，ライズ比，縦横比及び荷重強度をパラメーター

に解析を行う.

**大学院工学研究科社会開発工学専攻 (GraduateStudent， Department of Civil Engineering) 
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2.運動方程式

Fig.1のようなライス.を持つ長方形板を対象として

いる

y 

4 
y 

wDef1伎泡on

z 

3.解法

面外変位 Wの境界条件として，次の2ケースを考

える.

αse 1 全周辺単純支持

case 2 全周辺固定

面内方向の境界条件として，面内変位 U，Vは固定と

する.

3. 1 たわみの仮定

式(1)の解を境界条件を満足するように次のよう

に仮定する

case 1 

w=dT(t)sinシ闘争 (3) 

co-ordinate system. 

Fig. 1 Rectangular plate with a small rise and case 2 

(4) 

ライズを持つ長方形板の運動方程式と適合条件式は次

のようである 5) 

LWI)=pdq+DN+ρ。cosot 
ot' 

(o2F o2 (叩ム山)， o2F o2 (w+wo) d~ーマーー l"WO!+U_ ~.一一一寸一一
loy' ox' ox' oy' 

内 o2Fo2(w+wo))_"

一一一-"-oxoy oxoy 

r (o 2 (山↓札)12 O 2μ+μρ o2(w+wo) 
¥14 F=EI ~一一一一~}-~ニ寸ニι一一一寸一一
L l oxoy ox' oy' 

一{(紛争守}]

ここに，p:板の密度，d:板厚，E:ヤング率，

Ed3 D=一一一一一一:板剛度， υ:ポアソン比，
12(1-02) 

lo2 o2 ¥2 
¥1'トーτ+ー，).ρ。:荷重強度，t:時間，
¥ox“ov' I 

Q:励振円振動数，F:Airyの応力関数.

w=士川)( 1 -cos与イ(1 -cos与:Y)
ここに. T(t):未知の時間関数.

ライズの形状も境界条件を満足する必要があるか

ら，次のように仮定する.

case 1 

π 目 π
Wo =aeo smax smoy (5) 

)
 
l
 
(
 
case 2 

1. (. 2π¥ ( ヲ伊 L
Wn=~den[ 1-cos~x)11-coぷL"Y) (6) 
4 、 a ¥ o. / 

(2) 

ここに，eo 板厚で無次元化した初期変形の大き

さ.

3. 2 応力関数の決定

先ず式(2 )より応力関数Fの一般解を，面内方

向の境界条件の下に決定しなければならない.式(2 ) 

の一般解は次のように表される.

(7) F=Fp+Fc 

ここに，Fp 特解，Fc:余解.

式(2 )の余解を次のように仮定すれば，マ4Fc=0 

を満足する.

Fc=A(t)x2 +B(t)y2 

ここに，A(t)， B(t) :面内変位の境界条件を満足す

るように決定される tの関数 (Appendixa参照)

また，式(2 )の特解はAppendixbに示すように

得られる (Appendixb参照)
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3.3 連立非線形代数方程式の誘導

式(1 )に，求められた応力関数及びたわみの仮定

を代入してGalerkin法を適用すると，式(1 )は次

のような時間に関する運動方定式に変換され，これに

'減衰カを考慮すると，

t+ 2hT+( 1 + 2eoα) T+ 3 eoαT2+αT3 

=oρcos ωτ 1000 (8) 

500 ここに， α •o :係数 (Appendixc参照)， 

o 
o h:減衰定数， F2:縦横比，p=出:荷重強度b ，，~~-~. r Dd 2. 5 3 3. 5 4 4. 5 

Stat配det1ぽtionCo 

2 1.5 O. 5 

Static load-deflection curve 

(case 1 ，μ=1目0，u=0.3). 

Fig.2 ωQ 無次元加振門振動数，
山 II
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r=ωllt:無次元時間.

式(8 )の主共振及び1/2分数波共振を求めるた

めに，次のように解を仮定する 1).

CoαJT αJT 
T='i. +C1I2∞sτ+SI/2 sin-

2
' 

1000 

(9) 

ここに， C01 Cb S} 付随型の娠幅成分，

CI/2， Sl/2・分岐型の振幅成分.

式(9 )を式(8 )に代入して，調和バランス法を

適用すれば連立非線形代数方程式が得られる.これに，

Newton-Raphson法を適用して解けば，振幅成分が得

+C1 cosωτ+s 1 sin叫τ

4 2 2. 5 3 3. 5 

S匂.ticdetlec凶】 Co

1.5 0.5 

o 
o 

Static load-deflection curve 

(case 2 ，μ=1.0， u=0.3)目

Runge-Kutta-Gill法における数値シミュレー

ションによる精度の検討

調和バランス法による解析の精度を検討するために，

Runge-Kutta-Gil1法による数値シミュレーションを行

う.Fig.4は， case 1， μ= 1. 0の場合の非線形振動曲

線のそれぞれのライズ比eo=O.O. 0目5.1.0.1.5および

2.0の調和バランス法と数値シミュレーションの解析

結果を示した図である 実線は調和バランス法で解析

した結果で，数値シミュレーション結果記号を・，口，

0， ..および聞で示している.調和バランス法と数値
シミュレーションによる結果はほぼ一致し，解析結果

が妥当であることが分かる.
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Fig.3 

4 . 2 

られる.

4.解析結果

4. 1 荷重変位曲線の特性

Fig.2および3は， case 1およびcase2の正方形板

(μ= 1. 0，ν=0.3)の静的荷重一変位曲線をライズ比

eo=O. O. -0.5，ー1.O.ーI目5および-2.0について示し

ている.縦軸は荷重強度ρを，横軸は長方形板中央

点の無次元静的応答成分Coをとっている.

case 1ではライズ比eo=O.Oおよび-0.5，case2で

はライズ比eo=O.O. -0.5および 1.0までは静的応

答成分Coは，荷重とともに単調に増加するのみであ

るが，ライズ比が大きくなり case1ではライズ比

eo=一1.5. case 2ではライズ比eo=-2. 0になると，

釣り合い荷重に極値が発生することが分かる. したが

って，ライズ比がeo=-1. 5 (case 1 )およびeo=-2. 0 

(case 2 )を越えると，荷重の増加が微小でも変位が

急増する，いわゆる飛び移り座屈が発生することが予

想される
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Fig. 4 Accuracy of solution 

(case 1 .μ=1.0. u=O目3).

以上のように，非線形自由振動特性はライズの影響

を強く受け，振幅の大きさによって軟化および硬化パ

ネの両特性を持つことが確認できる.また，ライズ比

が大きくなるにしたがい，応答振幅が大きくなること

が確認され，軟化・硬化パネの両特性が強く現れてい

る.境界条件が全周辺単純支持 (cas巴1)の場合と比

べると全周辺固定 (case2 )の場合の方がライズの影

響は小さく，軟化 硬化パネの特性は強く現れない.

つまり，運動方程式の非線形項の大きさが小さい.

また，境界条件が異なる場合でも，ライズの影響を

受け，振幅の大きさにより軟化・硬化パネの両特性を

持つ.全周辺単純支持に比べ全周辺固定の方が軟化

硬化パネの特性は弱い.
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4. 3 非線形自由振動特性

Fig.5は非線形自由振動曲線を.Fig.6は無次元振

動数ω と振動の直流成分(静的応答成分)Coとの関

係を.case 1の正方形板 (μ=1.O.ν=0.3)の非線形

自由振動数を，ライス'比をパラメーターに示したもの

である.Fig.7および8は非線形自由振動を case2に

対して示したものである.減衰定数h=O.Oの非減衰

振動を対象としている Fig.5およびFig.7の縦軸は

板厚で無次元化した無次元振幅 c}で，横車由は非線形

自由振動数をライズがない長方形板の線形l次回有振

動数で無次元化した無次元振動数ω=0./叫 Hである.

Fig.6およひやFig.8の縦軸は振動の直流成分Coで，横

軸は無次元振動数山である，

Fig.5およびFig.7から明らかなように平板 (eo=

0.0)の場合，非線形自由振動数山は振幅c}の増大

とともに単調に増加するのみであるが，ライズ比が板 ー2

厚程度 (eoヰ l目。)になるとライズの影響が効いてく

るこのときの無次元振動数ωは振幅が小さい領域で

は，振幅の増加と共に減少する軟化パネの挙動を示し

ている.さらに振幅が増大してライズ比よりも大きく

なると，振幅の変動成分c}は無次元振動数剖の増加

とともに増加する硬化パネの挙動を示す.

Fig.6およびFig.8に注目すると，直流成分c。は振

幅の増加とともにライズ比eoを打ち消す方向(符号

がマイナスでライズと逆向き)に作用する.振幅が大

きくなるにつれて.Coが効いてきて振動中のライズの

大きさ eo+co→0.0が小さくなって，ライズのない平

板の振動に近づく.この時の振動と振動数の関係が，

軟化パネの特性を示す.さらに振幅が大きくなると，

eo+ι。キ0.0となり，ライズのある長方形板は，ライズ

のない平板 (eo=O.O)の振動をする.

-69ー

O 

o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 
日開uencvω

Fig.5 Nonlinear free vibration curves 

(case 1. 1'= 1. O.υ=0.3) . 
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 Fig. 6 N onlinear free vibration curves 

(case 1 .μ=1. O.υ=0.3) . 
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O 

o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 
日明uencyω

Fig. 7 N onlinear free vibration curves 

(case 2 ，μ= 1. 0，υ=0.3) 

日
町
H
W
 Fig.8 Nonlinear free vibration curves 

(case 2，μ= 1. 0，υ=0.3) . 

4. 4 非線形自由振動に及ぼす縦横比の影響

Fig.9および10はcase1の縦横比μ=2.0および3.0

の非線形自由振動幽線を示している.同じく Fig.ll

およびFig.12は，境界条件がcsae2の，縦横比μ=

2.0および3.0の非線形自由振動曲線を示している.縦

横比μ=2.0および3.0の場合， μ=1. 0の正方形板と

同様に， Fig. 9 ， 10， 11および12で，ライズ比eo=O.O

の場合，振動数は振幅 C1の増大とともに単調に増加

するのみであるが，ライズ比が板厚程度になるとライ

ズの影響が効いてきて軟化および硬化パネの挙動を示

す.縦横比μ=1.0を中心に，縦横比μが大きくなる

と，軟化・硬化パネの特性は強く現れる.ここでは示

していないが，縦横比μ=1/2，1/3の場合はそれぞれ

μ=2.0，3.0と同じ結果になる.つまり， μ=1.0の正

方形板が非線形性が最も小さい.
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o 
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 

Frequencyω 

Fig. 9 Nonlinear free vibration curves 

(case 1 ， μ=2.0， υ=0固め.

4 

O 2 3 4 
Frequencyω 

Fig.l0 Nonlinear free vibration curves 

(case 1， {1=3.0，υ=0.3). 

;: 
]2 
]'1 
O 

o O. 5 5
町
一
山

Fig.ll Nonlinear free vibration curves 

(case 2 ，μ=2.0，υ=0.3). 
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5 

O 

o 0.5 1.5 2 2.5 3 
日明uencyω

Fig.l2 Nonlinear free vibration curves 

(case 2，μ=3.0，υ=0.3). 

4. 5 非線形強制振動

本節では，周期的変動荷重を受ける場合のライズを

持つ正方形板の加振振動数と振幅の関係(応答曲線)

を示す.Fig.13およびFig14はcase1の正方形板

(μ=1. 0)のライズ比eo=O.Oおよびー1.0の場合の応

答曲線を示す.同じく， Fig15およびFig16はcase2 

の正方形板 (μ=1. 0)のライズ比eo=O.Oとー1.0の

場合の応答曲線を示す これらの図において，縦軸に

振幅成分 Cl'C1l21 Sl/2をとり，横軸に無次元加振振動数

印をとる.また，減衰定数h=O.O，ポアソン比ν=

0.3とする.

Fig.13では固有円振動数ω=1.0付近Iこ， Fig.14で

はω=1.8付近に， Fig.l5では固有円振動数ω=1. 0付

近に， Fig.16ではω=1. 42付近に主共振 C1が発生し

ている.また，ライズがある場合に Fig.14およびFig

16に示すように固有振動数の2倍の3.6，2.84付近に

1/2分数波共振C1/21Sl/2が発生している.これに対

して，ライズがない場合には 2次の非線形項が存在

しないため， Fig.13およびFig15は，荷重強度に無関

係に 1/2分数波共振 C1/2とSI/2はほとんど重なって

発生する.つまり，応答曲線の幅は狭く，自由振動曲

線が得られていると考えられる 従って，強制振動と

しての解は存在しない.Fig.l4およびFig.16のライズ

比がある場合 1/2分数波共振 C1/2とSI/2は，別個に

離れて発生する これは，ライズ比が大きくなるに従

い運動方程式内の2次の非線形項の効果が効いてくる

ことによる.また，主調波応答はFig.14およびFig.

16から明らかなように振幅がライズ比の大きさまでは

軟化パネの挙動を示し，振幅がライズ比よりも大きく

なると硬化パネの特性を示す.これは前述と同様に，

ライズ比が大きくなるにしたがって運動方程式内の3

次の非線形項の効果が強くなることに依存している.

また，境界条件が全周辺単純支持 (case1 )の場合と

比べると全周辺固定 (case2 )の場合の方がライズの

影響は小さく，軟化・硬化パネの特性はあまり強く現

れていない.

以上より，主共振及び 1/2分数波共振の応答の発

生領減はライズ比によって異なる.特に 1/2分数波

共振の発生領域は，平板 (eo=O目。)に比べ著しく広

くなる傾向があり，カオスをはじめ各種の不安定現象

が発生することが予想される
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Fig.13 Amplitude response curves 

(case 1 ，μ=1.0， eo=O.O， h=O.O). 
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Fig.14 Amplitude response curves 

(case 1 ，μ=1.0，eo=ー1.0，h=O.O). 
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O 

o O. 5 1.5 2 2.5 3 

Fm:事lencyω

Fig.l5' Amp1itude response curves 

(case 2 .μ=1.0. eo=O.O. h=O.O). 
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Fig.16 Amp1itude response curves 

(case 2 .μ=1.0.eo=ー 1.0.h=O.O). 

5.まとめ

本研究では，ライスーを持つ長方形板の非線形振動特

性について調和バランス法による解析を行った.非線

形振動の挙動に及ぼすライズ比，縦横比，荷重強度の

影響および境界条件の影響を明らかにした.

得られた結果を要約すると次のようである.

(1)解析解と Runge-Kutta-Gill法によるシミュレー

ションの結果はほぼ一致し，これによってライズ

を持つ長方形板の非線形振動特性の解析を行える

ことを示した.

(2) 境界条件が全周辺単純支持の場合ライズ比一1.5. 

全周辺固定の場合ライズ比一2.0になると，釣り合

い荷重に極{直が発生し，飛び移り座屈が発生するこ

とが示された.

205 

(3) 非線形自由振動の振動特性はライズ比によって，

軟化・硬化パネの両特性を持つため，ライズ比は応

答特性に大きな影響を及ぼしてくる.

(4) ライズ比が大きくなるにしたがい，応答振幅が大

きくなり，軟化・硬化パネの両特性が強く現れてい

る.

(5) 曲げに対する境界条件に無関係に，非線形振動特

性はライズの影響を受け，振幅の大きさにより軟化

-硬化パネの両特性を持つ.また，境界条件が全周

辺単純支持に比べ全周辺固定の場合，軟化・硬化パ

ネの特性は弱い.

(6) 縦横比が大きくまた小さくなるにつれてライズ比

の影響が大きくなり，軟化-硬化パネの特性は強く

現れる.

(7) 曲げに対する境界条件に無関係に，非線形強制振

動の応答はライズの影響を受け，軟化・硬化パネの

両特性を持った応答が現れる.また，境界条件が全

周辺単純支持に比べ全周辺国定の場合がライズの影

響は小さい

(8) 1/2分数波共振の応答の発生領域はライズによ

って異なり，またライズのある場合の発生領域は，

平板に比べ著しく広くなる傾向があり，カオスをは

じめ各種の不安定現象が発生することが予想され

る.

なお，解析にあったては長崎大学情報処理セン

ターのFACOMM-180 AD/2を使用したことを付

記する.
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+ム+~(Iーυ2)l--Lー+一一」一一μ2' 9" 0 'l(l+μ2)2'(1+4μ2 ) 2 

k'A2 ( 、
かす¥T(t) 2 + 2 e 0 T(t) J 

(aJ2πIb;2π ァーCOs--x十一ー COS-γ-y
0" a a" 0 

π寺戸}J

l
F
 

case 2 

九=A∞sうE吋 ωs与:Y+C∞S4pz
211 2π 

+D cos-7iーy+Ecos-rx coS1ーy

2π4π4π2π  
+F cos-rfCOS1-y+G COS7f cosτーy

Ea2d2 A =~~~?h~ {T(t) 2 + 2 e 0 T(t)} 32b2 ，. ¥" -"U  

Eb2d2 
B=~~v?n~ {T(t) 2 + 2 eo T(t)} 32a2 ，. ¥" '-"U 

Ea2d2 c=一一一τ{T(t)2 + 2 eo T(t)} 512bυ  

Eb2d2 
D=一一一寸{T(t)2十 2eo T(t)} 
512α" 

Ea2b2d2 
E'=一一一一一一一τ{T(t)2 + 2 eo T(t)} 
16(a2 +bノ
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Ea2b2d2 
~アヤ汁?\，?{T(t) 2 + 2 e 0 T(t)} 

Ea2b2d2 
ーア?ーーπ ァτ{T(t)2 + 2 eo T(t)} 

F 

G 
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8 .周期的変動軸力を受ける偏平ケーブルの分岐応答に

及ぼす高次モードの影響

高橋和雄*・花田博史**

Influence of the Higher Mode of Vibration on Nonlinear Vibrations of the 

Small Sag Cable Subjected to an Axial Time-varying Load 

by 

Kazuo T AKAHASHI* and Hiroshi HANADA本*

Nonlinear dynamic response of a suspended small sag cable driven by harmonic axialload is presented. 

The basic equation of motion is solved by a Galerkin method for space co-ordinate and the harmonic 

balance method for time co-ordinate. The multi-degree-of.freedom approach is employed. The influences 

of the second symmetric mode and the first anti・symmetricmode on the first symmetric mode are discuss-

ed. 

1.まえがき

斜張矯の主桁あるいは主務が風荷重や走行荷重など

によって振動すると支持ケーブルに振幅の大きな局部

振動が発生する可能性があることが指摘されている.

これらの原因として係数励振振動が考えられる.この

問題に関して，著者らは支点が拘束された単一ケーブ

ルをモデルに周期的変動軸力と面内変動荷重が同時に

作用する場合のケーブルの非線形応答として解析を行

い，その応答特性を明らかにしている 1). 文献 1)で

は，ケーブルの対称 l次振動のみを考え，対称 l次固

有振動数近傍とその2倍で現れる1/2分数調波共振の

応答に着目した解析を行い，変動軸力の影響によって

1/2分数調波共振の応答振幅が増大することが明らか

になった しかし，ケーブルは連続体であることを考

えると，対称 l次振動のli2分数調波共振の応答と高

次振動の応答が伺ーの振動数領域で発生する可能性が

あり，分岐応答に及ぼす高次振動モードの影響を評価

しておく必要がある.

そこで本研究では，変動車由力を受ける偏平ケーブル

平成9年10月28日受理

付士会開発工学科(Departmentof Civil Engineering) 

**前回建設工業(株)(Maeda Corporation) 

の分岐応答に及ぼす高次モードの影響を明らかにす

る目ここで，高次モードとして対称2次および逆対称

l次振動を対象とする.まず，文献 1)と同様に支点

が拘束された単一ケ.ーブルの非線形運動方程式を誘導

する.次いで，運動方程式を 2自由度系で近似し

Galerkin法を適用して離散化を行い，連立常微分方

程式に変換する.得られた各自由度における常微分方

程式の周期解をフーリエ級数を使って仮定し，調和バ

ランス法を適用して連立非線形代数方程式に変換す

る.この方程式を解いて振幅成分を求めることによっ

て解析を行う.

2.運動方程式

Fig.lに示す偏平ケーブル(サグ比r=fIQく1/8)
が周期的変動軸力と面内変動荷重を受ける場合の非線

形運動方程式は次式で与えられる 11，

iJ2w. 81 
L(w) =m一一+~~Ha at2 . ji， 2". 

(1) 

ー附RcosQHUi21p州 Q川)= 0 

-105ー
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ートナオー
Fig.1 Geometry of the cable 

EAr8/(I....J..， (1 (dW¥2.J_1 
ーこに，Ha=ーー{一一 /"wdx十 II一一1-dx f :たわみL， l [2人 Jo¥ ox I _.. J 

、による付加水平張力，間ケーブルの質量，j;・ケーブ

ルのサグ， Q:スパン長，Hc:初期水平張力，H，.係数

励振カの振幅，p:荷重強度 wたわみ，x:支点から

の水平距離，t:時間， 0:周期的変動軸力と面内変動

荷重の円振動数，E ヤング率，A:断面積，L，= Q ( 1 

+ 8/2/ Q2):放物線ケーブルの長さ，世田位相角

3.解法

(1) 常微分方程式への変換

対称 11欠娠動の分岐応答に及ぼす高次モード(対称

2次振動もしくは逆対称1次振動)の影響を明らかに

するために，式(1)の解を 2自由度系モデルで次の変数

分離形に仮定する.

w= Q {TI (t) WI (x)+T2 (t) W， (x)} (2) 

ここに， Tl> T2 対称 1次および対称2次(もしくは

逆対称 1次)振動の時間関数 WI，W2 座標関数で

線形振動の対称 l次および対称2次(もしくは逆対称

l 次)振動の闘有振動形

上式の座標関数 W"W2として，対称振動の場合は

基準化した線形自由振動の面内対称モードを用いる.

Wi(c) = 

ここに，c=x/Q，ωi=n，./7rnO・第 i次の無次元固有

門振動数 110=託子高Q2 弦の l次の固有円振動

数，nj:ケーブルの第i次の固有円振動数， Wi(e)max 

第i次対称振動の最大振幅.

また，逆対称 l次振動の座標関数 W，として，スパ

ンEの1/4点の娠帽で基準化した線形自由振動の面内

逆対称モードを用いる.

W2(e)=sin 2πUW2 (0. 25) (4) 

ここに， W2(0.25) :第 l次逆対称振動のスパンEの

1/4点の振幅.
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式(2)を式(1)に代入し Galerkin法を適用し線形減衰

力を考慮すると，次式の常微分方程式が得られる.

1'1+2111ω11'1+(ω1
2 +alH， cosw r) TI + blH， cosふ7

T2+cI T1
2+dl TI T2+el T2'+ /1 T?+gl TI

2 T， (:i) 

+iITITi +jlTl =kITocos(φτ+世)

T2+ 2 h2ω2T，十a2H，cosiiJτTI

+(ωi +b2H， cosφr)T2+C2TI2 +d2TIT2 (6) 

+e2T:j +んTI3+ g2 TI2 T， + i， TI TI2 

+j2Tl =k1To COS(φτ+世)

ここに， ωぃω，:対祢 l次および対称 2次(もしくは

逆対称 l次)振動の無次元固有円振動数， hlh2:対称

1次および対称2次(もしくは逆対称 l次)振動の減

表定数 H，=H，/κ:無次元変動軸カの振幅， φ=0/
no :無次元加振円振動数，PO=ρ/H.荷重強度， r= 
not:無次元時間，no= ./H，7r力石下:弦の第 l次の国

有円振動数 al~g"i】 ~kl' a2~g2' i2~k2 :ケーブル

のサグ比r，縦波ー横波伝矯速度比k=、直互mおよ
び W"W2より定まる係数

(2) 対称l次および対称2次振動の解析

この場合，対称I次固有門振動数の2倍付近で発生

する1/2分数調波共振と対称2次娠動の主共振が同じ

振動数領域で発生する可能性がある.そこで対称 l次

振動の分岐応答に及ぼす対称2次振動の影響を解析す

るため，式(5)および(6)の周期解を次式で仮定する.

CHI w rαJτ  
T，=す+C1/2COSす+S，川 mτ

(7) 

+CII COSφr+sllsinφT 

小一C2012ーす+C21COSWτ+S21sinω 了 (8) 

ここに!ClO.Cll，SII 対称 l次振動の付随調波成分，

C1/2' S'/' 対称 l次振動の固有円振動数の2倍付近に

生ずる分岐調波成分，C20. C21' S21 :対称2次振動の付

随調波成分.

式(7)および(8)を式(5)および(6)にそれぞれ代入して調

和バランス法を適用すれば，未定定数を求めるための

8個の非線形連立代数方程式が得られる.これらの方

程式に Newton-Raphson法を用い，初期値のもとに

とけば各振幅成分が得られる.

また，式(7)および(8)はそれぞれ次式のように書ける.
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C1(1 ，(υT 
TI=す+AI/2 COS(τ-1"1/2) +Allcos(φr-I"ll) (9) 

九=守+A21州 φr-'P21)

AII= rcr;芋sE.対称 l次振動の付随応答成分，

A1/2=イ可戸可;目対称 l次振動の分岐応答成分，

A21=何百Z:対称2次振動の付随応答成分，
'Pll=tan-I(SII/CII)， 'PI/z=tan-I (SI/2/CI/2)， 

1'21 =tan-I (S21/C21)， 1'1/2， 1'11および 'PZI位相差

(3) 対称 1次および逆対称 1次娠動の解析

逆対称 l次固有円振動数の 2倍付近で生ずる周期の

主不安定領域および逆対称 l次固有円振動数付近で生

ずる周期の副不安定領威を対象とし 次振動の分岐

応答に及ぼす影響を解析するため，式(5)および(6)の周

期解を次式で仮定する.

~ wr . (υT 
TI=す+C1/2∞sτ+S1/2sin'~2' 

+CI COSφτ+ SI sin<ij r 

Co ωτ.ωτ  
T2τ十CI/2COSτ+51/2Sinτ 
+CI COS φτ十51sin φT 

ここに，Co，CぃSI 対称 l次振動の付随調波成分，C1/21 

SII2 :対称 l次娠動の固有円振動数の2倍付近に生ず

る分岐調波成分， co. eJ， 51 :逆対称 1次固有門振動数

付近に生ずる分岐調i波成分 C1/2'51/2 :逆対称 l次固
有円振動数の2倍付近に生ずる分岐調波成分

式(11)および(1功を式(5)および(6)にそれぞれ代入して調

和バランス法を適用すれば前述と同様に解析解が得ら

れる.

また，式帥および刊はそれぞれ次式のように書ける

TlE?+ム12州午一利山

九=?+Al川 s(竿-itI/2)+.41州 φr 判)同

AI/z= IC五石五対称 l次振動の分岐応答成分，

AI=、守芋苛・対称 l次振動の付随応答成分，

.4t=Jc;+s;， .4112=布戸高:逆対称 l次振動の
分岐応答成分，

II'I=tan-'I(SI/CI)，II'II2=tan-I(SI/2!c1/2)， 

itl =tan-I (51 /CI)，仇12=tan-1(51/2/CI/2)， 

伊1/2. V'lおよびゃ1/2' it 1 :位相差
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(10) 

(4) Runge-Kutta-Gill法による数値解法

式(5)および(6)において TI=PI，TI=P2および T2=

P3， T2=P4とおくと，次の 4元連立の l階常微分方程
式となる.

PI=P2 

ム=-2 hlw IP， ω;PI-aIH，cos φrPI 
-blH， cos φrp3-clpl2 -dIPIP3 
-eIPl;-!IPt _g1P12 P3-iIPIPl; 

-jlPl + kJ50 cos (φτ+o) 

P3=P4 

九=-2 h2ωZP4一ωlP3 -a2H， COS W rPI 
-b2H， cos φτF3-C2P12 -d2PIP3 
ezPl -!2N -g2P伊3-i2PtP32

-j2Pl + k1To cos (φτ+φ) 

(18 

。。 式制に Runge-Kutta-GilI法を適用して，直接数値積

分すれば時間応答が求められる

(1~ 

4.解析結果

(1) 対称2次および逆対称 1次振動の固有振動特性

6.0 
一一一-sν'mmelricmvde 

3芯包 5.0叫L 一一一一一一一-一一一一一一一一-一一一一一一一一一 イ訓An'仙"
=入ヘ l b' k~ 
s::: 2nd 

詰 4.0 ~一一一一一一一一一一一一一一一一一一­
"" 、》
e晶‘

t:;' 3.0 
~ き}"
G 2.0 

2nd 

~ 101 州
〈〈長3 l .0 

000.0l 0l 
l
 
nu 
ハ
υ 0.1 
Sag-to叫panrαtioY 

Fig. 2 Relation between sag-to-span ratio r and 
natural circular frequency ωn • 

Fig.2は，サグ比rと対称 l次，対称2次および逆対

称 l次の無次元固有円振動数叫の関係を，縦波一横

波伝矯速度比kをパラメータに示したものである.

実線は対称モードを破線は逆対称モードをそれぞれ表

す. Fig.2より各対称モードは，ある特定のサグ比に

おいて一段高次の対称モードに遷移する.遷移領域は

高次モードになるほど，または縦波一横波伝播速度比

hが小さくなるほどサグ比の大きいところで発生す

る.各逆対称モードは，サグ比および縦波ー横波伝矯
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6.0 7.0 8.0 
Frequency liJ 

Frequency response curves of the 1st sym-

metric mode and the 2nd symmetric mode : 

uncoupled case r = 0.01， k= 30， (t) 1 = 1. 21， 
ω2 = 3.01. h 1 ' h 2 = O. 005， H， = O. 1. To = O. 1 
and世=0
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Fig.3 

和維・花田

速度比に関わらず・定の値となり，他のモードへの遷

移は起こらない

本解析では，縦波 横波伝播速度比k=:JOのケーブ

ルを取り扱い，対称 1i欠振動の固有円振動数の2倍(太

線)付近で発生する分自主応答に及ぼす高次モードの影

響を検討する 対称2次振動の場合は，サグ比 r=O

02付近のサグ比で主共振が，逆対称 l次振動では r=

0.026付近のサグ比で主不安定領威が対称 l次振動の

分岐応答と同ーのJ震動数領域で発生する可能性があ
る.また，逆対称 l次振動の副不安定領域につL、ては

サグ比が小さいときに同ーの振動数領域で発生する可

能性があるが，ここでは対称2次振動に関してはサグ

比 r=O.01， O. 02および0.03の偏平ケーブルを，逆対

称 1i大振動に関しては r=0.02の偏平ケーブルを対象

として解析を行う.
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Frequency response curves of the 1 st sym-

metric mode and the 2nd symmetric mode : 

uncoupled case r=0.02，k=30，ω1 = 1. 68， 

叫 2= 3.04， h l' h 2 = 0.005， H，= 0.1. To =0. 1 
and世=O. 
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(2) 対称2次振動の影響

(8) 対称2次振動の応答特性

Fig. 3 ， 4 ， 5は，サグ比 r=0.01. O. 02および0.03

の偏平ケーブル(縦波ー横波伝矯速度比k=30，減衰

定数hl，h2=0. 005)で，連成項を無視した場合の対

称 l振動AII'AI/20Jおよび対称 2次振動A21'A 1/2(引

の応答曲線を示す目ここで，無次元変動軸力の振幅

H，=O. ¥，荷重強度Tn=O.1としている また，横軸
は無次元加振円振動数，縦軸は無次元応答振幅を示す.

サグ比rに関わらず，対称2次振動の主調波応答A21

はあらゆる振動数領威に生じ 2次固有円娠動数ω2で

共振する また，1/2分数調波共振の応答A1/212Jはそ

の2倍(2ω2 )に分岐応答として発生する しかし，

対称 l次振動に比べると主調波および1/2分数調波共

振のどちらの応答娠幅も小さい また，対称 1次振動

ではサグ比 r=O目。2および0.03で振幅の小さい領域に

おいて軟化パネ特性が現れるが対称2次振動ではサグ

比に関わらず硬化パネ特性を示す.また，サグ比 r=

0.02の場合に対称 2次振動の主共振は対称 l次固有円

振動数の2倍付近から発生している.また，サグ比r

=0.01はそれよりも高い振動数から，r=0.03は低い

振動数からそれぞれ発生する.連成項を考慮すると，

サグ比 r=0.0¥， 0.03の場合において対称 2次振動は

分岐応答に影響をおよぽす可能性がある.

3.0 

Frequency response curves of the 1 st sym-

metric mode and the 2nd symmetric mode : 

uncoupled case r = 0目03，k=30，ω1=2.18， 

ω2 = 3. 14， h 1 ' h 2 = 0.005， H， = O. 1. To = O. 1 
andゆ=0

2.0 1.0 
0.00 
0.0 

Fig.5 
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(b) サゲ比の影響

Fig.6 ， 7， 8は，けグ比r=O.OI.O. 02および0.03

の偏平ケーブル(縦波 横波伝播速度比k=30，減衰

定数111，h2=0. 005)で，連成項を考慮、した場合の対

称 1次および対称2次振動の応答曲線を示す.、また，



無次元変動軸力の振幅H，=O.1および荷重強度ム=
O. 1としている 対称2次振動の応答A21は，対称 l

次振動とともに現れる.強制外力と同位相の応答C21

は 1次振動の外力と逆{立栂の応答 CIIと同時に発生

し，主共振近傍では -CIIの応答振幅が -C21の応答

娠幅よりも大きいが，加振振動数が対称2次固有円振

動数ω2に接近するにつれて両者が逆転する.また，

対称2次振動の逆位相の応答 -C21が発生する場合の

対称 l次振動の応答をA'21で示している.A' 21は振

幅の小さい領減で発生する.対称 l次振動の分岐応答

については，連成項を無視した場合 (Fig.3 ， 4およ

び5)と比較する.サグ比r=0. 01の場合は全く対称
2次振動の影響を受けない.サグ比r=0.02の場合も

ほとんど影響はないが振幅の大きなところで応答が交

差するようになる.また，サグ比r=0.03の場合にお

いて連成項を考慮することにより，対称 l次振動の主

調波応答も1/2分数調波共娠の応答も複雑な応答曲線

を示し，高次振動の影響を受ける.サグ比 r=0.03は，

対称l次モードの遷移領域に対応し，対称2次固有門

振動数と接近する.そのために， 2次振動の主共振が

l次固有門振動数の 2倍よりも左側治、ら発生し主共

振の比較的振幅が高いところで分岐応答と重なるため

に影響を受けると考えられる.
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Frequency response curves of the 1st syrn-

metric and the 2nd symmetric mode r = 
0.01， k= 30，印 1=1.21，ω2=3.01，hl， h2 = 

0.005， H，=o. l，To =0.1 andゆ=O. 
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(c) 変動車自力の振幅の影響

Fig.9および10は，サグ比r=0.02，縦波ー横波伝

矯速度比k=30，減衰定数h"hz = 0.005の偏平ケーブ

ルで，無次元変動車曲力の娠幅広を変化させた場合の

対称l次振動および対称2次振動の応答曲線を示す

また，荷重強度はん=0.1(位相角世=0) としてい

る.それぞれ Fig.9はH，=0.3，Fig.lOは瓦=0.6の
場合を表す.周期的変動車由力が大きくなると対称 l次

振動の主調波応答の幅が広くなる. 1/2分数調波共振

の応答では，振幅の大きな領域で分岐応答が発生し，

この応答の幅が広くなることが確認できる.この特徴

は自由度系の場合と同様な結果となるが，振幅の

大きな領域で発生する分岐応答の数が l自由度の場合

より増える.これは，対称2次振動の作用のもとに発

生した分岐応答と言える.また，対称2次振動の応答

にAZ1ついては，変動軸力が大きくなっても振幅およ

び発生領域の幅にほとんど変化は見られない.

0.00 
0.0 5.0 6.0 

Frequency OJ 
4.0 

Frequency response curves of the 1 st sym-

rnetric and the 2nd. syrnmetric rnode r = 
0.02， k=30，剖 1= 1. 68，ω2=3.04， hぃh2= 
0.005， H，=o. 1 ，To =0. 1 and φ= O. 
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Fig.7 

Frequency response curves of the 1st sym-

metric and the 2nd symmetric mode r = 
0.03. k=30，ω1 = 2.18.ω2=3.04. hぃh2= 

0.005，H，=0. l，To=O.1 andゆ=O. 
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(d) 荷重強度の影響

Fig.11は，サグ比 r=0.02.縦波 横波伝播速度比

k=30.減衰定数hいん=0.005の偏平ケーブルで，荷

重強度んを変化させた場合の対称 l次および対称2

次振動の応答曲線を示す.ここで無次元変動軸カの振

幅は瓦=0.3としている.また，実線は荷重強度品=

O. 1.破線はふ=0.2および一点破線はん=0.3の場合

を表す.荷重強度の影響は対称 l次振動の主調波およ

び1/2分数調波共振の応答で顕著に現れる.荷重強度

を大きくすると主調波の応答振幅は大きくなり，振幅

の小さい領域で発生する1/2分数調波共振の発生領域

は広くなることが確認できる.また，対称2次振動の

応答に関しては，わずかに娠幅が大きくなるだけでほ

とんど影響は見られない.
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Frequency response curves of the 1st sym-

metric and the 2nd symmetric mode r = 
0.02. k=30.ω1 = 1. 68.ω2=3.04. h 1 • h2 = 

o. 005.H，=0. 3.to =0.1 and世=0
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Fig.9 

(削減衰力の影響

Fig.12および13は，サグ比r=0.02.縦波横波伝

播速度比k=30の偏平ケーブルで，周期的変動軸カの

振幅瓦=0目3.荷重強度五。=0.1(位相角世=0) と

した場合の対称 l次および対称2次振動の応答曲線を

示す また.Fig.12は対称 I次および2次振動の減衰

定数をhいん=0.005とし. Fig.13は h 1 •h2=0. 01とし

て減衰力の影響を評価する.また.Fig.12にはシミュ

レーションによる対称1次および対称2次振動の応答

をOおよびムで示している.解析解とシミュレーショ

ン解は一致していることが確認できる.減衰力の影響

は，対称 1次振動の振幅の小さい領減で生ずる1/2分

数調波共振の応答において現れ，振幅がわずかに小さ

くなっている.また，対称 11欠娠動の主調波応答およ

び対称2次振動の応答では減衰力の影響は全く見られ

ない.文献 1)の l自由度系の解析において，変動軸

力が作用する場合のケーブルには減衰力の効果が期待

できないことが明らかにされているが，ここでも同じ

ことが言える.
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Frequency response curves of the 1st sym-
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0.02.k=30.ω1 = 1.68.ω2=3.04. h ぃh2= 

O. 005.H1=0. 6.to =0.1 and世=O. 
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Fig.10 

(3) 逆対称 1次掻動の影響

Fig.14は，サグ比7=0.02.縦波横波伝矯速度比

k=30および減衰定数 h1 • h2=0.Q05の偏平ケーブルに

周期的変動軸力(瓦=0.3)のみが作用する場合の対

称 l次および逆対称 l次娠動の応答曲線を示す.対称

l次固有円振動数の2倍(2ω1 )および固有円振動

数 (ω1)付近にそれぞれ対称 l次振動による単純共

振の主不安定領按Al/2および副不安定領媛 Alが，逆

対称 l次回有門振動数の2倍(2ω2 )および固有円

振動数 (ω2)付近に逆対称 l次振動による単純共娠

の主不安定領域A1/2および副不安定領域Alがそれぞ

Frequency response curves of the 1st sym-

metric and the 2nd symmetric mode 7 = 

0.02. k=30.ω1 = 1. 68.ω2=3.04. h ぃh2= 

0.005.H，=0.6. and世=0

nu 

Fig.11 
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Fig.13 

サグ比r=0.02の場合，逆対称分岐応答は対称1次振

動の1/2分数調波共振と発生領域がずれるために，両

者の連成効果による応答振幅の変化は特に見られな

い.また，逆対称分岐応答が発生する場合の対称振動、

の主調波応答をA'l'A'l/2で示す.この場合，A'lおよ

びA'l/2の応答振幅は逆対称分岐応答の振幅に比べる

と小さいが，対称1次固有門振動数と逆対称l次閲有

円振動数がサグ比の値によって逆転する可能性があり

(Fig.2参照)，逆対称分岐応答が対称振動の主共振領

域よりも左側lもしくは同ーの振動数領威から発生する

場合において A'lおよびA'l/2が大きな応答振幅を示

すことも考えられる.

111 

れ分岐応答の形で発生する.サグ比r=0.02の場合，

対称分岐応答は軟化パネ特性を示すが，逆対称分岐応

答では軟化パネ特性は現れない.また，逆対称分岐応

答は対称分岐応答に比べ振幅が小さい しかし，逆対

称分岐応答の主不安定領滅については他の不安定領械

に比べると発生領域が広いことが確認できる

Fig.15は， Fig.14で用いた偏平ケーブルに周期的変

動軸力(瓦=0.1) と面内変動荷重(ん=0.1，世=0) 

が同時に作用する場合の対称1次および逆対称l次振

動の応答曲線を示す.この場合も，逆対称振動は特定

の振動数領威で現れる分岐型の応答として発生し，対

称振動の外力と逆位相の応答から分岐した形で現れ

る. しかし，対称振動に比べると応答振幅は小さい.
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5.まとめ

本研究で得られた結果をまとめると以下のとおりで

ある.

1 .対称2次振動は対称 l次振動とともに生じ，あら

ゆる振動数領域に応答が現れる.また，対称 11火振

動に比べ応答振幅は小さい.

2.サグ比r=O.OIおよび0.02の偏平ケーブル(縦波

ー横波伝矯速度比k=30)の場合，対称 1次振動の

分岐応答は対称2次振動の影響をほとんど受けな

い.しかし，r=0.03の場合，対称2次振動が l次

固有門振動数の2倍よりも低い振動数から発生する

ことにより，振幅の小さい対称2次振動の影響を受

けて複雑な応答を示す.

3.周期的変動車由力の振幅および荷重強度の影響は，

対称 1次娠動の主調波応答および1/2分数詞波共振

の応答でのみ現れ，対称2次振動の応答では，これ

らの影響は現れない.

4.対称2次振動の応答に減衰力の影響は現れない

5.ケーブルに周期的変動軸カと面内変動荷重が同時

に作用する場合，逆対称振動は特定の娠動数領減で

現れる分岐型の応答として発生し，対称1次振動の

外力と逆位相の応答から分岐した形で現れる.しか

し対称振動に比べると応答振幅は小さい.

6.サグ比r=0.02，縦波ー横波伝播速度比k=30の

偏平ケーブルの場合，対称l次振動の1/2分数調波

共振の応答に逆対称 l次分岐応答の影響は現れな

L 、.

なお，計算には長崎大学総合情報処理センターの

FACOM V-1200を使用したことを付記する.
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